
  Infinite Sequencesغير المنتهية اتيلالمتتا
ندرس في هذا الفصل المتتابعات غير المنتهية ، والتي هي دوال حقيقية نطاقها مجموعة الأعداد الصحيحة غير        

 السالبة ومجالها مجموعة الأعداد الحقيقية .
 تعريف

اد الصحيحة الموجبة )أو مجموعة جزئية منها( ومجالها مجموعة نعرف المتتابعة غير المنتهية بأنها دالة نطاقها مجموعة  الأعد
: الأعداد الحقيقية، أي   f   
) , 1 وبشكل عام إذا كانت   )  nn f n a   فتن  مجموعتة الأعتداد المر بتة, , ,..., ,...
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للدلالة على المتتابعة وندل على المتتابعة بصورها. فعنتد  المتتابعة  عريفا  اما. وكنتيجة لذلك فنننا لن نستخدم رمز الدالة 
كتابتنتتتتتتتتتتتا  

  1n n
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)بحيتتتتتتتتتتت  أ    fنقصتتتتتتتتتتتد المتتابعتتتتتتتتتتتة    ) ,  1 nf n a n    بالمثتتتتتتتتتتتل ، إذا كانتتتتتتتتتتت .

( )  nf n a  لكلn m  فنننا نكتب n n m
a




 للدلالة على المتتابعة.  

a  المتتابعتتتة   إ a a an1 2 3, , ,..., ,,...,مقرونتتتة بالأعتتتداد الصتتتحيحة  ..., الحتتتد الأول و   a1فنننتتتا نستتتمي 321
a2 الحد الثاني وan  .الحد النوني 
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أكتب الحدود الخمسة الأولى للمتتابعة   1
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، مت  قاعتدنح لصتل منهتا  1aبعض المتتابعات  عطى بمتا يستمى بالصتيلا الااتزاليتة، أي  عطتى  قيمتة للحتد الأول      
 يقال لمثل هذه المتتابعات أنها معرفة ااتزالياً. الذي يسبقه مباشرنح في التر يب. anمن الحد an1على الحد 

  2مثال
إذا كان   

  1n n
a




a1متتابعة فيها   1 ،و a an n 3 nلكل  11 1 أوجد .a a a2 3 4, ,. 

 :الحل
nبوضتت    aفي الصتتيلا الااتزاليتتة  2 an n 3 aلصتتل علتتى  11 a2 13 1   وبتتالتعويض بقيمتتةa1  
a2لصل  2  بالمثلa3 5  وa4 9. 
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قيقية. هذا النوع من التمثيل يوضح لنا إلى أين إ  التمثيل الأكثر ملائمة هو أ  تمثل المتتابعة على اط الأعداد الح

" سعى" المتتابعة. فالمتتابعة  n
n
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" سعى" إلى مالانهاية، والمتتابعة     
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 Convergent Sequences المتتابعات المتقاربة

 
 1تعريف
المتتابعة  أ  يقال 

  1n n
a




 ونصت  Lإذا كتا  لأي فتترنح مفتوحتة مركزهتا  ،Lي قتالحقي العتددمتن  و تقتارب متقاربتة 

 ،حي قطرها   ,  ) أ    بحي  Nيوجد عدد  ،0  )na L L     لكل Nn   أي أ  جميت .
 ها.حدود منحدود المتتابعة محتوانح في الفترنح باستثناء عدد منته 

 2تعريف

نهاية المتتابعة   أ  يقال 
  1n n

a



 عدد حقيقي لكلوجد   إذا ، L الحقيقيالعدد  هو    بحي  N.عدد 0

a    أ  Ln    لكل Nn  ، هذا  ونكتبlim n
n

a L
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المتتابعتة  يقتال أ  فننه Lالعدد  وجد إذا 
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(، وإذا لم يوجتد العتدد  Lمتن العتدد  ارب تقت) أو أنهتا  متقاربتة 

L يقال أ  المتتابعة متباعدنح. فننه 

  3مثال
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  4مثال

المتتابعة   أ  اثب   
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n
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 .متباعدنح 

 :الحل
L كتتتتتا  إذا ، Lتتابعتتتتتة  تقتتتتتارب متتتتتن الم أ  نفتتتتتر    فتتتتتن  0     1 1L ،   وإذا كتتتتتاL   فتتتتتن  0 

   1 1 L ،   0ومنتته لأي 1        يوجتتد  لاL   بحيتت   a Ln    لكتتل Nn ، ي أ
 عة متباعدنح.المتتاب
 1مبرهنة

المتتابعة  كانت إذا 
  1n n
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 وحيدة. نهايتهافإن  متقاربة، 

 2برهنةم

 لتتتتتتت   
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 ،ولتتتتتتي    متتابعتتتتتتةL حقيقيتتتتتتا و  عتتتتتتد اf  معرفتتتتتتة عتتتتتتت  ال تتتتتتترة   التتتتتتة 1, حيتتتتتت،  
 f n an  1 ل لn. 
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 متقاربة أم متباعدنح. 
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  6مثال
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)ض   )  1  f x x x    لكلx  )،ومنه فن   1 )  1  f n n n     لكل 
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     1  
 1   1  lim lim

 1  

1
                                  0lim

 1  

x x

x

x x
x x x x

x x

x x

 



  
      

  

 
 

 

  وبالتالي فن  1   0lim
n

n n


  . 



 3مبرهنة

حقيقيا، فإن المتتابعة عد ا r كان إذا rn
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 المتتابعتتتتتتة rn

n
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 لعتتتتتتددينالوستتتتتتط الهندستتتتتتي ل هتتتتتتو rn، ويعتتتتتتود ذلتتتتتتك لكتتتتتتو  الهندستتتتتتيةالمتتابعتتتتتتة   ستتتتتتمى  

 و  1 1 nn rr. 
  8مثال
 من المتتابعات التالية متقاربة وأيها متباعدنح أي حدد
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 (i )1051أ   بما  .r، .فمن نظرية  نستنتج كذلك أ  المتتابعة متباعدنح 
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  المبرهنة ونستخدم n2 على anنقسم بسط ومقام  ،

 لنحصل على
 
 
 
 

 5مبرهنة
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 10مثال
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0lim ، يقتضي أ    المبرهنةفمن  n
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0lim إذا كان   :ملاحظة n
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قد لا  كو  صحيحة. فمثلا نهاية المتتابعة  برهنة، فن  الم 
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 :               الحل
0أ  نعلم   sin   1n  مضروبأ   وحي n من الصفر، فن  بالقسمة على  أكبر!n أ  نجد 

sin  1
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 المبرهنة.فننه من sin  
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  أي أ .

 .الصفر المتتابعة متقاربة ونهايتها
 المحدو ة والمضطر ة المتتابعات

 3تعريف

المتتابعة  أ  يقال 
 1n n

a



بحي  أ   موجب Mإذا وجد عدد حقيقي  ،  (Bounded) محدودنح 

Man    1لكلn،  وفيما سوى ذلك، يقال أ  المتتابعة غير محدودنح(Unbounded). 

  12مثال

 المتتابعتينأ   اثب   (i)  
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(i  بما أ )1   nn 1لكلn ،   فنn
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n. وحينئذ 1

n
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1
عدد  لأي 

Mحقيقي موجب    . أي أ  المتتابعة محدودنح.1
(ii )| ( 1) | 1n ،  ومنه(  1)n M  عدد حقيقي موجب  لأيM   . أي أ  المتتابعة محدودنح.1

 7مبرهنة 

كان    إذا)ا(    1 nna ا محدودنح.متقاربة، فننه متتابعة 

كان    إذا)ب(  1 nna غير محدودنح، فننها متباعدنح. متتابعة 

 4تعريف

المتتابعة  أ  يقال an n


 1 

(i  )متزايدنح (Increasing ) كا    إذاa an n   1 لكل n  1. 

(ii( متناقصة )Decreasing  )كا    إذاa an n   1  لكل n  1. 

 المتتابعة مضطردنح، إذا كان  متزايدنح أو متناقصة. أ  ويقال

 13مثال

 المتتابعة  أ اثب 
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 :الحل

1 نعرف
( ) 1  f x

x
  3 لكلx،   1ومنه فن

( ) 1  f n
n

  3 لكلn نجد المشتقة الأولى .

2

1
( )f x

x
  ،   2  0وبما أ x 3وx ،   فن

2

1
( )  0f x

x
     أي أ .f  متزايدنح. وهذا  دالة

 أ  المتتابعة متزايدنح. يقتضي
 5تعريف
 عداد الحقيقية.مجموعة جزئية من الأ Aلتكن 

بحي  أ   Mإذا وجد عدد حقيقي  (Bounded above)محدودنح من أعلى  A)ا( يقال أ  المجموعة 
x M  لكلx  في A يسمى أي عدد .M (  حد علوي(Upper bound  للمجموعةA . 

بحي  أ   m إذا وجد عدد حقيقي (Bounded below)محدودنح من أسفل  A)ب( يقال أ  المجموعة 
x m  لكلx في A  أي عدد  يسمىm (حد سفليLower bound للمجموعة )A . 

 إذا كان  محدودنح من أعلى ومن أسفل. (Bounded)محدودنح  A)جت( يقال أ  المجموعة 
 8مبرهنة
 طردنح فننها متقاربة.ضالمتتابعة محدودنح وم كان  إذا

   14مثال
 ليكن

2،22، 222، 123  aaa 
 وبشكل عام 

a an n   1 2 
اثب  أ     )ا( 1 nna .متتابعة محدودنح ومتزايدنح 

اثب  أ  المتتابعة  )ب( 1 nna  تقارب من عدد r . 
aاستخدم فرع )ب( م  كو  )جت( an n   1

2 rلإثبات أ   2  2 
 :الحل
anلإثبات أنها محدودنح نلاحظ من  عري  المتتابعة أ   )ا(   الرياضي:قراء ولإثبات ذلك نستخدم الاست 2

nعندما   a1فن   1 2 2  وعندما ،n  a2فن   2 2 2 2   نفر  أنها .
nصحيحة عندما  k 1  ونثب  أنها صحيحة عندماn k  أي نفر  أ .ak   1  . بما أ 2

a ak k  2 1  
aفن       ak k

2
12 4   akلكن    akلذلك   0  2. 

nnnفن  2naنثب  الآ  أ  المتتابعة متزايدنح. بما أ   aaa   إذ  المتتابعة متزايدنح.  21
فن   مبرهنةلل. ووفقا  rمن )ا( وجدنا أ  المتتابعة محدودنح من أعلى، بالتالي فن  لها أصغر حد علوي وليكن  )ب(

 .rالمتتابعة  تقارب من 



2         المبرهنةمن  )جت( 2lim n
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a r
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 لدينا برهنةومن فرع )د( من نفس الم
                           2 2

 1lim n
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aمن العلاقة  an n   1
2  ( لصل على2( وكذلك )1ومن ) 2

2 2
 1 2 2lim limn n
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2أي أ  2 ( 2)( 1) 0r r r r      ، 2 أو  1ومنه فن  rr  وبما أ ،r  . لذلك فن   0
r  2. 

 Infinite Series المتستسلات غير المنتهية
 1تعريف
لتكن  

1na
  متتابعة. يسمى التركيب   4321  naaaaa              )*( 

 متسلسلة غير منتهية )أو متسلسلة(، وباستخدام رمز المجموع نكتب )*( على الصيغة
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أو na 

 الحد النوني أو الحد العام للمتسلسلة. anيسمى حدا للمتسلسلة، كما يسمى  akكل عدد 
 قدم الآ  نوعا ااصا من المتتابعات التي لصل عليها باستخدام حدود المتسلسلة. من المتتابعةن

 ,a,,a,a,a n321 
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المتتابعة  sn n
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  .متتابعة المجاميع الجزئية لتمتستستةى التي حصلنا عليها بهذه الطريقة  سم 

 2تعريف
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(ii)  نعرف متتابعة المجامي  الجزئية للمتسلسلة
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 بأنها المتتابعة ,s,,s,s,s n 321 

  43211 1من التعري ملاحظة :  nn aaaaas  
sومنه s an n n 1. 
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 1
. 

 . nبدلالة  snلحد النونيل ةجبري صيغة أوجد )ب(

 الحل:
s  )ا(  a1 1

1
1 2

1
2

  
.

, s s a2 1 2
1
2

1
2 3

2
3

    
.

, 

     s s a3 2 3
2
3

1
3 4

3
4

    
.

,s s a4 3 4
3
4

1
4 5

4
5

    
.

. 

1بما أ   )ب(
( 1)na

n n



an :زئية لصل على، فننه باستخدام الكسور الج n n

 


1 1
1

 

 وبالتالي فن 

3 2 1
1 1 1 1 1  ،  ،  1 
3 4 2 3 2

a a a     1
1 1 1 1 ، 

1 1n na a
n n n n   

 
 



 ومن هنا نجد أ 
1 1 1 1 1 1 1 1 1(1 ) ( ) ( )  ( ) ( )
2 2 3 3 4 1 1

s
n n n n n
          

 
 

11:اتصار لصل علىلابعد إزالة الأقواس وا
1 1n

ns
n n

  
 

 
صيغة  إيجادوبصفة عامة فننه يتعذر  الطريقة التي ا بعناها في المثال السابق  طبق فقط للحالات الخاصة. ملاحظة:

إذا كا  للمتتابعة  . sn لحد النونيل ةعام ةجبري sn n



 1
نهاية فننها  سمى مجموع المتسلسلة  

1
n

n

a




. 

  4مثال
 . 2اثب  أ  المتسلسلة التالية متقاربة وأ  مجموعها 

  1
1

1 1 1 1 1 11  
2 4 8 16  12 2

n
n n






       


 

 :حلال
  متتابعة المجامي  الجزئية  للمتسلسلة هي إ sn  حي ، 

1 1 1 1 11  
2 4 8 16  12

ns
n

      


 

1

1 1 1
1 1

2 22 2

n
n n n n

s
s s



 
      

 
 

1
2 1

2
n n

s
 

  
 

 

1وبما أ  
0lim

2n
n

   2، فنlim n
n

s


  2. أي أ  المتسلسلة متقاربة ومجموعها . 

  5مثال

 التالية متباعدنح:اثب  أ  المتسلسلة 
1

1 1 1 1 1 11  
2 3 4 5n n n





        

 :الحل
 نعيد كتابة المتسلسلة بتجمي  حدودها كما يلي:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 3 4 5 6 7 8 9 16 17 32

1

1 ( ) ( + + )+( + ) ( + )
n

n





          

لاحظ أ  عدد حدود كل قوس ضع  عدد حدود القوس الذي يسبقه مباشرنح.  بما أ  مجموع حدود كل قوس أكبر 

1من 
2
2                تالية:لصل على المتراجحات ال فنننا ،  12

1 1
1 2( )

2 2
s s    

                        4 22

1 1 1 1 1 1
1 1 3( )

2 3 4 2 2 2
s s         

          8 32

1 1 1 1 1 1 1
1 1 4( )

2 3 8 2 2 2 2
s s           



ثبات أ :إالرياضي، يمكن  الاستقراءوباستخدام 
2

1
(1 )

2
ks k   لكل عدد صحيح موجبk . 

وهذا يقتضي أ :
2

1
(1 )lim lim

2
k

n n

s k
 

  1لكن
(1 )lim

2n

k


   لذلكو 
2

lim k
k

s


    

limأي أ  n
n

s


  ولهذا فالمتتابعة sn .متباعدنح، وبالتالي المتسلسلة متباعدنح 

 .(Harmonic series) بالمتستستة التوافقية سمى هذه المتسلسلة 
  (Geometric series)المتستسلات الهندسية 

 دسية هي المتسلسلة التي  أاذ الصيغةالمتسلسلة الهن   
1 2 1

0 1

n n n

n n

ar ar a ar ar ar
 

 

 

        

aأعداد حقيقية و  rو  aحي  أ    المتوسط الهندسي  arn. )اكتسب  المتسلسلات الهندسية اسمها من كو  0

1متسلسلة هندسية، حي   4(. المتسلسلة في مثالarn1و  arn1للعددين )
1 , 

2
a r  . 

 :التالية برهنةكما سنرى في الم  r قارب المتسلسلات الهندسية يعتمد كليا على ااتيار 
 نظرية المتسلسلات الهندسية( ) 1مبرهنة
aو  ينحقيقي ينعدد rو  aكن يل   . المتسلسلة الهندسية0

 1 2 1

1

n n

n

ar a ar ar ar


 



      

aتقاربة ومجموعها م

r1
0rحي  ، rلكل    rحي  ، r، ومتباعدنح لكل 1  1. 

  6مثال
 مجموعها: أوجد  المتسلسلة التالية متقاربة و أاثب  

1 2 1
1

2 2 2 2
2

33 3 3n n
n



 


      

 :الحل
2 و  1المتسلسلة هندسية حي  

3
1  ra ج أ  المتسلسلة متقاربة ومجموعها نظرية نستنتال، من

2
3

1 1 3
S  


. 

 
 )اختبار لتتباعد( 2مبرهنة

)ا(   إذا كانت المتستستة 
1

n
n

a




  0متقاربة ، فإنlim n
n

a


. 

0limذا كانت إ)ب(  n
n

a


 .أو غير موجو ة ، فإن المتستستة متباعدة 



 النهاية                    الاستنتاج                المتستستة    

3 5
1

n
n

n






        
1

3 5 3
0lim

n

n
n




 
 ااتبار التباعد. 2متباعدنح، وفقا لمبرهنة       

  1
2

1 nn





            
1

2
0lim

nn


   لا نستطي  تحديد  قارب أو  باعد المتسلسلة.            

  1

1
n

n





            
1 0lim
nn


 لا نستطي  تحديد  قارب أو  باعد المتسلسلة.              

 
1

ne
n

n





           
lim

ne

n
n

 
 ااتبار التباعد.2متباعدنح، وفقا لمبرهنة            

 (Combinations of series) تحصيل المتستسلات
 3مبرهنة

)أ( إذا كانت 
1

n
n

a




  و
1

n
n

b




  متستستتي  متقاربتي  مجموعهماT  وR  عت  الترتيب، فإن المتستستة

 
1

n n
n

a b




  متقاربة أيضا، كما أن 

1 1 1

( )n n n n
n n n

a b a b T R
  

  

       

)ب( إذا كانت 
1

n
n

a




  متستستة متقاربة وc حقيقيا ، فإن المتستستة  عد ا
1

n
n

ca




 متقاربة، كما أن 

1 1
n n

n n

ca c a cT
 

 

   

)جت( إذا كانت 
1

n
n

a




  و
1

n
n

b




   كما في )أ( ، فإن 
1

n n
n

a b




 متقاربة وأن 

 
1 1 1

n n n n
n n n

a b a b T R
  

  

       

) ( إذا كانت 
1

n
n

a




 متباعدة و  متستستةc عد ا حقيقيا ، فإن المتستستة
1

n
n

ca




 .متباعدة 

 
  7مثال

اثب  أ  المتسلسلة 
1

4 3

( 1)2n
n n n





 
 

 
 .متقاربة، ثم احسب مجموعها 

 :الحل



من مبرهنة المتسلسلات الهندسية فن 
1

4 4(1 2)
4

1 1 22n
n





 


 

)ب( ومثال  نجد أ  3 من المبرهنة
1 1

3 1
3 3

( 1) ( 1)n nn n n n

 

 

 
 

  

من المبرهنة   )جت( لصل على
1

34( ) 4 3 1
( 1)2n

n n n





   


 

 4مبرهنة
nn 1إذا كانت  a

  1و nn b
  متستستتي  تختت ان قي الحدو  الأول  التي عد هاm  حدا فقط 

a) أي أن  bk k  ل لmk  تستتي  متقاربتان أو أنهما متباعدتان.( فإما أن المتس 
  8مثال

حدد ما إذا كان  المتسلسلة 
1

1

4n n



 
 .متقاربة أو متباعدنح 

 :الحل

المتسلسلة المعطانح هي
1

1 1 1 1 1
0 0 0 0

4 5 6 7 4n n n





         
 

 

وبمقارنتها بالمتسلسلة التوافقية
1

1 1 1 1 1 1 1
1

2 3 4 5 6n n n





         

ة الأولى. من المبرهنة وبما أ  المتسلسلة التوافقية متباعدنح، فن  المتسلسلة نلاحظ أ  المتسلسلتين تختلفا  في الحدود الأربع
 المعطانح متباعدنح.

 5مبرهنة
 فإن المتستستتي  kل ل عد  صحيح موجب 

1 2
1

n n
n

a a a a




       1و 2
1

n k k n
n k

a a a a


 
 

     

   فإنت ونان متقاربتي  معا أو متباعدتي  معا. وأيضا إذا كانت المتستستتان متقاربتي

 1 2
1 1

n k n
n n k

a a a a a
 

  

      

  9مثال

1اثب  أ  المتسلسلة 

(  1)
4

n n
n






 .متقاربة وأوجد مجموعها 

 :الحل
( وذلك بحذف الحدود الثلاث الأولى. بما أ  5يمكن الحصول على المتسلسلة المعطانح من المتسلسلة المتداالة في مثال )

فن  المتسلسلة المعطانح متقاربة ومجموعها  ، 1المتسلسلة المتداالة متقاربة ومجموعها 
1 1 1 1 1

(  1) 2 6 12 4
4

1 ( )=
n n

n






   . 



 6مبرهنة
nn 1إذا كانت المتستستة a

  1متقاربة والمتستستة nn b
  متباعدة فإن المتستستة

1 ( )n nn a b
  .متباعدة 

  10مثال

حدد ما إذا كان  المتسلسلة 
1

1 1
( )
4 4n

n n





 .متقاربة أو متباعدنح 

 :الحل

1إ  المتسلسلة 

1
 
4

n
n


    1متباعدنح كما أ  المتسلسلة

1
 
4

n n


  1هندسية فيها

1
4

r    فهي

 نستنتج أ  المتسلسلة المعطانح متباعدنح. 6متقاربة. من المبرهنة 
nn 1إذا كان  المتسلسلتا   ملاحظة: a

   1و nn b
  متباعد ين ، فن  المتسلسلة

1 ( )n nn a b
    1قد  كو  متقاربة أو غير متقاربة. فمثلا إذ كان

1 1  nn n n
a 

    و
1

1 1  nn n n
b 

    2فن  مجموعهما المتسلسلة
1 n n


   وهي متباعدنح. لكن إذا كان

1 1

1
  nn na

n

 
    1و 1

1
  nn nb

n

 
     0 1فن  مجموعهما المتسلسلةn


  وهي

 متقاربة.
 المتستسلات ذات الحدو  الموجبة ) اختبار الت امل واختبار المقارنة (

Positive Term Series (Integral and Comparison tests) 
 

لمتسلسلات التي كل حد من حدودها عدد ا أي ( Positive series) قتصر دراستنا على المتسلسلات الموجبة 
nn 1أي المتسلسلة   موجب،حقيقي  a

  أ   بحيan   0. 
 7مبرهنة

 وفقط إذا كانت متتابعة المجاميع الجزئية محدو ة م  أعت . إذاالموجبة متقاربة  المتستستة
 ) اختبار الت امل ( 8 مبرهنة
nn 1لت    a

    متستستة موجبة، ولتf   الة متصتة ومتناقصة معرفة عت  ال ترة  1,   بحي 
                      ( ) nf n a  1ل لn                                             

عندئذ ت ون المتستستة 
1

n
n

a




 متقاربة إذا وفقط إذا كان الت امل المعتل
1

 ( )f x dx

 . متقاربا 

 3تعريف

 ، هي المتسلسلة التي من الصيغة p -متسلسلة 



1 1 1 1 1
2 31

p p p pn nn


     


 

 عدد حقيقي. pحي  أ  
 9مبرهنة    

 p  ،1 -متستستة 

1
pnn




 

p)ا( متقاربة ل ل     1 
p)ب( متباعدة ل ل    1 

  11مثال
2أ  المتسلسلة  اثب 

1 
ln  n n n


 متباعدنح . 

 :الحل
 . نعرفالتكاملأ  المتسلسلة موجبة ، لذلك نستخدم ااتبار  بما

1( )
ln

f x
x x

 لكل x  2 

ln و xأ   بما x  و   متصلتا
2

(1 ln )
( ) 0

( ln )

x
f x

x x

 
    متصلة ومتناقصة على الفترنح  الدالة فن

[ )2, 1 وأيضا( )
ln  

f n
n n

 لكل n   استخدام ااتبار التكامل نستطي  ،لذلك 2

2

1 1  lim
ln ln

2

               =  [ln  (ln ) ln  (ln 2)]=   lim

t
dx dx

x x x x
t

x
t



 


 


 

 .متباعدنحالمتسلسلة أ  التكامل المعتل متباعد وبالتالي  أي
 

 (Comparison test المقارنة)اختبار  10مبرهنة
nn 1لت    a

  1و nn b
  متستستتي  موجبتي 

nn 1)أ( إذا كانت  b
  متقاربة وa bn n  ل لn  nn 1، فإن  1 a

  متقاربة كما أن

1 1  n nn na b 
   . 

nn 1)ب( إذا كانت  b
  متباعدة وb an n  ل لn  nn 1، فإن  1 a

 .متباعدة 
  12مثال

 1اثب  أ  المتسلسلة 
1 21

n
n




 .متقاربة 



 :لحلا
1نعلم من نظرية المتسلسلات الهندسية أ  المتسلسلة الهندسية 

1
2nn


  متقاربة. بما أ 

1 1  
2 1 2n n




nلكل      1 

1 1لذلك نستنتج من ااتبار المقارنة أ  المتسلسلة  
2 1nn





 .متقاربة 

  13مثال

 1ااتبر المتسلسلة 
2 11 nn




 . 

 :الحل
1لاحظ أ  1  

2 1 2n n



nلكل     1وبما أ   1

1 n n


  هي متسلسلة- p   حيp  1

2
 ،

1 1لذلك فهي متباعدنح. ومن ثم فن  
2

n
n


    المتسلسلة أيضا متباعدنح. نستنتج من ااتبار المقارنة أ

1 1
2 1

n
n





 .متباعدنح 

  14مثال

ااتبر المتسلسلة 
2

0

3sin
 

!n

n

n





 . 

 :الحل

20نعلم أ  sin 1n    لكلn  وبالتالي فن 0
23sin 3

! !

n

n n
  لكلn  0 

n!2لكن  n  لكلn  ، ولذلك 4
2

2

3sin 3 3

! !

n

n n n
    لكلn  4 

وبما أ  
2

1 1n
n


  متسلسلة- p   حيp  1 1، لذلك فهي متقاربة ، ومنه فن 2 !n n


   وبالتالي

3فالمتسلسلة 
1 2
 n

n


  اتبار المقارنة نستنتج أ  المتسلسلة أيضا متقاربة. من ا

2

0

3sin
 

!n

n

n





 .متقاربة 

  15مثال

ااتبر المتسلسلة 
3

ln
 

12

n n

nn




 . 



 :الحل

33لاحظ أ   1 nn   وlnn n  2لكلn  بالتالي فن ،
3 3 3 2

ln 1

1

n n n n

n n n
 


، وبما أ  

3 2

1 1n
n


  هي متسلسلة- p   حي

2
3p .فهي متقاربة. بالتالي المتسلسلة قيد الدراسة متقاربة 

 (Limit comparison test  المقارنة)اختبار نهاية  11مبرهنة
nn 1 لت   a

 1و nn b
  موجبتي . عندئذ متستستتي 

0lim )أ( إذا كانت 
n

n n

a
L

b

 أو كلاهما متباعدتان. متقاربتانأن المتستستتي  كلاهما  فإما 

0lim )ب( إذا كانت 
n

n n

a

b

 1 المتستستة وكانت nn b
 المتستستة  فإن متقاربة

1 nn a
 متقاربة. 

lim )جت( إذا كانت 
n

n n

a

b

  1 المتستستة وكانت nn b
 المتستستة  فإن متباعدة

1 nn a
 متباعدة. 
 توضيح

an 

4 3

5 2

3 1

n

n n



 
 

 الأصغر  الأس الحدود ذات حذف

4 3

5 5

3 3

n

n n
 

 bn ايار

3

1

n
 

                                              

3 2

9

5 3n n 
 

 
3 2

2

5

7 3 1

n

n n



 
 

13
3

9 9

5 5n n

         

3 2 3 2

2 2 4 3

1

7 7 7

n n

n n n
                  

1 3

1

n
 

4 3

1

n
 

 
  16مثال

تسلسلة   قارب أو  باعد الم ااتبر
3

3

5 2 
2 (3 5 6)1

n

n

n nn




 
 . 

 :الحل

الحدود ذات الأس الأكبر، لصل على باستثناءجمي  الحدود من البسط والمقام   بحذف
3

3

5 5

2 (3 ) 32n n

n

n
 



1 نختار

2n
bn بتطبيق ااتبار نهاية المقارنة لصل على . 

3 3

3 3

5 2 2 5 2 5
  0lim lim lim

1 32 (3 5 6) 3 5 6

n
n

n
n n nn

a n n

b n n n n  

 
    

   
 

1  1 المتسلسلة 1
2n

bnn n
     متقاربة فهينظرية المتسلسلات الهندسية   منمتسلسلة هندسية،  هي 

1)حي  
1

2
r  .ومنه فن  المتسلسلة المعطانح متقاربة .) 

  17مثال

 قارب أو  باعد المتسلسلة  ااتبر
3 2

1 
8 51 n nn




 . 

 :الحل
nn 1المتسلسلة نكو  b

 فعلنا في المثال السابق فنحصل على كما
2 33 2

1 1

28 nn
 

 نختار
2 3

1bn
n

، بتطبيق ااتبار نهاية المقارنة لصل على 

 
2 3 2 3

3 32 2

1 1
    0lim lim lim

1 28 5 8 5

n

n n nn

a n n

b n n n n  

    
 

 

المتسلسلة  لكن 
2 3

1 1n
n


 متسلسلة  هي- p  1 حي

3

2
p فن   ومنهفهي متباعدنح،  لتاليوبا

 المتسلسلة المعطانح متباعدنح.
 Ratio testاختبار النسبة 

 )اختبار النسبة( 12مبرهنة 

nn 1لت     a
  متستستة موجبة ، ولن رض أنan   وأن  nل ل  0

1 lim
an

ann

L



 

0)ا(    إذا كان  1 L 1، فإن المتستستة nn a
 .متقاربة 

L)ب(  إذا كان   lim 1أو  1
an

ann





  .فإن المتستستة متباعدة ، 

L)جت( إذا كان   نستطيع تحديد ما إذا كانت المتستستة  فإن الاختبار ي شل، أي أننا لا 1
 متقاربة ام متباعدة. وفي هذه الحالة لا بد م  استخدام اختبار آخر.

 



 النسبة هو أكثر الااتبارين استخداما . ااتبارإ   ملاحظة:
  18مثال

 5ااتبر  قارب أو  باعد المتسلسلة  
!

1

n

n
n




 . 

 :الحل
 بتطبيق ااتبار النسبة لصل على

1
1 5 ! lim lim

( 1)! 5

5                 0lim
1

n
n

n
n

a n
a n

n n

n
n


  


 

 




 

 المتسلسلة متقاربة. بالتالي
  19مثال

ااتبر  قارب أو  باعد المتسلسلة 
2

5 

1

n

nn




 . 

 :الحل
 بتطبيق ااتبار النسبة لصل على

 

1 2
1

2

2

2

2

2

5 lim lim
( 1) 5

5                 lim
( 1)

5                 = 5lim
2 1

n
n

n
n

a n
a nn n

n

nn

n

n nn


  

 





 

 

15 بما أ  ، .فن  المتسلسلة متباعدنح 
  20مثال

ااتبر  قارب أو  باعد المتسلسلة 
1

!
n

n

n

n





. 

 :الحل
 نطبق ااتبار النسبة لصل على

1

1

( 1)!
   lim lim

!( 1)

n
n

n
n

a n n
a nnn n






 

 
 

                                    
1

( 1)
=lim lim

( 1) ( 1)

n n

n n

n n n

n nn n





  
 



                                 
1

1 1=  =lim
(1 )n

n
e

n 
 

1وبما أ   1
e
.فن  المتسلسلة متقاربة ، 

 Root testاختبار الجذر 
 . nمرفوع للأس  anبصفة ااصة عندما يكو   الااتباريستخدم هذا 

 )اختبار الجذر( 13مبرهنة 
nn 1لت     a

 متستستة موجبة ، ن رض أن 
 lim n a Ln

n



 

0)ا(    إذا كان  1 L  1، فإن nn a
 .متقاربة 

L)ب(  إذا كان   lim أو  1 n an
n

 


 ، فإن المتستستة متباعدة. 

1L)جت( إذا كان   ا إذا كانت المتستستة متقاربة نستطيع تحديد م فإن الاختبار ي شل، أي أننا لا
 أو متباعدة. وفي هذه الحالة لا بد م  استخدام اختبار آخر.

  21لمثا

 ااتبر  باعد أو  قارب المتسلسلة ln
1000

1

n
n

n




 . 

 :الحل
 ، فنحصل على nمرفوع للأس  naنستخدم في هذا المثال ااتبار الجذر، لأ  

 ln ln  lim lim lim
1000 1000

n
n nnn an

n n n
   

  
 

 وبالتالي المتسلسلة متباعدنح.
  22مثال

ااتبر المتسلسلة 
21

n

n

n




 . 

 :الحل
 نستطي   طبيق ااتبار النسبة أو الجذر في هذا المثال. بتطبيق ااتبار الجذر لصل على

1
1  lim lim lim

2 22

n

n

n nn nan
n n n

  
  

 

1بما أ  
2

1 .فن  المتسلسلة متقاربة 
 
 



  23مثال

ة ااتبر المتسلسل
2
!

21
n

n

n




 . 

 :الحل

2في  عريفه  anيتضمن 
2n وبالرغم من ذلك فن  ااتبار النسبة أفضل هنا من ااتبار الجذر. بتطبيق ااتبار النسبة ،

 لصل على

 

2
1

2( 1)

2 1

( 1)! 2 lim lim
!

2

1                 0lim
2

n
n

nn

n

a n

a n
n n

n

n








 

 

 


 

 المتسلسلة متقاربة.بالتالي 

 رب المطتقالمتستسلات المتر  ة والتقا
 ((Alternating series لمتستسلات المتر  ةا

المتسلسلة المترددنح هي المتسلسلة التي  تعاقب حدودها بين الموجب والسالب. أي المتسلسلة التي من 

1الصيغة 1
1 2 3 4

1

 ( 1) ( 1)n n
n n

n

a a a a a a


 



          أو

1 2 3 4
1

 ( 1) ( 1)n n
n n

n

a a a a a a




          حيan  nلكل0  1  . 

 (Alternating series test)اختبار المتستسلات المتر  ة  14مبرهنة  

 المتستستة المتر  ة
1 1

1 2 3 4
1

 ( 1) ( 1)n n
n n

n

a a a a a a


 



         

 متقاربة إذا تحقق الشرطان التاليان:
)ا(   المتتابعة         an n



1
aتناقصية ، أي   an n 1  ل لn  

0lim)ب(         na
n




 

  24مثال

1اثب  أ  المتسلسلة المترددنح 

1

1
 ( 1)n

n n






 .متقاربة 

 :الحل

1نض  
( )na f n

n
  لتطبيق ااتبار المتسلسلات المترددنح علينا إثبات . 



a)ا(           an n 1  لكلn 
0lim)ب(           n

n

a


 

1نستخدم المشتقة للدالة 
( )f x

x
 .

2

1( ) 0f x
x

    

متناقصة ، ومنه فن  المتتابعة   fأي أ  الدالة   1
1

n
n

  متناقصة. لإثبات )ب( نلاحظ أ 
1 0lim

n n

 .ومنه فن  المتسلسلة متقاربة ، 

 25مثال

سلسلة ااتبر المت
2

1

(ln )
 ( 1)n

n

n

n





 . 

 :الحل
 المتسلسلة مترددنح ، نطبق ااتبار المتسلسلة المترددنح.

)ا( نض  
2(ln )

( )n

n
a f n

n
  وباستخدام المشتقة لصل على ، 

2

2 2

2ln (ln ) ln [2 ln ]
( )

x x x x
f x

x x

 
    

لكن 
2

ln
0

x

x
  لكلx  2، كذلك 2 ln 0x   لكلx  ، ومنه فن  المتتابعة 9

 2

9
(ln )

n
n n




 متناقصة 

 )ب( باستخدام قاعدنح لوبيتال مر ين لصل على
2(ln ) 2ln 2

lim lim lim lim 0n
n n n n

n n
a

n n n   
    

 وبالتالي فالمتسلسلة متقاربة.
 التقارب المطتق والتقارب الشرطي

 15مبرهنة

nn 1ستة إذا كانت المتست a
  1متقاربة، فإن المتستستة nn a

 . متقاربة 

  26لمثا

ااتبر المتسلسلة 
3

1

sin 
n

n

n





 . 

 :الحل



1أ   نعلم sin 1n   أ    وبماn3 0   لكل  n  تسلسلة نلاحظ أنها عدد قليل من حدود الم بحساب و
هذه المتسلسلة نختبر  موجبة ولا مترددنح. لذلك لا يمكن  طبيق أيا من الااتبارات السابقة مباشرنح. ولااتبار ليس 

3المتسلسلة 
sin 1

n
n n

.   3بما أ 3

1sin n
n n

 ، 1 كذلك بما أ  المتسلسلة nn
3

1


  

pحي      p-متسلسلة لأنها  متقاربة  3المتسلسلة  نجد أ   فمن ااتبار المقارنة، ، 3
sin 1

n
n n

  

 فن  المتسلسلة المعطانح متقاربة.  المبرهنةومن  متقاربة،
 )التقارب المطتق والتقارب الشرطي( 4تعريف
nn 1لتكن  a

  بةمتسلسلة متقار. 
nn 1)ا( يقال أ  المتسلسلة  a

  أو متقاربة مطلقا ( متقاربة  قاربا مطلقاConverges absolutely  ،)
1 إذا كان  المتسلسلة  nan


 .متقاربة 
nn 1)ب( يقال أ  المتسلسلة  a

 شرطيا  متقاربة  قاربا شرطيا ) أو متقاربةConverges 

conditionally  1(، إذا كان  المتسلسلة nn a
 .متباعدنح 

  27مثال
 حدد ما إذا كان  المتسلسلة التالية متقاربة مطلقا أو متقاربة شرطيا أو متباعدنح

2 1

2

3 ( 1)

1

n

n

n

nn





 

 :الحل
 بتطبيق ااتبار الجذر لصل على

2 1

2

2 1

2

3
( 1)lim lim

3 (3 )
                0 1lim

n
nn n

n n
n n

n

n

a
n

n



 



 

  

 

 من  عميم ااتبار الجذر نستنتج أ  المتسلسلة المعطانح متقاربة مطلقا.
  28مثال

       اثب  أ  المتسلسلة
2 3 4

1 2 3 4

n

n

x x x xx
n





      

x،  حي  xمتقاربة مطلقا لكل   xومتقاربة شرطيا عندما  1  1  ومتباعدنح عندماx  ،  xولكل  1
xحي    1 . 

 



 :الحل
xإذا كا    xفن  المتسلسلة متقاربة مطلقا. لنفر  أ   0   ، نطبق ااتبار النسبة المعمم لصل على0

11
lim lim

1

1                lim

n n

n

a nn x n
a n nxn

nx x
n

 



  


 

 

x،  حي   xلذلك فالمتسلسلة متقاربة مطلقا لكل   x،  حي   xومتباعدنح لكل  1  . بقي ااتبار  1
xالمتسلسلة عند    1 .نناقش الحالتين كل على انفراد . 

x. عند 1  1n 1لصل على المتسلسلة التوافقية   1 n

 .وهي متباعدنح 

x. عند 2  1  1لصل على المتسلسلة المترددنح ( 1)1
n

n n
  .وهي متقاربة شرطيا 

Theorem Polynomial Approximation and Taylor    تايتورتقريب ب ثيرات الحدو  ونظرية ال 

 الصيغةب nنعرف كثيرنح الحدود من الدرجة )على الأكثر(       
(1) (2) ( )( ) ( ) ( )2( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1! 2! !

nf c f c f c nP x f c x c x c x cn n
         )*( 

ما نفس له  f و nPأ   ظحلاي. و  cوار العدد بج  fدالة لل nثيرنح حدود  ايلور من الدرجة ك  x(Pn(مى  س
 . cند ع nالقيمة وكذلك المشتقات من الر بة الأولى إلى الر بة 

 صل على حالة ااصة لكثيرنح حدود  ايلور :ل )*( في 0cض  و ب

        
(1) (2) ( )(0) (0) (0)2( ) (0)  
1! 2! !

nf f f nP x f x x xn n
                  (**) 

 . كثيرة حدو  ماكتوري سمى و 
  1المث
)لدالة ل nوجد كثيرنح حدود ماكلورين من الدرجة ت أ ) xf x e  كذلك . و)(Pn P)( احسب ثم 1 15. 
 حل:ال
)نتمكن من استخدام صيغة  كي )P xn  سب ل ( ) (0)kfي عدد صحيح غير سالب لأk .  لكن لكل وk 
)  فن ) ( )k xf x e ،   ومنه فن( ) 0(0) 1kf e  ،  وبالتالي 

2 3

( ) 1  
2! 3! !

nx x xP x xn n
     

1تيجة لذلك نجد أ كن 1 1(1) 1 1  
2! 3! !

Pn n
     

5صل علىل 5nندما وع
1631 1 1 1(1) 1 1 + 2.71667

2! 3! 4! 5! 60
P        



)لهدف من إيجاد ا ا أ بم )P xn و الحصول على قيمة  قريبية للدالة هf x( لينا التأكد إلى أي ع ن ف ،(
P)(مدى  عتبر  f(1)قريبا للقيمة   15 e 718282علم أ  . ن.e  حيحة لستة منازل عشرية( وحي  )ص

(1)5أ   2.71667P ، 5ن  ف (1)P   قريب للعددe  001610طأ مقداره بخ. . 
 2المث
)لدالة ل nوجد كثيرنح حدود ماكلورين من الدرجة ت أ ) ln(1 )f x x  6 احسب . ثم (1)P. 
 :حلال
 على النحو التالي: xf)(وم أولا بحساب مشتقات الدالة قن

                      

(1) (1)

(2) (2)

2

2
(3) (3)

3

3
(4)

4

    ( ) ln(1 )                    (0) 0

1
( )                       (0) 1

1

1
( )                 (0) 1

(1 )

( 1) 2!
( )                 (0) 2!

(1 )

( 1) 3!
( )      

(1 )

f x x f

f x f
x

f x f
x

f x f
x

f x
x

  

 



  




 








(4)          (0) (3!)f  

 

1kشكل عام ، لكل وب  ن  ف 

 
1

( ) ( ) 1( 1) ( 1)!
( )               (0) ( 1) ( 1)!

(1 )

k
k k k

k

k
f x f k

x


 

   


 

 أالتالي نجد وب
12 3 4 ( 1)

( ) 1  
2 3 4

n nxx x xP xn n


      

6تنتج من ذلك أ ونس
371 1 1 1 1(1) 1 0.616667

2 3 4 5 6 60
P         

)توقتتتتت  أ   كتتتتتو  ن )nP x   قريبتتتتتا للدالتتتتتة( )f x (1)ا أ  . بمتتتتت ln(2)f    0ستتتتتاوي 693147. 
6لت ستة منازل عشرية( وبمتا أ  حيحة )ص (1) 0.616667P ، 6ن  فت (1)P   قريتب للعتددln2 طتأ مقتداره بخ

076480. . 
   3المث

1لدالة ل nن من الدرجة ت ريوجد كثيرنح حدود ماكلو أ
( )

1
f x

x



 .nP(2) احسب . ثم 

 :حلال
 يه fتقات الدالة  شم



(1) (1)

2

(2) (2)

3

(3) (3)

4

1
( )                             (0) 1

1

1
( )                   (0) 1

(1 )

2!
( )                   (0) 2!

(1 )

3!
( )                   (0) 3!

(1 )

f x f
x

f x f
x

f x f
x

f x f
x

 


 


 


 


 

kشكل عام ، لكل وب 1 ن ف 

 ( ) ( )

1

!
( )               (0) !

(1 )

k k

k

k
f x f k

x 
 


 

2أ  التالي نجد وب 3( ) 1  n
nP x x x x x      

2لى وجه الخصوص فن وع 3(2) 1 2 2 2  2n
nP      . 

)ن  كثيرنح الحدوداتحديد ما إذا كل )nP x   قريبا لدالةf  تها من ر ب عليا موجودنح عند تقامشc ، عرف ما يسمى ن
 لصيغةبا  fلدالة  ل nRباقي تايتور 
 1ريفتع

(1) (2) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )2          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  
1! 2! !

n

R x f x P xn n

f c f c f c nf x f c x c x c x c
n

 

 
         

 

 

)قيمة  إ  )nR x  د مدى صحة اعتبار ديساعدنا على تح( )nP x  تقريب للدالة ك( )f x، لما صغر فك
( )nR x  لما أصبح  ك( )nP x ريبة من ق( )f x . 
)تعميم لنظرية القيمة الوسطى بوسيلة  لإيجاد كالتالية التي يمكن اعتبارها   برهنةودنا الم ز  )nR x  بالتالي بمدى صحة و

)استبدال  )f x كثيرنح حدود  ايلور ب. 
 1مبرهنة 
ذا كانت إو  ، [a,b]تصتة عت  ال ترة المغتقة م nجميع مشتقاتها م  الرتبة و   fالة بحي  أن    fذا كانت إ

)()1( xf n وجو ة لجميع مx ترة الم توحة ل ي اف(a,b)، إنه يوجد عد  فzx ي ال ترة الم توحة ف
(a,b) حي  إنب 

  
(1) (2)( ) ( ) 2

1! 2!

( 1)( ) ( )( ) 1

! ( 1)!

( ) ( ) ( ) ( )

                 ( ) ( )

f c f c

nn f zf c n nx

n n

f x f c x c x c

x c x c






     

   

                        (1) 

                                     
( 1) ( ) 1

( 1)!
( ) ( )

nf z nx
n n

R x x c





                         (2) 



 Lagrange Remainder)ة لاجرانج لتباقي يغ( بص2( بصيغة تايتور والمعا لة )1رف المعا لة )عت

Formula) . 
cض  و ب   صل على حالة ااصة لصيغة  ايلور :( ل2 )في 0

(1) (2)
2

( 1)( )
1

(0) (0)
( ) (0) ( )

1! 2!

( )(0)
                                                         

! 1!

nn
n nx

f f
f x f x x

f zf
x x

n n




   

 


 

 .صيغة ماكتوري  سمى و  ، x و 0ق  بين ي zx  حي
 Power Series                متستسلات القوى

 2ريفتع
 تغيرا.  سمى المتسلسلة من الصيغةم x كنلي

2
0 1 2

0

n n
n n

n

a x a a x a x a x




      

 .nدد حقيقي لكل ع anي  .ح xسلسلة قوى في مت
  4المث

ب  أ  متسلسلة القوى ثا
0

! n

n

n x




 تقاربة فقط عندما مx  0. 

 :حلال
xا كا  ذإ   ا ف ،0

1
1 ( 1)!

lim lim
!

                ( 1) ( 1)lim lim

n
n

n
n nn

n n

u n x

u n x

n x x n




 

 




     

 

xلنسبة فا  المتسلسلة متباعدنح لكل ار بالتالي ومن ااتبا  0. 
 5المث

ب  أ  متسلسلة القوى اث
0 !

n

n

x

n





 تقاربة لكل عدد حقيقي مx. 

 :حلال
xا كا  ذإ   ا ف ،0



1
1 !

lim lim
( 1)!

1
                0lim lim

1 1

n
n

n
n nn

n n

u x n

u n x

x
x

n n




 

 

 


  
 

 

 .xن ااتبار النسبة فن  المتسلسلة متقاربة لكل عدد مو  ليالتابو 
  6المث

1لتي  كو  عندها متسلسلة القوى ا xد قيم دح

1

2
( 1)

3

n n
n

n
n

x

n






 تقاربة.م 

 :حلال
xا كا  ذإ   ن ف ،0

1 1
1

1

2 3
lim lim

( 1)3 2

2 2 2
                lim lim

3 ( 1) 3 1 3

n n n
n

n n n
n nn

n n

u x n

u n x

n n
x x x

n n

 



 

 

 


  
 

 

2لتالي من ااتبار النسبة فن  المتسلسلة  كو  متقاربة مطلقا عندما با

3
1x ،   أو ما يكافئ ذلك عندما  كو

x 
3

2
2و  كما  كو  المتسلسلة متباعدنح عندما  ك. 

3
1x ، يكافئ ذلك عندما  كو   ام وأx 

3

2
 .

2عندما  كو  و 

3
1x  ي عندما  كو  )أx  

3

2
ا  ااتبار النسبة يفشل. لذلك لا بد من ااتبار ( ف

 المتسلسلة عند ها ين القيمتين بطريقة أاري.

xدما نع 
3

2
1  صل على المتسلسلةل  1

1 1

2 3 1
( 1) ( 1)

3 2

n n
n n

n n
n n nn

 
 

 

    

   المتسلسلة متقاربة.فن

xدما نع  
3

2
1صل على المتسلسلةل 

1 1

2 3 1
( 1)

23

nn
n

n
n n nn

 


 

 
    

 
  

 تسلسلة متباعدنح لأنها المتسلسلة التوافقية.الموهذه 

التالي المتسلسلة المعطانح متقاربة لكل بو 
2

3

2

3
 x ، ومتباعدنح لكل x 

3

2
xأو    

3

2
. 

 
 
 



 2مبرهنة
0( إذا كانت المتستستة )ا

n
nn a x

 0تقاربة لعد  حقيقي مd إنها متقاربة مطتقا ل ل ف
x d   . 

0( إذا كانت المتستستة )ب
n

nn a x
 0تباعدة لعد  حقيقي مd ة  داعتبا مإنهف

dx  ل ل . 
 3مبرهنة 

0   لت
n

nn a x
 تستستة قوى . عندئذ فإن واحدا فقط م  الشروط التالية يتحقق:م 

0متستستة ال. ا
n

nn a x
 تقاربة فقط عند مx  0. 

0لمتستستة ا .ب
n

nn a x
 ل تقاربة ل مx. 

rوجد عد  ي .جت  0حي  أن المتستستة ب 0
n

nn a x
 تقاربة ل ل مx  حي ،x r   

x، حي  xمتباعدة ل ل و  r. 
0 ب المتستستةر قات ف قطرنصن النظرية ( مجت )في rسمى العدد ي ملاحظة:

n
nn a x

ذا حقق  . إ

0
n

nn a x
 نننا نض   ( فارع )فr  rنننا نض  ( فبإذا حقق  فرع )و  ،0 ذ  لكل متسلسلة قوى . إ

التي عندها و  xموعة قيم سمى مج.  هو على العموم عدد حقيقي غير سالب أو يساوي و  ، rنص  قطر  قارب 

0
n

nn a x
 0 رة تقارب المتستستةفتتقاربة م

n
nn a x

نستنتج أ  فترنح  قارب ( جت)-(ان الشروط ). م
 المتسلسلة  أاذ واحدا وواحدا فقط من الأشكال التالية:

            ,,r,r,r,r,r,r,r,r,,                00 
  7مثال

د فترنح  قارب المتسلسلة حد
1

n

n

x

n





 . 

 :حلال
xض  بو   1  1نجد أ  المتسلسلة هي 1 2

1( 1)n
n

n


  ،  .وهي متقاربة من ااتبار المتسلسلة المترددنح

1صبح المتسلسلة   x = 1عندما  1 2

1
n

n


  هي متباعدنح لأنها متسلسلة و- p ي  حp  1

2
ا أ  . بم 

xدما المتسلسلة متقاربة عن  1  متباعدنح عندما وx 1، ن  النظرية  ضمن أ  نص  قطر التقارب فr 1 

]التالي فترنح التقاربوب ) 11,. 
 
 



 3عريفت
xتغيرا . نعرف متسلسلة القوى في م xددا حقيقيا و ع cكن لي c ، التي من الصيغة لةلستسبأنها الم 

0 ( )n
nn a x c

  
na، ,,,n  أ  المعاملات حي 210 عداد حقيقية .أ 

 
 8المث

جد فترنح  قارب المتسلسلة و أ 


1

1 )5()1(
n

n

n

n x. 

 :حلال
xدما نع   صل على ل 5

1( 5)

1 1( 5)
lim lim ( 5) 5

nx n n

n n nn nx
x x



  
     

xالنسبة المعمم ، المتسلسلة متقاربة عندما  كو  ااتبار  من  5 x ، حي xمتباعدنح لكل و  1  5 1 .
xحي   ، xمتباعدنح لكل و  (4,6) الفترنح في xي أنها متقاربة لكل أ  x أو 4  تبر النهايتين كل على . نخ6

xانفراد. عندما   1صل على المتسلسلة ل 4
1

n n
  هي متباعدنح، وعندما وx  صل على المتسلسلة ل 6

 
1

1)1(n n

n  هي متقاربة. اذ  فترنح التقارب هي و( ]4 rكما أ  نص  قطر التقارب  ,6 1. 

 Power Series Representations of Functions  تمثيل الدوال بمتستسلات القوى
0تحدد متسلسلة القوى  

n
nn a x

 دالة  f   نطاقها فترنح  قارب المتسلسلة . لكلx   في فترنح  قارب
)المتسلسلة نعرف الدالة  )f x 2أنها ب

0 1 2( ) n
nf x a a x a x a x         

0ويقال في هذه الحالة أ  متسلسلة القوى 
n

nn a x
 تمثل الدالة f    أو أ  الدالة ،f  مثل  بمتسلسلة القوى

0
n

nn a x
. 

  1مثال

2أوجد الدالة الممثلة بمتسلسلة القوى :  3

0

1n n

n

x x x x x




        

 :الحل
xإذا كان   1 فمن نظرية  المتسلسلة الهندسية المعطانح متقاربة ومجموعها ، 

xr

a
S







1

1

1
 

2وبالتالي  3

0

1
1

1

n n

n

x x x x x
x





       


                              (1) 



أي أ  المتسلسلة 
1

n

n

x




 1تمثل الدالة
( )

1
f x

x



)في الفترنح   )11,   

  بدلا من x( للحصول على متسلسلات قوى يمكن تحديد مجموعها. بوض  1كن استخدام متسلسلة القوى في )يم
x  ( لصل على1في ) 

 2 3

0

1
  1,  1 ( 1) ( 1)

1

n n n n

n

x x x x x x
x





          


   (2) 

 ( لصل على1في ) xبدلا من 2xبوض  
2 4 6 2 2

2
0

1
<1 ,  1

1

n n

n

x x x x x x
x





       


                 (3) 

 ، ينتج  xعوضا عن  2xإذا وضعنا 
2 4 6 2 2

2
0

1
<1 ,  1 ( 1) ( 1)

1

n n n n

n

x x x x x x
x





         


           (4) 

  2مثال

5أوجد متسلسلة القوى التي تمثل الدالة 
( )

3 7
f x

x
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 :الحل

)نكتب  )f x   : 5على الصيغة 5 1
( )

3 7 3 1 (7 3)
f x

x x

 
   

  
 

)نض   3)7 x   بدلا منx  ( لصل على1في ) 

         
0

5 5 1 5
( ) (7 3)

3 7 3 1 (7 3) 3

n

n

f x x
x x





 
   

  
  ،3 7x . 

 )نظرية الاشتقاق لمتستسلات القوى( 1مبرهنة 
لت   


0n

n
nxa  0متستستة قوى ذات نصف قطر تقاربr   0. ولت( ) n

nf x a xn

 

 في فترة تقارب المتستستة . فإن xل ل
1

0 0 1

( )n n n
n n n

n n n

d d
a x a x na x

dx dx

  


  

 
  

 
    

xل ل  r  1. وأكثر م  ذلك فإن المتستستة
1

n
nn na x 

 رب المتستستة لها ن س نصف قطر تقا

0
n

nn a x
 . 

  3مثال

اثب  أ                               
0 0! !n n

n nd x x

dx n n

 

 

 
  
 
 

                                           



 :الحل

نعلم أ  المتسلسلة 
0

 
!n

nx

n





 متقاربة لكلx  من نظرية الاشتقاق فن  المتسلسلة .
1

1
 

!n

nnx

n







 متقاربة لكل

x  وأ 

 
1 1

0 1 1 0! ! ( 1)! !

n n n n

n n n n

d x nx x x

dx n n n n

    

   

 
      

    

بأنها   fنعرف 
0

( )
!

n

n

x
f x

n





   لكلx   وبما أ
0

0
(0) 1

!

n

n

f
n





   نستنتج أ .( ) xf x e 

  . ومنه xلكل 

            
2

1
2! !

nx x xe x
n

                                          )*( 

 كمتسلسلة قوى ، كما نوهنا في بداية هذا الفصل.  exوهذا يعني أننا أوجدنا صيغة للدالة 
كمجموع لمتسلسلة قوى متقاربة ذات حدود موجبة. أي   eلاحظ أ  )*( تمكننا من التعبير عن العدد 

:1 1 11 1
2! 3! !

e
n

        

 أيضا يمكننا استخدام )*( للحصول على تمثيل لبعض الدوال بمتسلسلات قوى ، نورد بعضا منها

0 n=0

( )
( 1)

! !

n n
x n

n

x x
e

n n

 





    

2 22

0 0
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n n
x n
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x x
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xx و  بجم  الحدود المتناظرنح للمتسلسلتين  ee  لصل على 

  

!2
2

!4
2

!2
22

242

n

xxx
ee

n
xx 

1ثل الدالة ومنه لصل على متسلسلة قوى تم
cosh ( )

2

x xx e e أي ، 

 
2 4 2 2

n=0

cosh 1
2! 4! 2 ! (2 )!

n nx x x x
x

n n



        

sinhأيضا نستطي  أ  نجد متسلسلة قوى تمثل الدالة  x  1إما باستخدام الصيغة
( )

2

x xe e أو باشتقاق ،

coshحدود متسلسلة  x .أ  فنجد: 
2 1

0

sinh
(2 1)!

n

n

x
x

n
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  4مثال
fسلة القوى التي تمثل الدالة أوجد متسل x xe x( )  2. 



 :الحل

2في )*( لصل على:   xبدلا من  x2نض  

n=0

( 2)
!

n
x n x

e
n


   

لصل على : xبضرب الطرفين بت 
1

2

n=0

( 2)
!

n
x n x

xe
n


   

 
 وى()الت امل لمتستسلات الق 2مبرهنة 

0لت    
n

nn a x
  متستستة قوى بنصف قطر تقاربr   . ولت  0

0( ) n
nnf x a x

 
 في فترة تقارب المتستستة. فإن xل ل 

  1
0 0

00 0

( )
1

x x
n n nn

n nn n

a
a t dt a t dt x

n


 

  


    

ل ل   r x r 0. وأكثر م  ذلك فإن المتستستة
1

nn
n

a
x

n





  لها ن س نصف قطر تقارب

0المتستستة 
n

nn a x
. 

 
  عتبر هذه النظرية أدانح قيمة لأنها تمكننا من تمثيل العديد من الدوال بمتسلسلات قوى.

 5مثال
 اثب  أ 

3 5 7
1 2 1 2 1

0

( 1) ( 1)
tan

3 5 7 2 1 2 1
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x x x
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لكل   1 1x. 
 :الحل

           نعلم أ                         
0

1
( 1)
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n n

n

t
t





 


                                         

tإذا كان   1   فنt 2 1 وبالتالي يمكننا التعويض بت .t  لصل على  tبدلا من  2
2

2
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1
( 1)
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  لكلt 1. 

 كامل للمتسلسلات فن من نظرية الت

 1 2 2 1

2
0 00 0

1 ( 1)
tan ( ( 1) ) 

2 11

nx x
n n n

n n

x dt t dt x
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    لكلx 1. 



xيمكن إثبات أ  هذه المتسلسلة متقاربة أيضا عندما   1 . 
xبوض   1  لصل على الصيغة التالية لقيمة 4 

1 1 1 1
tan 1 1

4 3 5 7
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  6مثال

 اثب  أ  

   2 3 4
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1 ( 1)
ln (1 )

2 3 4 1 1
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x، حي   xلكل  1. 
  :الحل

xإذا كان   1  فن 

00 0

1

0 00

1
ln (1 ) [ ( 1) ] 

1

( 1)
             ( 1)

1

x x
n n
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nx
n n n

n n
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x، حي   xلكل  1. 
 

  7مثال
 دالة معرفة gلتكن 

1
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1, 0
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0أوجد متسلسلة القوى  
n

nn a x
 التي تمثل الدالة 

x
dttg

0

 )( . 

  :الحل

نعلم أ  
2

1
2! !

nt t te t
n

       فن
11

1
2! !

nte t t
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)gوبما أ   0tعند  1بما أ  متسلسلة القوى هذه لها القيمة  )0 1  فن 
1

( ) 1
2! !

nt tg t
n



      
 . بتطبيق نظرية التكامل للمتسلسلات، ينتجtلكل 
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!
1 n=10 0
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gوبالتالي فن  متسلسلة القوى التي تمثل الدالة  t dt
x

( ) 

0

  هيa xn
n

n


 a، حي  0
n n

n 
1

( !)
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 Taylor Series متستستة تايتور

 بينا أ لقد 

                               
0 !

n
x x
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        لكلx                                       (1) 

                     1

0

( 1)
ln (1 )

1

n
nx x
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   لكل  1 1x                      (2) 

                   1 2 1

0

( 1)
tan

2 1

n
nx x
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    لكل  1 1x                         (3) 

فترنح مفتوحة  Iدالة، و  fفي الحالات الثلاث، نقول أ  لدينا متسلسلة قوى تمثل الدالة المعطانح. بشكل أعم إذا كان  
)0، وكان  0تحتوي  ) n

nnf x a x
  لكلx في I 

 1مبرهنة
0لت   

n
nn a x

  متستستة قوى بنصف قطر تقاربr   . ولت  0
                               0 ( ) n

nnf x a x
                                            (1                                                              )               

ل ل    r x r فإن .f  لها مشتقات م  جميع الرتب عت  ال ترة( )r r,و ، 
                                      ( ) (0) !n

nf n a                                           (2  ) 
nل ل    . ونتيجة لذلك0
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(0)
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n
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f
f x x
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                                          (3) 

 2مبرهنة 
0لت    ( )n

nn a x c
   متستستة قوى بنصف قطر تقاربr   . ولت  0
                          0 ( ) ( )n

nnf x a x c
                                           (4) 

cل ل  r x c r    فإن .f  لها مشتقات م  جميع الرتب عت  ال ترة( , )c r c r و ، 
                                         ( ) ( ) !n

nf c n a                                         (5) 
nل ل    . ونتيجة لذلك0
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f x x c
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                                          (6) 

 :1تعريف
 هي متسلسلة القوى cعند   f. فن  متسلسلة  ايلور للدالة cدالة لها مشتقات من جمي  الر ب عند  fإذا كان  

( )

0

( )
( ) ( )

!

n
n

n

f c
f x x c
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0cلاحظ أنه عندما   كحالة ااصة لمتسلسلة  ايلورمتستستة ماكتوري   لصل على.  
 

  1مثال
 دالة معرفة كما يلي fلتكن 

21
;  0
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0         ;  0

x
e x

f x
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xولكنها تمثل الدالة فقط عند  x، واثب  أنها متقاربة لجمي  قيم fأوجد متسلسلة ماكلورين للدالة   0. 
 :الحل

 تخدم  عري  المشتقةلإيجاد المشتقة نس
2 11

20 0 1

0
(0) lim lim

0

x
x

x x x

e
f

x e



 


  


 

fاستخدام قاعدنح لوبيتال، ينتج أ   ' ( )0 0 بالطريقة نفسها، أي باستخدام  عري  المشتقة وقاعدنح لوبيتال .
)لصل على أ  جمي  المشتقات  ساوي صفرا. أي  ) (0) 0nf   لكلn وبالتالي فن  متسلسلة ماكلورين للدالة .

0هي   0 0 0 0       وهذه المتسلسلة متقاربة للصفر لكلx  ؛ ولكن، إذا كاx  ، فن  0
21)( xexf   0و

21  xe. 
 النظرية التالية  عطينا الشرط الضروري والكافي لوجود متسلسلة  ايلور تمثل الدالة.

 )تايتور( 3مبرهنة 
)ومشتقاتها م  جميع الرتب موجو ة عت  فترة م توحة  fحي  أن  الة ب fلت    )c r c r , .
 تمثل بمتستستة تايتور fفإن 
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f c
f x x c
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xبحي  أن  xل ل  c r  إذا وفقط إذا كان 
( 1)
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lim ( ) lim ( ) 0
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f z
R x x c
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 . xو  cتقع بي   zxحي  



  2مثال

 اثب  أ 
2
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x

n

x x x
e x

n n n





         لكلx . 

 الحل:
)إذا كان   ) xf x e   فن( ) ( )n xf x e  لكلx وبالتالي ،( ) (0) 1nf   لكلn( فن  3. لذلك ومن )

متسلسلة ماكلورين هي                        
2

1
2! !

nx x xe x
n

                                      

lim. أي يجب إثبات أ  xلكل  exنثب  الآ  أ  هذه المتسلسلة  تقارب من  ( ) 0R xn
n




. هناك xلكل  

0xثلاث حالات:    وx  xو  0  0. 
xإذا كا    0، فن  0 z xx وبالتالي ،e ezx x. 

لذلك    
1
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xz ne xn xx e
n n


 

 
                           

ينتج أ  
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lim 0
( 1)!
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، وبالتالي
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نظرية الحصر، ينتج أ الال  من 
1

lim ( ) lim 0
( 1)!

x

nxz
R x en
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xإذا كا    x، فن  0 zx  0، وبالتالي 0 1 ezxنتيجة لذلك . 

  
1

10
( 1)! ( 1)!

xz ne xnR x xn
n n


  

 
 

وبما أ  
1

lim 0
( 1)!

n

n

x
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lim، نستنتج أ   ( ) 0n

n
R x


. 

xأايرا إذا كا     ex تقارب من الدالة  المتسلسلة. أي أ  e0، وهو 1، فن  المتسلسلة لها المجموع 0
xلكل   . 
  3مثال

3اثب  أ  5 7 2 1

3! 5! 7!
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( 1)
sin

(2 1)!

n
nx x x
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x x x
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  لكلx . 

 الحل:
)لتكن   ) sinf x x  فن  مشتقاتf :تكرر في مجموعات رباعية  



(1) (1)

(2) (2)

(3) (3)

( )    sin                              (0) 0

( ) cos                         (0) 1

( ) sin                      (0) 0

( ) cos                      (0) 1

f x x f

f x x f

f x x f

f x x f

 

 

  

   

 

(4) (4)

(5) (5)

(6) (6)

(7) (7)

(8)

( ) sin                         (0) 0

( ) cos                         (0) 1

( ) sin                       (0) 0

( ) cos                       (0) 1

( ) sin          

f x x f

f x x f

f x x f

f x x f

f x x

 

 

  

   

 (8)                 (0) 0f 

 

sin وهكذا،  تضمن المشتقات الزوجية دالة x  بينما  تضمن المشتقات الفردية دالةcos x بالتحديد لكل عدد .
k        ،2صحيح غير سالب  ( ) ( 1) sink kf x x   2و 1( ) ( 1) cosk kf x x                              

2وبالتالي (0) 0kf   2و 1(0) ( 1)k kf    

2وبما أ   (0) 0kf  فن  جمي  معاملات قوى ،x  الزوجية في متسلسلة ماكلورين للدالةsin x  .ساوي صفرا 
sin لدالةلذلك لذف القوى الزوجية ونكتب متسلسلة  ايلور ل x  :كما يلي 

3 5 7
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sinولإثبات أ  متسلسلة ماكلورين  تقارب من  x  لكلx  نثب  أ ،lim ( ) 0n
n

R x


  لكلx  نستنتج أ .
2 1( ) 1n

xf z  بغض النظر عن العدد الصحيح ،n  أو الأعدادx وzx  ، 
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limبالتالي و  ( ) 0n
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  لكلx فن  متسلسلة ماكلورين لدالة   المبرهنة. من

sin  تقارب من sin x  لكلx. أ  إثباتنفس أسلوب يمكن ب 
2 4 6 2
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       لكلx . 

  4مثال
sinوجد متسلسلة  ايلور للدالة أ x  عند sin. ثم اثب  أنها  تقارب من 6 x  لكلx. 

 الحل:
)لتكن  ) sinf x x هنا نرغب كتابة .( )f x   حي  3المبرهنة كما في ،c    هي: f. مشتقات 6



1
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sinشكل غير منته. وبالتالي فن  متسلسلة  ايلور لدالة هذا النمط يتكرر رباعيا وب x :هي 
2 33 31
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( 6) ( 6) ( 6) ...

2
x x x          

 المتسلسلة هو: هلهذ unالحد النوني 
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sinلإثبات أ  هذه المتسلسلة  تقارب من  x  لكلx   نثب  أ ،lim ( ) 0n
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  لكلx فن  متسلسلة  ايلور  المبرهنة. من

sin تقارب من  sinلدالة  x  لكلx. 

لها متسلسلة ماكلورين       fفن  الدالة  المبرهنةمن 
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ln. بما أ  0وبالتالي معرفة على فترنح مفتوحة تحتوي  0شريطة أ   كو  مشتقاتها موجودنح عند  x  غير معرفة على
ln، فن  0فترنح مفتوحة تحتوي  x المعادلةلا يوجد لها متسلسلة ماكلورين على الصيغة المعطانح ب  . 
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   لكل  1 1x                        

0إذا كا   2 x  فن ،   1 1 1x لذلك  نجد أ ، 
1

0

( 1)
ln ln (1 ( 1)) ( 1)

1

n
nx x x

n




    


 0لكل 2 x. 

lnوبذلك نكو  قد أوجدنا متسلسلة  ايلور للدالة  x  1(كقوى في( x. 
  5مثال
 .cعند  exوجد متسلسلة  ايلور للدالة أ
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  6مثال
lnوجد متسلسلة  ايلور للدالة أ x  عندc (c  0.) 
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1:  أ  سابقا أثبتنالقد 
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1:  اليوبالت
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lnوهذه المتسلسلة تمثل  x  0لكل 2 x c. 
 متسلسلة ماكلورين فترنح التقارب
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