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الرياضيات قسم – العلوم كلية – سعود الملك جامعة – المهدي علي السيد عماد. د: إعداد  

 الأولالفصل 

 مقدمة في البرمجة الخطية

 

Introduction to linear programming 

 

 Linear function: الدالة الخطية(: 1-1تعريف )

1أٌ انذانخ  َقٕل 2 Nz(x , x ,........., x 1في انًزغيشاد  ( 2 Nx , x ,......, x 

1 إرا ٔفقظ رحقق 2 N 1 1 2 2 N Nz(x , x ,........., x ) c x c x ......... c x    

1حيث  2 Nc ,c ,.........,c ثٕاثذ . 

1فًثلاً  2 1 2z(x , x ) 2x 3x    1ركٌٕ دانخ خطيخ في 2x , x  

2ٔنكٍ  

1 2 1 2z(x , x ) x x  1في  خطيخ دانخ نيسذ 2x , x دالة من الدرجة الثالثة ٔنكُٓب. 

   Linear inequality المتباينة الخطية )المتراجحة الخطية(  (:2-1تعريف )

1لتكن  2 Nz(x , x ,........., x  فإٌ كم يٍ  ػذد حقيقي  b، دانخ خطيخ (

1 2 Nz(x , x ,........., x ) b 

1 2 Nz(x , x ,........., x ) b 

 تسمي متراجحة خطية

1فمثلاُ  25x 4x 3     2رسًي يزشاخحخ خطيخ ثيًُب

1 2x x 3 نيسذ يزشاخحخ خطيخ 

 Lp problemمسألة الرمجة الخطية   (:3-1تعريف )
 

 رزطهت الآري:   optimization pbيسأنخ انجشيدخ انخطيخ ْي يسأنخ أيثهيخ 

نهذانخ انخطيخ   minانصغشي ٔأ  maxيحبٔنخ إيدبد انقيًخ انقصٕي -1

1 2 Nz(x , x ,........., x 1حيث  ( 2 Nx , x ,......, x رسًي يزغيشاد انقشاسdecision 

variables   انذانخ ،z   رسًي ثذانخ انٓذفobjective function 
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1لاثذ أٌ رحقق يزغيشاد انقشاس   -2 2 Nx , x ,......, x يدًٕػخ يٍ انقيٕدconstraints     

 ثحيث أٌ كم قيذ يكٌٕ دانخ خطيخ أٔ يزشاخحخ خطيخ 

، في يؼظى يسبئم انجشيدخ انخطيخ انزي   sign restrictionرحذيذ الاشبسح   -3

 يش يٍ يزغيشاد انقشاس غيش سبنت )يٕخت أٔ صفش(سُزُبٔنٓب ركٌٕ أشبسح كم يزغ

 
 يسأنخ انجشيدخ انخطيخ ثبسزخذاو انًصفٕفبد ػهي انصٕسح الآريخ:يًكٍ صيبغخ 

max  or min          z=
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,  u l  علي الترتيبهما متجهي الحدود السفلي والعليا  لمتغيرات القرار 

في مسألة البرمجة الخطية بأنها مجموعة النقاط  feasible region تعرف منطقة الحل 

لمسألة البرمجة   optimal solution التي تحقق جميع القيود، كما يعرف الحل الأمثل

 الخطية في الحالتين الآتيتين:

 الحالة الأولي:

بأنه أحد نقاط منطقة الحل بحيث تكون دالة الهدف عند  maxفي حالة مسألة القيمة العظمي 

 هذه النقطة أكبر ما يمكن
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 الحالة الثانية:

بأنه أحد نقاط منطقة الحل بحيث تكون دالة الهدف  minفي حالة مسألة القيمة الصغري 

 عند هذه النقطة أصغر ما يمكن

 

       Solving LP problems graphicallyا  بيانيحل مسائل البرمجة الخطية 
               

 الآريخ: ُْب ثحم يسبئم انجشيدخ انخطيخ انزي ػهي انصٕسح سُٓزى
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 Convex setالمجمىعة المحدبة   (:4-1تعريف )
لأي   Linear combinationإرا كبَذ كم رشكيجخ خطيخ  أَٓب يحذثخ S أٌ يدًٕػخيقبل 

 ، أي أرا كبٌ: Sيكٌٕ ػُصشاً في  Sػُصشييٍ يٍ 
x (1 )y S   x,y S , [0,1]       

S َقوٕل أٌ انًدًٕػوخُْٔذسيبً  يحذثوخ إرا كبَوذ انقطؼوخ انًسوزقيًخ انٕاصوهخ ثويٍ أي َقطزويٍ  

 انزبني:( 1-1) كًب ْٕ يٕضح في شكم ، S( في برقغ أيضبً ثأكًهٓب )كهيً  Sاخزيبسيزيٍ في 
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 Corner points or Extreme points النقاط الحدية (:5-1تعريف )

s ، ركٌٕ انُقطوخ Sيحذثخ  لأي يدًٕػخ S  َقطوخ حذيوخ إرا كبَوذs  طوشف نقطؼوخ يسوزقيًخ

 حذيخ.َقطخ نيسذ  Eرًثم َقبط حذيخ ثيًُب  A,B,C,Dفي انشكم انزبني  ، Sرقغ ثأكًهٓب في 

 

 
   (1-2شكل )

 

 feasible region منطقة الحل الممكنه  (:6-1تعريف )

انخطيووخ ثأَٓوب يدًٕػوخ انُقوبط انزوي رحقوق خًيووغ  فوي يسوأنخ انجشيدوخ َؼوشف يُطقوخ انحوم 

 انقيٕد.

 Optimal solutionالحل الأمثل  (:7-1تعريف )
أحذ َقبط يُطقخ انحم ثحيث ركٌٕ قيًوخ دانوخ انٓوذف ػُوذ ْوزِ انُقطوخ أكجشيوب يًكوٍ ٔرنو   ْٕ

أٔ أٌ قيًخ دانخ انٓذف ػُذ ْزِ انُقطخ ركٌٕ أصغش يب يًكوٍ   maxفي يسأنخ انقيًخ انؼظًي 

 . min ٔرن  في حبنخ يسأنخ انقيًخ انصغشي

 

   (1-1) نظرية
 في أي يسأنخ ثشيدخ خطيخ ْي يُطقخ يحذثخ نٓب ػذد يُزّ يٍ انُقبط انحذيخ.يُطقخ انحم 

 

  (2-1) نظرية
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ٔكبَذ يُطقخ انحم يحذٔدح فإٌ انحم الأيثم يكٌٕ يٕخوٕداً  يسأنخ ثشيدخ خطيخإرا كبٌ نذيُب 

انحوم أيوب أٌ يكوٌٕ ػُوذ َقطوخ حذيوخ أٔ ػُذ َقطخ حذيخ، فإٌ نى ركٍ يُطقخ انحم يحوذٔدح فوإٌ 

   أٌ انًسأنخ نيس نٓب حم. 

 (1-1مثال )
  انزبنيخ:انجشيدخ انخطيخ  أٔخذ حم يسأنخ

 

 

 

 

 

 الحل:
 انًٕخٕدح في انشثغ الأٔل ٔانًحذٔدح ثبنًسزقيًبد انزبنيخ:  َشسى يُطقخ انحم .1

1 2

1 2

2x 3x 12        (1)

5x 2x 15        (2)

 

 
 

 
,0)أٌ انًسزقيى الأٔل يًش ثبنُقطزيٍ َلاحظ  4),  ٔانًسزقيى انثبَي يًش ثبنُقطزيٍ    (6,0) 

1
2

(0,7 ), فزكٌٕ َقطخ انزقبطغ ْي  (2) ,(1)، لإيدبد َقطخ رقبطؼًٓب َحم انًؼبدنزيٍ  (3,0) 
3021

11 11
B( ,  ( .1-3)انشكم  ، كًب ْٕ يجيٍ في (

1َحست قيًخ دانخ انٓذف .2 2z x x    نكم َقطخ يٍ انُقبط انحذيخo,A,B,C  :ٌفُدذ أ 
30 721

11 11 11
z(0,0) 0,  z(0,4) 4, z( , ) 4 ,  z(3,0) 3    

7ٔاضح نذيُب أٌ أقصي قيًخ نذانخ انٓذف ْي 
11

z 4    3021 ػُذ انُقطخٔرن
11 11

B ( , ) 

  3021 ْٕانحم الأيثم
1 211 11

x ,  x    7   حيث
11

z 4 . 

1 2

1 2

1 2

1 2

max        z x x

s.t          2x 3x 12

              5x 2x 15

              x 0 ,  x 0
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 (1-3شكل )

 

 (2-1مثال )
 لإنتوا  سواعات 5 يتطلوب وأنوه  B  نمووذ  و   A نمووذ  الجوواتت، من نوعين شركة تنتج

 سواعات عودد بوأن علموا ، B النمووذ  مون وحود  لإنتوا  وسواعتين و   A النمووذ  مون وحود 

 تكلفووة وثموون ، 8$ هووو A النموووذ  موون الوحوود  تكلفووة ثموون وأن أسووبوعيا   سوواعة 099 العموول

 هووو اتسووبو  فوي للإنتووا  المخصو  المووالي اتعتمواد وأن 09$هووو B النمووذ  موون الوحود 

 B النمووذ  من وحد  لكل والمكسب 3$ هو A النموذ  من وحد  لكل والمكسب ، $0899
 ممكن؟ ربح أقصي لتحقيق أسبوعيا   انتاجها يلزم نموذ  كل من الجواتت عدد كم ، 0$ هو

 الحل:

 
1َفشض أٌ  2x , x  هما عدد الجواتت من النوعينA, B  التي تنتجها الشركة  علي الترتيب

 أسبوعيا  ، وبالتالي فإن قيد الزمن اللازم تنتا  نوعي الجواتت في الأسبو  هو

1 25x 2x 900         

 قيد التكلفة في الأسبو  هو

1 28x 10x 2800         

 هو  قيد اتشار 



 Linear Programming                                 الخطية البرمجة
 

 

 
 

7 
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1 2x 0,  x 0         

1وتكون دالة الهدف )دالة الربح( هي  2z=3x  +2x   

  الخطيةيمكن تلخي  النموز  الرياضي لمسألة البرمجة LP :كالآتي 

 

 

 

 نحم انًسأنخ َزجغ الآري:

 انًٕخٕدح في انشثغ الأٔل ٔانًحذٔدح ثبنًسزقيًبد انزبنيخ:  َشسى يُطقخ انحم .1
1 2

1 2

5x 2x 900           (1)

8x 10x 2800        (2)

 

 
 

,(0,450)َلاحظ أٌ انًسزقيى الأٔل يًش ثبنُقطزيٍ  ٔانًسزقيى انثبَي يًش   (180,0) 

,(0,280)ثبنُقطزيٍ  فزكٌٕ َقطخ  (2) ,(1)، لإيدبد َقطخ رقبطؼًٓب َحم انًؼبدنزيٍ  (350,0) 

,B(100انزقبطغ ْي   ( .1-4)، كًب ْٕ يجيٍ في انشكم  (200

1َحست قيًخ دانخ انٓذف .2 2z 3x 2x    نكم َقطخ يٍ انُقبط انحذيخo,A,B,C  :ٌفُدذ أ 

o A B Cz 0,  z 560, z 700,  z 540     

  ْي انقيًخ انقصٕي نذانخ انٓذفz 700 ػُذ انُقطخ B(100, 200) 
  ْٕ 1انحم الأيثم 2x 100,  x 200  حيث   z 700 . 

 خٕال يٍ انُٕع 100يهضو اَزبج A ،200 خٕال يٍ انُٕع B   في الأسجٕع نكي رحقق 

ً  700$ ي سثح يًكٍ ْٕٔصانششكخ أق  . أسٕػيب

1 2

1 2

1 2

1 2

max        z 3x 2x

s.t          5x 2x 900

              8x 10x 2800

              x 0 ,  x 0
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 (1-4شكل )

 

 

 (3-1مثال )
 انزبنيخ:انجشيدخ انخطيخ  أٔخذ حم يسأنخ

 

 
 
 
 

 الحل:
 انًٕخٕدح في انشثغ الأٔل ٔانًحذٔدح ثبنًسزقيًبد انزبنيخ:  َشسى يُطقخ انحم .1

1 2

1 2

3x 4x 12        (1)

2x x 2            (2)

 

 
 

 
 ٔانًسزقيى انثبَي يًش ثبنُقطزيٍ    B(4,0), C(0,3)َلاحظ أٌ انًسزقيى الأٔل يًش ثبنُقطزيٍ 

A(1,0), D(0,2)   ( .1-5)كًب ْٕ يجيٍ في انشكم 

1َحست قيًخ دانخ انٓذف .2 2z x 2x    نكم َقطخ يٍ انُقبط انحذيخA,B,C,D   نًُطقخ

z(1,0)كبلآري:   انحم 1,  z(4,0) 4, z(0,3) 6,  z(0,2) 4    

zٔاضح نذيُب أٌ أقم قيًخ نذانخ انٓذف ْي  1  ٔرن  ػُذ انُقطخ A (1,0)  

1 2

1 2

1 2

1 2

min        z x 2x

s.t          3x 4x 12

              2x x 2

              x 0 ,  x 0
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  ْٕ 1انحم الأيثم 2x 1,  x 0   حيث   z 1 

 
 (1-5شكل )

 (4-1مثال )
 أٔخذ حم يسأنخ انجشيدخ انخطيخ انزبنيخ:

1 2

1 2

1 2

1 2

max     z x 3x

s.t        2x x 4

           3x 4x 24

            x 0 ,  x 0

 

 

 

 

  

 الحل:
 انًٕخٕدح في انشثغ الأٔل ٔانًحذٔدح ثبنًسزقيًبد انزبنيخ:  َشسى يُطقخ انحم .1

1 2

1 2

2x x 4               (1)

3x 4x 24           (2)

 

 
 

 
 ٔانًسزقيى انثبَي يًش ثبنُقطزيٍ    A(2,0), D(0,4)أٌ انًسزقيى الأٔل يًش ثبنُقطزيٍ  ٔاضح

B(8,0), C(0,6)   َلاحظ يٍ انشسى أَّ لا يٕخذ رقبطغ ثيٍ  (1-6)كًب ْٕ يجيٍ في انشكم ،

، حيُئز َقٕل أٌ ْي انًدًٕػخ انخبنيخ   ثُبء ػهيّ فإٌ يُطقخ انحمٔ  يزشاخحبد انقيٕد

 . Infeasible LP Problemانًسأنخ غيش قبثهخ نهحم 
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 (1-6شكل )

 
 (5-1مثال )

 
 أٔخذ حم انًسأنخ انزبنيخ:

 

 

 

 

 

 
 الحل:
 انًٕخٕدح في انشثغ الأٔل ٔانًحذٔدح ثبنًسزقيًبد انزبنيخ: َشسى يُطقخ انحم  .1

1 2

1 2

2x 3x 12        (1)

5x 2x 15        (2)

 

 
 

 
,0)َلاحظ أٌ انًسزقيى الأٔل يًش ثبنُقطزيٍ  4),  (6,0)  ٔانًسزقيى انثبَي يًش ثبنُقطزيٍ    

1
2

(0,7 ), (2) ,(1) ، لإيدبد َقطخ رقبطؼًٓب َحم انًؼبدنزيٍ  (3,0)  فزكٌٕ َقطخ انزقبطغ ْي  
3021

11 11
B( ,  ( .1-7)، كًب ْٕ يجيٍ في انشكم  (

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0

1

2

3

4

5

6

x1

x2

D(0,4)

C(0,6)

A(2,0) B(8,0)

1 2

1 2

1 2

1 2

max        z 4x 6x

s.t          2x 3x 12

              5x 2x 15

               x 0 ,  x 0
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1َحست قيًخ دانخ انٓذف .2 2z 4x 6x    نكم َقطخ يٍ انُقبط انحذيخo,A,B,C  ػهي

 فُدذ أٌ:انزشريت 
3021

11 11
z(0,0) 0,  z(3,0) 12, z( , ) 24,  z(0,4) 24    

zٔاضح نذيُب أٌ أقصي قيًخ نذانخ انٓذف ْي  24    ػهي ايزذاد انقطؼخ انًسزقيًخ ٔرن 

AB   ٍػهي انقطؼخ انًسزقيًخ رقغ خًيؼٓب يخالأيثه ٕلانحهيٕخذ ػذد لا َٓبئي ي  AB . 

 
 (1-7شكل )

 

 (6-1مثال )
 أٔخذ حم انًسأنخ انزبنيخ:

       

1 2

1 2

1 2

1 2

max      z 2x x

s.t         x 3x 6

             x x 4

             x 0 ,  x 0

 

 

 

 

 

            
 الحل:
 انًٕخٕدح في انشثغ الأٔل ٔانًحذٔدح ثبنًسزقيًبد انزبنيخ:  َشسى يُطقخ انحم .1

1 2

1 2

x 3x 6               (1)

x x 4                 (2)
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 ٔانًسزقيى انثبَي يًش ثبنُقطزيٍ    (6,0) ,(0,2)أٌ انًسزقيى الأٔل يًش ثبنُقطزيٍ  ٔاضح

 (2) ,(1)لإيدبد َقطخ رقبطؼًٓب َحم انًؼبدنزيٍ  ، (8-1)، كًب ْٕ يجيٍ في انشكم  (4,0) ,(0,4)

 ( .1-8)، كًب ْٕ يجيٍ في انشكم  (3,1)فزكٌٕ َقطخ انزقبطغ ْي 

غيش يحذٔدح ، في ْزِ انحبنخ رقٕل أٌ انًسأنخ غيش    يُطقخ انحم أٌيٍ انشسى ٔاضح  

 Unbounded LP problemيحذٔدح انحم 

 

 (1-8شكل )

 
 انخطيخ:َدذ أَّ يٕخذ أسثغ حبلاد يٍ يسبئم انجشيدخ يًب سجق 

 نٓب حم ٔحيذيسبئم يكٌٕ  (1)

 ػذد لا َٓبئي يٍ انحهٕل يسبئم يكٌٕ نٓب (2)

 نيس نٓب حم يسبئم (3)

 ركٌٕ غيش يحذٔدح انحم يسبئم (4)



 Linear Programming                                 الخطية البرمجة
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الرياضيات قسم – العلوم كلية – سعود الملك جامعة – المهدي علي السيد عماد. د: إعداد  

 تمـاريــن
 

 
 أٔخذ حم انًسأنخ انزبنيخ:. 1

       

1 2

1 2

1 2

1 2

min      z 2x x

s.t        x 3x 6

            x x 4

            x 0 ,  x 0

           

 

 

 

 

 

انجيسجٕل يصُغ لإَزبج يسزهضيبد الأنؼبة انشيبضيخ ، يُزح َٕػيٍ يٍ انكشاد )كشح . 2

، ٔنكي يزًكٍ انًصُغ بكشح أسجٕػيً  5555ٔكشح انسهخ( ، ٔ ثفشض أٌ انًصُغ يًكُّ إَزبج 

كشح ثيسجٕل  2555كشح سهخ ،  1555يٍ رهجيخ احزيبخبد انًسزٓهكيٍ انذائًيٍ لاثذ ٔأٌ يُزح 

$ ،  فكى 5$ ، ٔانًكست نكم كشح ثيسجٕل ْٕ 15. إرا ػهًذ أٌ انًكست نكم كشح سهخ ْٕ 

 انكشاد يٍ كم َٕع يهضو إَزبخٓب أسجٕػيبَ نزحقيق أقصي سثح يًكٍ ؟ػذد 

 

يصُغ نلأخشبة يُزح طبٔلاد ٔكشاسي، ٔرشغت إداسح انًصُغ في رحقيق أقصي سثح . 3

 يًكٍ نذانخ انٓذف

 ٔانًشرجطخ ثبنقيٕد الآريخ:

         

 

حيث 
1x  ،2x   ،يشيضاٌ إني ػذد انكشاسي، ػذد انطبٔلاد انًشاد إَزبخًٓب ػهي انزشريت

ٔأٌ ػذد انسبػبد    (board-foot)قذو نٕحي  400ػهًبً ثأٌ كًيخ الأخشبة انًزٕفشح ْي 

 سبػخ، أٔخذ انحم الأيثم نٓزِ انًسأنخ ثبسزخذاو انشسى. 450انجششيخ انلاصيخ ْي 

0x  ,  0x               

450x 15x 01         

400x 20x 5          
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