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  الإٔراجٔظش٠ح                                                   اٌفصً اٌثاٌث

 

 اٌحذٞ اٌفٕٟ  الإحلايِٚعاًِ  الإٔراجداٌح  3-1
 

رغٍش  إىىٌؤدي  أَخذمخ , أَ صٌبدح اىنمٍخ اىمىزجخ مه عيؼخ مب  إىىفً الاقزصبد ثأوً أي وشبط ٌؤدي  الإوزبجٌؼشف 

ػميٍخ رُصٌغ رضٌذ مه  إىىٌؤدي  أَالاعزخذاً ,  أَملائمخ ىلاعزٍلاك  أمثشاىخذمخ ثحٍث رصجح  أَئخ اىغيؼخ ٌٍ

ىيزؼجٍش ػه اىؼلاقخ ثٍه اىنمٍخ اىمىزجخ مه عيؼخ مب   الإوزبجاىخذمخ .ٌَغزخذً ىىظشٌخ داىخ   أَصلاحٍخ الاوزفبع ثبىغيؼخ 

 …ىغيؼخ ٌَمنه مزبثزٍب ٌزي ا إوزبجاىمغزخذمخ فً  الإوزبجَثٍه ػىبصش 

 

  X1 , X2 , Xnحٍث مبىزبىً  
 

q = ƒ ( X1 , X2 , ……, Xn ) 
 

اىغيؼخ  لإوزبجاىمغزخذمخ  الإوزبجممٍبد ػىبصش   x1 , x2 , xnاىنمٍخ اىمىزجخ فً َحذح صمىٍخ مؼٍىخ , َحٍث  qحٍث  

  X1 . X2ٌمب  إوزبجبعزخذاً ػىصشٌه عيؼخ مب ث ثئوزبجاىضمىٍخ . فيُ افزشضىب ان اىمىشأح رقًُ  اىفزشحخلاه وفظ 

 مبَرًٌؼجش ػىٍب  الإوزبجفئن داىخ  

.. Ø ( X1  ,  X2 )  =q 

ثمقذاس   x2َاىنمٍخ اىمغزخذمخ مه اىؼىصش  dx1ثمقذاس قذسي   x1ش صاىنمٍخ اىمغزخذمخ مه اىؼى اىمىشأحفئرا غٍشد 

dx2  ٌزغٍش ثنمٍخ قذسٌب  الإوزبجفئن مقذاسdq  
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 .. ٌحصٍٕا عٍٝ   0q أْفئرا فشضٕا 
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,21  الإنتاجوتمثل هذه المعادلة منحنى الناتج المتساوي  .. ٌعطً مجموعات من عنصري  XX بحٌث كل مجموعة او نقطة على    

 نحنى الناتج المتساوي مساوي ..ثابتة وٌكون مٌل م إنتاجالمنحنى تمثل كمٌة 
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    ومن المعادلة الاخٌره نحصل على  





























2

1

1

2

X

q

X

q

dX

dX
r 

 



3 
 

 

اٌحذ٠ح  الإٔراخ١ح.. فئرا وأد  الإٔراجاٌحذ٠ح ٌعٕصشٞ  الإٔراخ١حاٌحذٞ اٌفٕٟ .. ٚ٘ٛ إٌغثح ت١ٓ  الإحلايٚ٘ٛ ِعذي 

 ٔحٛ ا١ّ١ٌٓ . الأعفً إٌِٕٝح١ٕاخ إٌاذح اٌّرغاٚٞ ذردٗ  إْأٞ  ذىْٛ عاٌثح  rٌىً عٕصش ِٛخثح فاْ 
 

   ثالــــــم

          …التالٌة  الإنتاجنفترض دالة          



21 XAXq  

 

,,,0                       حٍث                                 21 XXAq       

10,10   

 الفنً الحدي ٌساوي  الإحلالنجد أن معدل 
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 اٌّع١ٓ ٠خضع ٌمأْٛ اٌغٍح اٌّرٕالصح اٚ اٌّرضا٠ذج اَ اٌثاترح تحغاب .. الإٔراج٠ّٚىٓ ذحذ٠ذ ِا إرا واْ عٕصش  
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        كانت القٌمة  إذاالحدٌة )سرٌان قانون تناقص الغلة ( أما  الإنتاجٌةذلك على تناقص فإذ ا كانت القٌمة سالبة دل          

 الحدٌة , وفً الحالة التً ٌكون فٌها  الإنتاجٌةموجبة دل ذلك على تزاٌد          
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ر نتٌجة تغٌ (X1)الحدٌة لعنصر ما  تاجٌةالإنر تحدٌد كٌف تتغٌ أٌضاالحدٌة ثابتة كما  الإنتاجٌة أوتكون الغلة   

      وذلك بحساب   (X2) الأخرالعنصر 
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تكون  الإنتاجالحدٌة لكل عنصر من عناصر  الإنتاجٌةوٌمكن إثبات انه عندما تكون المنشاة فً حالة توازن إن 

ٌنحصر من الجزء من المنحنى الذي  إنماالمتساوي  نقطة على منحنى الناتج لأياختٌار المنشاة  إنموجبة  . أي 

 تساوي الإنتاجالمٌل سالبا ..لنفترض أن دالة  فٌهٌكون 

 21, XXq   

 ولنفترض أن التكالٌف الكلٌة

2211 XpXpC  

 حٌث

  21, pp ,21   الإنتاجعنصري  إثمان   XX   

 Rالكلً  ٌساوي  الإٌرادكون اكبر من الصفر ولنفترض أن وت 

  بحٌث    

pqR  

 المبٌعات (  أو)  الإنتاجكمٌة  qوهو موجب بٌنما تمثل  للإنتاجالسعر السوقً   pوٌمثل           

 ربح ممكن أقصىمنشأة تعمل فً ظل المنافسة الكاملة حٌث الهدف  هو تحقٌق  ضفإننا نفتر أخرى وبعبارة

 .. أو 

                                    تعظٌم                       

  221121, XpXpXXp   

 وٌتطلب هذا التعظٌم توافر الشروط :                 

0

0

22

2

11

1











pp
X

pp
X







 

21ح١ث  ,    ْاٌحذ٠ح ٌٍعٕصش٠ٓ  الإٔراخ١ح٠ّثلاX1 , X2    : ٚح١ث 

 

   2Pذغا2Xٞٚاٌحذ٠ح ٌٍعٕصش الإٔراخ١حل١ّح    ٚ 1Pذغاٚٞ 1Xاٌحذ٠ح ٌٍعٕصش  الإٔراخ١حل١ّح      

 

 ع١ٍح فئٔٗ عٕذ اٌرٛاصْ ٠ىْٛٚ    
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    اٌحذ٠ح ٌٍعٕصش أ الإٔراخ١حثّٓ اٌعٕصش أ = ل١ّح                                        

 

 ة  اٌحذ٠ح ٌٍعٕصش الإٔراخ١حثّٓ اٌعٕصش ب = ل١ّح                                      
 

11 pP  

22 pP  

0,0,0                                        ا وأدفئر 21  Ppp 
 

 فئٔٗ عٕذ اٌرٛاصْ ٠ىْٛ ..

0,0 21   
 

اٌحذ٠ح ٌىً عٕصش ِٛخثح ٚ٘ٛ ٔفظ اٌمٛي عٕذ اٌرٛاصْ ٠ٕحصش الاخر١اس ٌٍّٕشأج فٟ  الإٔراخ١حأٞ أٗ عٕذ اٌرٛاصْ ذىْٛ  

١ًِ إٌّحٕٝ  عاٌثا  ف١ٗإٌماط اٌرٟ ذمع عٍٝ اٌدضء ِٓ ِٕحٕٝ إٌاذح اٌّرغاٚٞ اٌزٞ ٠ىْٛ  ذٜإحإٌماط اٌرٟ ذمع فٟ  إحذٜ

    Ø11  < 0  اٌششط اٌىافٟ ٌٍرٛاصْ فٟ ِثإٌا اٌغاتك ف١رطٍة  إِا

0
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   وٌمكن حل هذه المشكلة باستخدام دالة لاجرانج فنحصل على

   221121, XPXPCXXL   
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 ٟٚ٘ اٌششٚط اٌضشٚس٠ح ٌٍرٛاصْ . ِٚٓ ٘زٖ اٌششٚط ٠رضح أٗ  عٕذ اٌرٛاصْ : 
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 أٞ  أٗ عٕذ اٌرٛاصْ ذىْٛ : 
 

 X1ثّٓ اٌعٕصش           X1اٌحذ٠ح ٌٍعٕصش  الإٔراخ١ح                

 ــــــــــــــ   =    ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ                  

 X2ثّٓ اٌعٕصش           X2اٌحذ٠ح ٌٍعٕصش  الإٔراخ١ح                

 

 لكن سبق وأن رأٌنا أن معدل الإحلال الحدي
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 ٠ٚلاحظ أْ اٌششط اٌىافٟ ٌٍرٛاصْ ٠عطٝ :  

0 >   ²p  -  p 2p   +  ²p -

0

2211221112

21

22221

11211
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21  قٌم بتعوٌض p p.. عند التوازن نحصل على 

  0  ²  -   2   +  ²- 
1

22112211122



 

 ٌٚىٓ : 

) ² +     2   -  ²(   
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1
- = 2211221112
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    ِٓ اٌّرثا٠ٕح أعلاٖ ٔحصً عٍٝ

0) ² -     2    ²(- 2211221112    

  

 ٚح١ث أْ ِٓ اٌششط اٌضشٚسٞ ٌٍرٛاصْ ٌٍّٕرح    λ²ٚرٌه  
01 Mp 

   اٚ
01  

 فئْ  

                                                                      0
2


dX

dr
 

٠ىْٛ ِٕحٕٝ إٌاذح اٌّرغاٚٞ ِمعشا ِٓ  آخشاٌحذٞ اٌفٕٟ ٠ىْٛ ِٛخثا عٕذ اٌرٛاصْ ٚتّعٕٝ  الإحلايِعذي  إْأٞ  

   . الأصًتاٌمشب ِٓ ٔمطح  أعفً
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  اٌذٚاي اٌّردأغح  3-2

 

 عٕاصشِغا٠ٚا لأط ِع١ٓ ِٓ ٔغثح اٌرغ١ش فٟ  الإٔراجإٌٝ ذغ١ش فٟ و١ّح   الإٔراجذغ١ش ٔغثٟ فٟ عٕاصش  أدٜ إرا          

 

  الإٔراج.ٚع١ٍح ٌٛ وأد داٌح  الأطِردأغح ٚاْ دسخح اٌردأظ ٟ٘  الإٔراجداٌح  إْ  فئٔٗ ٠ما الإٔراج    
 

 21, XXq  

  فئرا وأد   ِمذاس ثاتد ٚذحممد اٌخاص١ح 

 

 21 , XXqn   

 

داٌح  أٚ الأٌٚٝفئْ اٌذاٌح ذىْٛ ِردأغح ِٓ اٌذسخح   n = 1 وأد  ٚإرا nداٌح ِردأغح ِٓ دسخح  qاٌذاٌح  إ٠ْماي 

 .خط١ح ِردأغح  

 

      1  ثايــــــــِ

        ……  اٌذاٌح    
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1 723 XXXXQ 
  

 أغح ِٓ اٌذسخح اٌشاتعح ٚرٌه لاِْرد
 

  QXXXXXX 44
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21 723,  
  

 

  22ثبه ثبه ــــــــــــــــــــــــــمم
 

    اٌذاٌح ..
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وأد   اراح اٌحدُ ذىْٛ ِرضا٠ذج ٍفاْ اٌغ  nِردأغح ِٓ دسخح  الإٔراجداٌح ٚ إرا  وأد ِردأغح ِٓ دسخح صفش   

n > 1  وأد  إراح ِرٕالصح ٍٚذىْٛ اٌغn < 1  وأد ذغاٚٞ  إراٚذىْٛ اٌغٍح ثاترحn = 1   ٕٝفئْ دٚاي  أخشٚتّع

 ذرّرع تثثاخ اٌغٍح  الأٌٚٝاٌّردأغح ِٓ اٌذسخح  الإٔراج
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 اٌّردأغح الإٔراجخصائص دٚاي  3-3

 

     وأد اٌذاٌح  إرا  
 

 21, XXq   

  إْ إثثاخفئٔٗ ٠ّىٓ   a ٔغح ِٓ دسخح ِردا            
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 ... إنهذه الخصائص في حالة الدالة الخطية المتجانسة ..نفترض  بإثباتوسوف نموم 

 21, XXq  

 …نا نحصل على فإن الأولىدالة متجانسة من الدرجة  

    qXXXX   2121 ,, 

     λقٌمة من قٌم  لآيوذلك 

 أن :  افترضنافلو 
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                 ِٚٓ ثُ : 

q
X

X
X 









1

2
1 

     ٚع١ٍح فئٔٗ إرا وأد 
  

 21, XXq  

 

  فئٔٗ ٠ّىٓ وراترٙا تاٌصٛسج اٌرا١ٌح .. الأٌٚٝح ِٓ اٌذسخح غداٌح ِردأ
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 إرا وأد :    الأٌٚٝٚ٘ٛ تش٘اْ اٌخاص١ح  
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1

2

1

2
1

1

2

1 X

X

X

X
 

X

X
 

X

X

X

X
 X

X

X
 

X

X

X

X

X
 X  

X

X
  =

X

 q


 

                ممب اوً إرا مبوذ ممب اوً إرا مبوذ   

  











1

2
1

X

X
Xq   

 فئن : 

2

1

2

1

2

1

1

2

2 X

X

X
 

 
dX

X
 

X

X
  =

X

 q
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d
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2

1

2

1

1

2

1 X

X
  =

X

X

X

 X  0
X

X
  =

X

 q




 

   الإنتاجوعلٌة   فإنه إ ذا كانت دالة  
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 21, XXq  

 الحدٌة  الإنتاجٌةدالة خطٌة متجانسة فإن    

11 X

 q
,

X

 q








 

  أي دوال للمتغٌر  الإنتاجصبح دوال فقط لمعدل استخدام عنصري ت










1

2

X

X
 

iii  أٗ إرا وأد :  أثثرٕا( ٌمذ     
 21, XXq  

 

 

 داٌح خط١ح ِردأغح فئٔٗ :       
  







































1

2
1

1

2

1

2

1 X

X
 X

X

X
  

X

X
  =

X

 q
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2 X

X
 =

X

 q
 

 :      تاٌدّع ٔحصً عٍٝ 
 

2

2

1

1

X
X

 q
 X

X

 q
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2
1

1

2
1

1

2
2

1

2
2

1

2
1

X

X
 

X

X
 

X

X
 X

X

X
 X  

X

X
 





XQ

QXX

     

 ..... أثبتنالكن سبق أن 

    ::  ٚتاٌرع٠ٛض فٟ اٌّعادٌح اٌغاتمح ٔحصً عٍٝ  

2

2

1

1

X
X

 q
 X

X

 q









Q

 

الكلً مجموع حاصل ضرب كل  الإنتاجبنظرٌة اوٌلر . وطبقا لهذه النظرٌة ٌساوي  الأخٌرةوتعرف هذه المعادلة 

 .  الأولىمتجانسة من الدرجة  الإنتاجالحدٌة إذا كانت دالة  إنتاجٌتهعنصر فً 
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iv  تأخز اٌرفاضً اٌدضئٟ ٌطشفٟ ِعادٌح ا٠ٍٚش ٌٍّرغ١ش )X 1 ٍٝٔحصً ع 
 

11

2

2

1

1

X

Q
 =

X

 
X

X
X

X


























QQ

 
 

 ِٚٓ ٘زٖ اٌّعادٌح ٔحصً عٍٝ :
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XX

Q
XX2 

X

Q
X

X

Q
X

XX

Q

X

X
-

X

Q
Xor 

XX

Q

X

X
-

X

Q
X0 

XX

Q
X

X

Q
X

X

Q
 

XX

Q
X

X

Q

X

Q
X

X

Q
 

X

X

X

Q

X

X

Q

X
X

X

X

Q

X

X

Q

X

21

2

212

2

2
2

2
1

2

2
2

1

12

2

2

1

2
2

2

2

21

2

1

2

1
2

2

1

21

2

2
1

2

2

1

121

2

2

11
2

2

1

11

2

21

2

2

1

1

11

1

1
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d

d

d

 

   

  kاٌّردأغح ِٓ دسخح  الإٔراج٠ّٚىٓ تغٌٙٛح ذع١ُّ إٌرائح اٌغاتمح عٍٝ دٚاي 
 

 

   الإحلايِشٚٔح    3-4
 

 ٖ إٌٝ اٌرغ١ش إٌغثٟ فٟ الأععاس إٌغث١ح ٌٙز الإٔراجتاٌرغ١ش إٌغثٟ فٟ ٔغة عٕاصش  الإحلايذعشف ِشٚٔح 

 

 اٌعٕاصش : 

1

2

1

2

2

1

2

1

12

P

P

P

P
d

X

X

X

X
d 



















 

  ح١ث ...

X1 ِاٌعٕصش الأٚي  حذّثً اٌى١ّح اٌّغرخذ ِٓ 

X2 ٟٔذّثً اٌى١ّح اٌّغرخذِح ِٓ اٌعٕصش اٌثا 

P1  ذّثً ثّٓ اٌعٕصش الأٚي 

P2 ٟٔذّثً ثّٓ اٌعٕصش اٌثا 
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 اذح اٌّرغاٚٞ ٠ّٚىٕٕا اعرٕراج عذد ِٓ اٌص١غ ٌٙزٖ اٌّشٚٔح اٌرٟ ذعثش عٓ شىً ِٕحٕٝ إٌ
 

  عٍٝ الإحلائحصً ِٓ ذعش٠ف ِشٚٔح 






















1

2

1

2

2

1

2

1

12

P

P
d

P

P

X

X

X

X
d

 

 ٌّٚا واْ ١ًِ ِٕحٕٝ إٌاذح اٌّرغاٚٞ ٠غاٚٞ ١ًِ خظ اٌرىٍفح عٕذ ذٛاصْ إٌّرح فئْ 

2

1

1

2

dX

dX

P

P
 

 

  ٔحصً عٍٝ : الإحلايترع٠ٛض ٘زٖ اٌّعادٌح الأخ١شج فٟ ِعادٌح ِشٚٔح  

 






















1

2

1

2

2

1

2

1

12

dX

dX
d

P

P

X

X

X

X
d

  

                                                ..  أْ إلا
2

2

2112

2

1

X

dXXdXX

X

X
d












 

2

1

dX

dX
r  

 وّا أْ 

         

      









2

1

X

X
rr                            (3)                               

 

       2

2

1

1

dX
X

r
dX

X

r
dr









                   (4)                              

 ٔحصً عٍٝ : ( 1)فٟ اٌّعادٌح  ( 4( , ) 3( , ) 2)ترع٠ٛض اٌّعادٌح 
 

                                )5(

2

1
2

2

1

1

2

2

2112

12

X

X

r

dX
X

r
dX

X

r

X

dXXdXX














 

 ِٚٓ ٘زٖ اٌّعادٌح ٔحصً عٍٝ : 
 

21
2

2

1

1

2112
12

XX

r

dX
X

r
dX

X

r

dXXdXX
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      تضشب وً ِٓ اٌثغظ ٚاٌّماَ فٟ
2

1

X
  ٚذع٠ٛض ل١ّح    

2

1

dX

dX
r  

 

 ٔحصً عٍٝ 
 

                                    )6(
21

21

12

12
XX

r

X

r

X

r
r

XrX














 
 

 .  الإحلايِٓ ص١غ ِشٚٔح  أخشٜٟٚ٘ ص١غح 

 
   ( ٔحصً عٍٝ ...4ِٚٓ اٌّعادٌح )

 

                                              
212 X

r
r

X

r

dX

dr









                       ( 7 ) 

 

 ( ٔحصً عٍٝ :6( فٟ اٌّعادٌح )7ترع٠ٛض اٌّعادٌح )
 

                                            )8(
21

2

12
12

XX

r

X

r

XrX









 
 

 ذرٕاعة ذٕاعثا عىغ١ا ِع  الإحلاي, ٚذٛضح ٘زٖ اٌص١غح أْ ِشٚٔح  الإحلايٟٚ٘ ص١غح ثاٌثح ِٓ ص١غ ِشٚٔح 

2dX

dr
إٌاذح اٌّرغاٚٞ ِمعشاً تإٌغثح ٌٕمطح   ِٕحٕٝإرا واْ     σσ =     0ذىْٛ ِٛخثح  الإحلاي. وّا ٠لاحظ أْ ِشٚٔح 

0  وأد إراأٞ  الأصً
2


dX

dr
       rr  <<  00  اٌحذٞ عاٌثا الإحلاي  ٚواْ ِعذي        

  ::  عٕذ اٌرٛاصْ ذغاٚٞ    rr  ٌّٚا وأد ل١ّح 
 

 9
1

2

12 













X

q

X

q
r                 

 

 ٔحصً عٍٝ :    88 فٟ اٌّعادٌح   99ترع٠ٛض اٌّعادٌح 
 

21

1

2

2

1

2

1

1

2

1

2

1

1

2
2

12
XX

XX

XX 
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1

2

2

1

212221

2

1

211

1

2

1

2
1

2

1

2
2

12
XX

XX 


































































  

2  ٚتضشب ٚلغّح اٌّماَ فٟ 

1    : ٍٝٔحصً ع 

 

21

3

1

2121

3

1

22

2

1

3

1

11

2

2

3

1

1221

1

112
2

1

2

12

1

XX

X
X












 







































 

 تالاخرصاس ٔحصً عٍٝ 

)10(
2 21

21

212111

2

222

2

1

2211
12

XX

XX 




 




 

                                                                      

.  الأخ١شجص١اغح ٘زٖ اٌّعادٌح  إعادجفٟ  خاٌّصفٛفا٠ّٚىٓ اعرخذاَ  الإحلايٟٚ٘ اٌص١غح اٌشاتعح ِٓ ص١غ ِشٚٔح 

 فٕحصً عٍٝ :

 )11(
*

**

2

21

21

1

12
H

H

XX

X ii

n

i 








 
 

  ح١ث :

                                 2    ²-  ² -=

0

* 1221112221

21

22221

11211

2 















H

  
 

12  ٚح١ث

**

H    2ٌٍّحذدج الأعاعٟٟ٘ اٌّصغش

*

H  أٚ   ٚاٌعّٛد اٌثأٟ الأٚياٌزٞ ٠رثمٝ تعذ حزف اٌصف 

21

1

221

12 )1(
0

** 








H 

بٌن عنصرٌن منهما فإنه ٌمكننا تعمٌم  الإحلالورغبنا إٌجاد مرونة  إنتاجمن عنصري  أكثركان هناك  إذاو

  فنحصل على : أعلاه( 11المعادلة )
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  -:  ح١ث

   

0

* 

 

21

21

222221

111211

n

nnnnn

n

n

nH

















 

 

  

12 ٚح١ث  

**

H  ٌٍّحذدج الأعاع٠ّٟثً اٌّصغش   nH
*

    jٚاٌعّٛد    iاٌزٞ ٠ثمٝ تعذ حزف اٌصف   
 

 

     ِشٚٔح الإحلاي ٌذٚاي الإٔراج اٌّردأغح   3-5
 

 لاي اٌّعادٌح ذعطٟ اٌص١غح اٌشاتعح ِٓ ص١غ ِشٚٔح الإح           
 

)10(
2 21

21

212111

2

222

2

1

2211
12

XX

XX 




 




 

 إذا كانت دالة الإنتاج 

 21 , XXq  

 

  إذا كانت الدالة متجانسة من الدرجة الأولى فأنه طبقا للخاصٌة الرابعة : إذا كانت الدالة متجانسة من الدرجة الأولى فأنه طبقا للخاصٌة الرابعة :    

12

1

2
11 

X

X
          ,,    21

2

1
22 

X

X
 

 

 

 

 بالنسبة للدالة المتجانسة من الدرجة الأولى :  لإحلالابتعوٌض هاتٌن المعادلتٌن فً صٌغة مرونة 

)10(

2 21

21

212121

1

22

221

2

12

1

2211
12

XX

X

X

X

X

XX 




 






 

 او 

 

 2121

2

2

2

2

2

1

2

112

221121
12

2 XXXX

XX











 

 



16 
 

 

            ٌٚىٓ ِٓ ٔظش٠ح ا٠ٍٚش ٔحصً عٍٝ : ٌٚىٓ ِٓ ٔظش٠ح ا٠ٍٚش ٔحصً عٍٝ : 

  

 2211  XXq   

 

 1121

2

2

2

2

2

1

2

1

2 2 XXXXq   

 ِعادٌح ِشٚٔح الإحلاي ٔحصً عٍٝ :ترع٠ٛض ٘اذ١ٓ اٌّعادٌر١ٓ فٟ 
 

QQ

Q

12

21

2

12

21
12








  

 

 ٚذّثً ٘زٖ اٌّعادٌح ص١غح ِشٚٔح الإحلاي تإٌغثح ٌذاٌح الإٔراج اٌّردأغح ِٓ اٌذسخح الأٌٚٝ ٠ّٚىٓ إعادج وراترٙا

 

  : وا٢ذٟ 









































21

2

21

12

XX

Q
Q

X

Q

X

Q

 

  فٕحصً عٍٝ :  ٠ٚkّىٓ ذع١ُّ ِشٚٔح الإحلاي ٌذٚاي الإٔراج اٌّردأغح ِٓ دسخح 

 
 

 

      دٚخلاطدٚاي إٔراج وٛب     66--33
 

  ذأخز ٘زٖ اٌذاٌح اٌص١غحذأخز ٘زٖ اٌذاٌح اٌص١غح  ذعطٟ اٌص١غح اٌشاتعح ِٓ ص١غ ِشٚٔح الإحلاي اٌّعادٌح                           
  

q = A  L
α
  K

β
 

 

 ح١ث ..

        q      اٌى١ّح إٌّردح 

A      ثاتد ٠عثش عٓ دٚس اٌرم١ٕح 

L     ًّٚحذاخ ِٓ اٌعٕصش اٌع 

K      اٌّاي  سأطٚحذاخ عٕصش 

α       ًّثاتد ٠ّثً ِشٚٔح الإٔراج تإٌغثح ٌٍع 

   β    اٌّاي ٌشأطثاتد ٠ّثً ِشٚٔح الإٔراج تإٌغثح    

  

   ح١ث

q > 0   ,  A > 0 , L > 0  ,  K > 0 

 

 β ,    0 < α      1 >أمب 
 

  2112

21
12

1 







KKQ
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 ٚذحًّ ٘زٖ اٌذاٌح اٌخصائص ا٢ذ١ح .. 

 

 فئْ رٌه عٛف ٠ؤدٞ إٌٝ ص٠ادج فٟ λج تٕغثح ثاترح فئرا ذغ١شخ عٕاصش الإٔرا  β  +αٟ٘ داٌح ِردأغح ِٓ دسخح 

 

    :  β  +αالإٔراج لذس٘ا  

      

                                               q = A λ 
α  L α

 λ 
β K 

β   = λ
(α+ β)

 q  

 

 ا وا٢ذٟ :فئْ داٌح وٛب دٚخلاط ذىْٛ ِردأغح ِٓ اٌذسخح الأٌٚٝ ٠ّٚىٓ وراترٙ    (α +  β)=   1فئرا وأد  
 

  qq  ==  AA    LL
αα
    KK

((11--  αα))
    

 ٚع١ٍٗ :  
 

 .. ذىْٛ غٍح الإٔراج ثاترح .   (α +  β)=   1إرا وأد   -1

 (   ... ٠خضع الإٔراج ٌرضا٠ذ اٌغٍح  α +  β)  1 <إرا وأد  -2

 (   ... ٠خضع الإٔراج ٌرٕالص اٌغٍح أٚ اٌغٍح اٌّرٕالصح   α +  β)  1 >إرا وأد  -3

 

فثإٌغثح  دٚخلاط ذىْٛ الإٔراخ١ح اٌحذ٠ح ٌىً عٕصش ِٛخثح ٌٚىٓ ذخضع ٌمأْٛ ذٕالص اٌغٍح :  طثما ٌذاٌح وٛب

  MpLٌعٕصش اٌعًّ : 
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L

q

L

q
MpL


 

 

 
  01

22

2











L

q

L

q

L

MpL
 

 

 

     اٌّاي سأطإِا تإٌغثح ٌعٕصش 

0





K

q

K

q
MpK


 

 
  01

22

2











K

q

K

q

K

MpK
 

         

 ٔراخ١ح اٌحذ٠ح ٌىً عٕصش ٔر١دح ص٠ادج اٌعٕصش ا٢خش اٌّشرشن ِعٗ فٟ اٌع١ٍّح الإٔراخ١ح أٚ ..ذرضا٠ذ الإ -1
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2











LK

q

LK

q

L

MpK 
 

 
0

2











LK

q

KL

q

K

MpL 
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تٙا عٕاصش  َاٌحذٞ ط١ما ٌذاٌح وٛب دٚخلاط عاٌثا ٠ٚرٛلف عٍٝ إٌغثح اٌرٟ ذغرخذ الإحلاي٠ىْٛ ِعذي  -2

 . ٌٕغثح ٌىً ِٕٙاالإٔراج ِٚشٚٔح الإٔراج تا
 

0









L

K

MpK

MpL

dL

dK
r




 

  

 ذىْٛ ِشٚٔح الإٔراج تإٌغثح ٌىً عٕصش ثاترح .  -3
 

 





q

L

L

q
qL 

 





q

K

K

q
qK 

 داٌح وٛب دٚخلاط ذغاٚٞ اٌٛاحذ صح١ح . إحلايِشٚٔح  -4
 

 ٠ّٚىٓ اشرماق ٘زٖ اٌّشٚٔح وا٢ذٟ :            
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d
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d
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 ٌىٕٕا ٔحصً ِٓ داٌح وٛب دٚخلاط  عٍٝ ..
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MpL
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112 

































































L

K
d

dL

dK
d

L

K

dL

dK

  

وف أي انه طبقا لدالة إنتاج كوب دوجلاس إذا تغٌرت الأسعار النسبٌة لعناصر الإنتاج بمقدار واحد بالمائة فإنه س

  ٌتبع ذلك تغٌرا فً الاستخدام النسبً لهذه العناصر بمقدار واحد بالمائة أٌضا

  

     ذأخز ٘زٖ اٌذاٌح اٌص١غح اٌرا١ٌح   C.E.Sداٌح إٔراج   3-7

 

    
1

1
  LKAq 

 

 ح١ث ..

 q              اٌى١ّح إٌّردح 

A                        ثاتد ٠عثش عٓ  اٌىفاءج أٚ  دٚس اٌرم١ٕح 

L              ًّٚحذاخ ِٓ اٌعٕصش اٌع 

K              اٌّاي  سأطٚحذاخ عٕصش 

λλ                        ثاتد ٠ّثً ذٛص٠ع اٌذخً ت١ٓ اٌعٕاصش 

     الإحلايثاتد ٠ّثً ِشٚٔح                    

   

      δδ   q > 0   ,  A > 0 , L > 0  ,  K > 0  0 <                           ح١ث             

   ,   < 1    0  < λλ     1 - <أِا                                                                

 
ذغاٚٞ ٚاحذ  ٌٚىٕٙا لا ثاترح  إحلاياٌثاترح  لأٔٙا ذعطٟ ِشٚٔح  الإحلايٚلذ ع١ّد ٘زٖ اٌذاٌح تاٌذاٌح راخ ِشٚٔح  

ٚذحًّ أستعح الرصاد١٠ٓ   C . E . Sصح١ح وّا ٘ٛ اٌحاي فٟ داٌح إٔراج وٛب دٚخلاط . ٚلذ لاَ ترأ١ٌف داٌح إٔراج 

 .. ا٢ذ١ح٘زٖ اٌذاٌح اٌخصائص 
 

  αص٠ادج وً عٕصش ِٓ عٕاصش الإٔراج تٕغثح ثاترح  افرشضٕاذعرثش ٘زٖ اٌذاٌح ِردأغح ِٓ اٌذسخح الأٌٚٝ . فٍٛ  -1

  ٔحصً عٍٝ

      qLKq   


1

1 

 ٚع١ٍح فئْ ٘زٖ اٌذاٌح ذحمك غٍح حدُ ثاترح ... 
 

 ذحمك ٘زٖ اٌذاٌح إٔراخ١ح حذ٠ح ِٛخثح ٌىً عٕصش ِٓ عٕاصش الإٔراج .  -2

 
 حصً عٍٝ فثإٌغثح ٌعٕصش اٌعًّ ٚسأط اٌّاي     
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 عذد اٌٛحذاخ اٌّغرخذِح ِٓ ٘زا اٌعٕصش ٚثثاخ ذ٠ح ٌىً عٕصش ِع ص٠ادج اٌٛحذاخ ذرٕالص الإٔراخ١ح اٌح -3

 فثإٌغثح ٌعٕصش ذٕالص اٌغٍح . لإٔراخ١ح ٌىً عٕصش ذخضع ٌمأْٛ اٌّغرخذِح ِٓ اٌعٕصش اٌّشافك  أٞ أْ ا

  :ٔحصً عٍٝٚسأط اٌّاي اٌعًّ 
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      ١C .  E. Sاخ داٌح ٌىٓ ِٓ ِعط

  

 حٌث   

    0,0,0,0,0  KLAq         

 أما  

    01,0,1,10,0 Kq 

 

 

 وعلٌة نحصل على :
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 اذا كانت 
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 ونحصل على  
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 إذا كانت 
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 ِردأغح ِٓ اٌذسخح الأٌٚٝ فئْ ٔظش٠ح ا٠ٍٚش ذٕطثك ع١ٍٙا ِٚٓ ثُ  C . E . S داٌح الإٔراج ٌّٚا وأد 
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 أٞ أْ :
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 ٚوزٌه ..
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 ِٚٓ ثُ :
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 ٠ٚرثع رٌه أْ 
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 ٚع١ٍح فئْ الإٔراخ١ح اٌحذٞ ٌىً عٕصش ذخضع طثما ٌٙزٖ اٌذاٌح ٌمأْٛ ذٕالص اٌغٍح 
 

 

 

 أٞ أْ ..... ح اٌّغرخذِح ِٓ اٌعٕصش اٌّشافك ذرضا٠ذ الإٔراخ١ح اٌحذ٠ح ٌٍعٕصش اٌّع١ٓ إرا  ِا صادخ اٌى١ّ  -4
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         و١ّح ِٛخثح . ٟٚ٘

      


121211 LKQ 

 

    ٌذاٌح الإٔراج عاٌة ٠ٚرضح ِٓ ا٢ذٟ  rاٌحذٞ اٌفٕٟ  الإحلايِعذي  -5
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 ثاترح ٚذغاٚٞ :   C . E . Sداٌح إٔراج  إحلايِشٚٔح  -6







1

1
 

 ح١ث      
1 

 ٠ّٚىٓ إثثاخ رٌه وا٢ذٟ :   

 

 :  الإحلايح١ث أْ اٌذاٌح ِردأغح ِٓ اٌذسخح الأٌٚٝ فئٔٗ ٠ّىٓ أْ ٔطثك تشأٔٙا ِعادٌح ِشٚٔح    
 

 

        













































































































1212

11

2 11

1

LKq

K

q

L

q

KL

q
q

K

q

L

q

 
 ٔحصً عٍٝ :  الإحلايٚترع٠ٛض ٘زٖ اٌّعادلاخ فٟ ِعادٌح ِشٚٔح 

 







1

1
 

 ذغاٚٞ تاٌضشٚسج ٚاحذ صح١ح .. ثاترح ٌٚىٕٙا لا C . E . Sدح أْ ِشٚٔح إحلاي داٌح إٔراج ٚذٛضح ٘زٖ اٌذاٌح إٌر١
 

 

 

 

 


