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 نظرية التكاليف                                               الفصل الرابع

    دالة التكاليف 4-1
 

 ..بدالة التكاليف ويمكن التعبير عنها كالآتي  الإنتاجف العلاقة بين تكلفة الإنتاج وبين مستوى تعر                 
 

C = f ( q ) 

 ..حيث 

C  التكلفة الكلية 

q    مستوى الإنتاج 

 ..اريف الآتية ويمكن استنتاج التع                          

 عدد الوحدات المنتجة  ÷ة  أجمالي التكاليف المتغير= متوسط التكاليف المتغيرة 

 عدد الوحدات المنتجة ÷أجمالي التكاليف الثابتة  = متوسط التكاليف الثابتة    

 عدد الوحدات المنتجة ÷أجمالي التكاليف الكلية = متوسط التكاليف الكلية    

 ة عند تغير الإنتاج بوحدة واحدة التغير في التكاليف الكلي= التكاليف الحدية 

dq

dc
Mc  

 ..تناقص التكلفة الحدية إذا كان ت

 
0

dq

cd

dq

Mcd
2

2

 

 ..تتزايد التكلفة الحدية إذا كان 

 
0

dq

cd

dq

Mcd
2

2

 

 ..لتكلفة الحدية ثابتة  إذا كان تبقى ا

 
0

dq

cd

dq

Mcd
2

2

 

  نفترض دالة التكاليف الآتية: مثال 

        

FgqbqaqC 23   

 

        F                 ة الثابتة التكلف    

gqbqaq 23   التكلفة المتغيرة      
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                                       تساوي   متوسط التكاليف الثابتة

q

F
 

 متوسط التكاليف المتغيرة

gbqaq
q

gqbqaq
AVc

q

V 2
23




 

                                           

 متوسط التكاليف الكلية

q

F
gbqaq

q

Fgqbqaq

q

C 2
23




 

 متوسط التكاليف الثابتة  –متوسط التكاليف الكلية = وعلية فإن متوسط التكاليف المتغيرة 

 

AFATcAVc  
 

  ..والتكلفة الحدية 

dq

dc
Mc  

gbq2aq3Mc  

 

 

 ويلاحظ أن التكلفة الحدية تساوي التكلفة المتوسطة عندما تكون الأخيرة عند نهايتها الصغرى 

minATcMc  

   

q

C
gbq2aq3

Cgqbq2aq3

0
q

Cqgbq2aq3

dq

ATcd

q

Fgqbqaq
ATc

2

23

2

2

23













 

 أي انه عندما يكون متوسط التكاليف عند نهايتها الصغرى نحصل على 

 

minATcMc  
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 ة مع زيادة الإنتاج تويمكن تحديد ما إذا كانت التكلفة الحدية في مثالنا هذا تتناقص أو تتزايد أو تبقى ثاب
 

 
a3

b

a6

b2
qb2aq60b2aq6

dq

Mcd
] g + q 2b- q² [3a = MC    

 واضح أن 

  

                                                           إذا كانت 
a3

b

a6

b2
q  

وتكون 
   

a

b
qifbaq

dqa

b
qifbaq

dq 6

2
260

Mcd

6

2
260

Mcd
        

 

 . 2b/6a وتتزايد عند مستويات التي تفوق   2b/6a وعلية فإن التكلفة الحدية تتناقص عند مستويات اقل من 

                                                         Mc 

 

 

                                                                    
a6

b2
 

 

         مرونة التكاليف وغلة الحجم 4-2

 

   -: تعرف مرونة تكاليف الإنتاج  كالآتي  

c

q

dq

dc
S  

 

 حيث

 c جملة التكاليف 

 q وحدات الإنتاج 
 

 عامل التكاليف النسبية بم Sويرمز أحيانا إلى  

كما يرمز إلى مقلوب 
S

1
 بمعامل الكفاءة النسبية للمنشأة  
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 وضيح العلاقة بين التكلفة الحدية ويمكن استخدام مرونة التكلفة الكلية بالنسبة للإنتاج ومرونة التكلفة المتوسطة بالنسبة للإنتاج في ت

 

 .فمرونة التكاليف المتوسطة تعرف كالتالي  .تزايدة والمتوسطة وتحديد ما إذا كانت تكلفة الحجم متناقصة أو م
 

 
 

 
 

 
 

   
  1S

Tc

Tc

Tc

Q
McS

Tc

Tc

Tc

McQ

Tc

Q

Q

TcMcQ

Tc

Q

Q

Tc
dQ

dTc
Q

S

Tc

Q

dq

ATcd

Q

Tc

Q

dq

ATcd

ATc

Q

dq

ATcd
K

TC

Q
Mc

TC

Q

dq

dTc
S

2

2

2

2

2




































 

 

 وعلية فإن  

1SS  

 

1Sأي انه  إذا كانت     فإن مرونة التكاليف المتوسطة S  سوف تكون سالبة   

 

 . تكاليف وهذا يشير إلى وجود تكلفة متناقصة أي أن الزيادة في الإنتاج سوف تتحقق بزيادة نسبة اقل في ال

 

1Sوالعكس لو كانت   . 

 

1Sأما إذا كانت       فإن التكلفة تكون ثابتة أي أن الزيادة الطفيفة في الإنتاج سوف يتبعها زيادة في التكاليف بنفس النسبة 

 

0Sوفي هذه الحالة   

 

 ويكون لدينا

1
c

q

dq

dc
S  

 

 

   أي أن 

q

c

dq

dc
 

 

 ( .ثبات التكلفة )  لمتوسطة وتكون الأخيرة ثابتة عند كل  حجم إنتاجفالتكلفة الحدية تتساوى مع التكلفة ا 
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    شروط تصغير تكلفة الإنتاج 4-2

 

عناصر الإنتاج  إنولنفترض . المنتجات أو عناصر الإنتاج فإن هذه التكاليف لن تتغير وعلية   Fلنفترض أن تكلفة الإنتاج الثابتة هي      

           فنحصل على   P1, P2 , ..,Pnمنها بالأسعار منها بالأسعار   شراء أي كمياتوانه يمكن  X1 . X2 , ..., Xn هي 





n

i

PiXiFC
1

 

 .التكاليف الكلية      C..  حيث 

 Q = Ø (X1 , X2,…..,Xn)                                    ..ولنفترض أن دالة الإنتاج هي 

 

 ...ة أو كمية ثابت لإنتاجفتصبح مشكلتنا تحقيق اقل تكلفة ممكنة 

Minimize                                                       



n

i

PiXiFC
1

 

                                     S.T                   q` = U = Ø (X1 , X2,…..,Xn)                                                    

 

 وباستخدام دالة .. ل على اقل تكاليف ممكنة مع مراعاة قيد الإنتاج أي الحصول على مقدار ثابت من الإنتاج  أي أن المطلوب هو الحصو

 

                               .. لاجرانج نحصل على   XnXXqPiXiFL
n

i

,...,, 21

1

  


 

 

 ...وتعطى الشروط الضرورية للتوازن 

∂L /∂xi  =  pi  -    λ  øi  = 0 =Li 

L λ = q` - Ø (X1 , X2,…..,Xn) 

 ..حيث 

∂ Ø /∂xj                              ((  ii==  11,,  ......,,  nn  )) =i Ø                                                     

 ..ومن هذه الشروط نحصل على 

Ø1/P1  = Ø 2/P2  = ....= Øn/Pn   = 1/ λ 
 

سوف تكون     λ /1يف عند نهايتها الصغرى فإن الإنتاجية الحدية لأخر وحدة نقدية وتوضح هذه المعادلة الأخيرة انه عندما تكون التكال

   λ  = ∂ c /∂q :تمثل التكلفة الحدية أي يمكن إثبات أن     λ  ويمكن إثبات  أن  .الإنفاق  أوجهمتساوية في كل وجه من 

  

  .                                    .فواضح من معادلة التكاليف أن  
 


n

i

n

i

dPiXiPidXidC
1 1

 

                    وواضح من دالة الإنتاج أن 



n

i

idXidq
1

  ...على ( بافتراض ثبات الأسعار)وبقسمة المعادلتين نحصل            







































  











  

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

idXi

idXi

idXi

dXii

idXi

dPiXiPidXi

dXdX

dPiXiPidXi

dQ

dC

1

1

1

1

1

1 1

2211

1 1

0

 

 pi    =  λ  øi .                         ..لكن من شروط التوازن أعلاه نحصل على 

  Pi =∂c/ ∂q   øi                                 ..وعلية فإنه عند التوازن نحصل على 

 

بد وتشير هذه المعادلة الأخيرة إلى انه عندما تكون التكاليف قد وصلت إلى أدني حد لها عند مستوى إنتاج معين فإن  ثمن العنصر للإنتاج لا

  c/ ∂q  = λ∂أيضا من المعادلة . ة لهذا العضو مضروبة في التكلفة الحدية وان يساوي التكلفة الإنتاجية الحدية المادي
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                                                 λ /∂ q = ∂²c/ ∂q² ∂نحصل على 

 

                                                        λ /∂ pj =∂²c/ ∂q ∂ pj ∂ ....  وكذلك

 

 λ  = pj / øj                                                  ..ن إلا انه عند التواز

                          ..وبالتعويض نحصل على    
jj

Pj

j
Pj

Pj

Pj
j

dPj

d






 1
2











 

                                               

 ...إذن            øj = ∂q /∂xj                                                            وبما أن  

 

∂ λ /∂pj =∂ xj /∂q 

 
 λ /∂pj ∂                                                               وبتعويض قيم 

 

 ²c/ ∂q ∂ pj  = ∂ xj /∂q∂                                                ...نحصل على 

 
الإنتاج بالنسبة للكمية المنتجة لابد وان يساوي التغير في التكلفة الحدية  وتشير المعادلة الأخيرة إلي أن التغير في أي عنصر من عناصر

 ويتطلب الشرط الكافي للتوازن أن تكون كافة محددات هيشيان المطوقة سالبة أو . بالنسبة لثمن هذا العنصر 
 

H`j < 0                                                    ( j = 2,3..., n)      

 ... حيث                               

0

22

21

21

2221

111211

n

nnnnn

n

LLL

nLLL

LLL

nH



















 

 

نحصل سالبة ويمكن إثبات أن هذا اشرط يتحقق بالتعويض   H`2وفي حالة ما إذا كان هناك عنصرين إنتاج فقط فان الشرط الكافي يتطلب 

0                على 

021

22221

11211

2 















H        وبتعويض المعادلة     pi = øi λ     نحصل على ..

}  ²p +  pp 2 -  ²p { 
1

 = H

0

11212212212

21

2
2221

1
1211

2 




















PP

P

P

H 

 
فأن الكميات داخل القوس لابد وان تكون سالبة حتى يتحقق الشرط الكافي للتوازن إلا أن هذه الكميات ليست إلا صيغة   λ.0 <وحيث أن 

وعلية فأن تناقص الإنتاجية  ø11 < 0          ø22   >  ø12²  ø11.. وعلية تكون سالبة بالتأكيد إذا كانت   p1 , p2في المتغيرين  تربيعي

 . الحدية لعناصر الإنتاج ليست شرطا كافيا لتحقيق اقل تكلفة ممكنة 
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 :المذكورة  الإنتاجالمعطى بدالة  الإنتاجتصغير دالة التكاليف الآتية إلى أدنى حد مع مراعاة قيد  المطلوب مثال  

 

Minimize  : C = P1 X1 + P2 X2                               ST :   q` = A X1
α
 X

 
2
1-α 

 

 ..من دالة لاجرانج نحصل على 

  
 

       

   

   
  2211

1

2

2

1

2

1

2

1

1

21

1

21

2

2

2

22122

1

1

1

1

1

2

1

111

1

212211

1
11

0

1
0

1
01

00

XPXP
X

X

P

P

X

q

X

q

P

P

XXqXXqL

X

q
P

X

q
PXXPL

X

q
P

X

q
PXXPL

XXqXPXPL
























































 

  H`2 < 0  ويتطلب الشرط الكافي أن تكون 

   

   
 

 

0

0
1

1
11

11

21

2

2

221

121

2

1

2 















X

q

X

q

X

q
q

X
q

XX

X

q
q

XX
q

X

H



















 

.نحصل علىوبتعويض الشرط الضروري للتوازن 

  

  1

2

2

1

1 X

X

P

P






     

 

 

 

 
 

 

0

0
1

1
1

1

21

21

2

2

1

11

2

1

1

2 















X

q

X

q

X

q

X

P

X

P

X

q

X

P

X

P

H









 

 

  
 

   
 

 
   

 
0

1

11

1
1

0
1

11

1
1

21

21

21

21

21

21

21

2

















qq

qPP

qPP

XX

X

q

X

q

qPP

qPP

XX
H














    

 

 

   

 

   
21

21

21

21

21

21
2

001

111

11

011

11

1

XX

qPP

XX

qPP

XX

qPP
H












 









 

 
 
 C = P1 X1 + P2 X2: وعند التوازن . أي أن الشرط الكافي للتوازن يتحقق أيضا   
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α λ q` / X1 ) X1  +  (  1-α ) λ q` / X2) X2  )=  C 

 

 `C = λ q      أي أن أي أن 

  

     تكلفة الإنتاج طويلة الآجل 4-4
 

 X1 , X2 , ...., Xmوعلية لو كانت عناصر الإنتاج المتغيرة في الآجل القصير . تصبح كافة عناصر الإنتاج متغيرة في الأجل الطويل  

 كالتالي فإن دالة تكاليف الإنتاج طويلة الأجل تكتب  Y1 , Y2 , ..., Ynبينما العناصر الثابتة هي 

 YnYYPiXiC
m

i

,....,, 21

1




 

 :لتصغير دالة التكلفة أعله إلى حدها الأدنى مع الأخذ بالاعتبار قيد الإنتاج i  (i = 1, ..., m  )سعر العنصر  Piحيث 

 
 YnYYXmXXq ,....,,,,...,, 2121    

                                نستخدم دالة لاجرانج        YnYYXmXXqYnYYPiXiL
m

i

,....,,,,...,,,....,, 212121

1

 


 

 ...وتعطي الشروط الضرورية للتوازن 

LXI =∂L/∂X1 = Pi  -  λ ∂q/∂X1  =  0  ;      (  i = 1 , ..., m) 

 

L YI=∂L/∂Y1 = ∂ Ψ /∂Y1  -  λ ∂q/∂Y1    =  0  ;      (  i = 1 , ..., n) 

 

Lλ  = {q`- ø (X1,X2,…..,Xm ,  Y1,Y2,…..,Yn)} = 0 

 

 دلات دالة ويعطي حل هذه المعا. متغير  m+n+2معادلة يمكن حلها في عدد   m+n+2وتعطي هذه المعادلات مع معادلة التكاليف عدد         

 :ويلاحظ أن  `qكمية ثابتة  لإنتاجتمثل اقل تكلفة  Cحيث    C = c ( q ): الإنتاج طويلة الأجل  
 

  c/qمتوسط التكاليف المتغيرة = متوسط التكاليف الكلية في الأجل الطويل  ( أ

  dc/dq= التكاليف الحدية في الأجل الطويل  ( ب

 (عند نهايتها الصغرى)متوسطة في الأجل الطويل التكلفة ال= التكلفة الحدية في الأجل الطويل  ( ت

التكلفة الحدية في الأجل الطويل  عندما يصبح منحنى التكلفة المتوسطة في الأجل  عتتساوى التكاليف الحدية في الأجل القصير م ( ث

 .الطويل مماسا لمنحنى التكلفة المتوسطة في الأجل القصير عند نهايتها الصغرى 

  

 :  الإنتاجفي هذه الحالة تكون دالة . هناك منشأة تنتج العديد من المنتجات  إنلنفترض     ذو المنتجات المتعددةتكلفة إنتاج المنشات  4-5

 

ø (q1,q2,…..,qk ,  X1,X2,…..,Xn) = 0 

 

  I الإنتاجعنصر  إلىتشير  xiوحيث   jالمنتج  إلىتشير  qjحيث 

 

:  فالتكاليفإذا افترضنا دالة 



n

i

PiXiFC
1

 

  q`1 , q`2 , …, q`k( او ثابتة )كميات محددة  لإنتاجفإن مشكلة هذه المنشأة تصبح محاولة تحقيق اقل تكلفة ممكنة 

 

 

 

 .من دالة لاجرانج نحصل على 

 

    YnYYqXnXXqkqqPiXiL
m

i

....,,,,...,,,,....,, 212121

1

 

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 : وتعطي الشروط الضرورية للتوازن 

LXI =∂L/∂X1 = Pi   + λ ∂ø /∂X1  =  0 

 

Lqj =∂L/∂qj =  λ ∂ø /∂qj  =  0 

 

0  = = ø (q1,q2,…..,qk ,  X1,X2,…..,Xn) λ L 

 

 

    i =1 , 2 , …,  n            j = 1 , 2 , … , kحيث 

 

 : فإنه يتبع ذلك  λ   0 < إنذات المنتج الفردي  وحيث  المنشاةوتشبه هذه المعادلات تماما تلك التي حصلنا عليها من توازن 

 

0=∂ ø /∂qj   0يحدث إذا كانت   والذي لابد وان  =ø  وبحل المعادلات التي نحصل عليها من الشروط الضرورية للتوازن نحصل 

 

 ( q1,q2,…..,qk)    المنتجات لإنتاجاقل تكلفة   Cحيث تمثل      F  +  = c (q1,q2,…..,qk ) C    على دالة التكاليف 

 

  الإنتاجاشتقاق دالة التكاليف من دالة  4-6

 

 س حالة دالة كوب دوجلا 4-6-1

 

  Wوثمن وحدة عنصر العمل  P الإنتاجدوجلاس وان ثمن وحدة  منشأه ما يتبع دالة كوب إنتاج إنلو افترضنا                    

 

 تعمل في ظل المنافسة الكاملة فإنه  المنشأة إنافترضنا  وإذا, نشتق دالة تكاليف  إنف؟إنه يمكننا ,   Kالمال  رأسبينما ثمن عنصر 

 

 q = A  L :ويمكننا  توضيح ذلك فيما يلي . نشتق دالة العرض  إنيمكننا 
α
  K 

β
 CC  ==  WW  LL  ++  II  KK  : الإنتاجتكلفة  إنولنفترض     

 

..على  الأخيرةفنحصل من المعادلة ,  الكليةتمثل التكاليف   Cحيث 
I

WLC
K


  وبتعويض هذه المعادلة في دالة كوب دوجلاس

                                             :نحصل على 

   













 


I

WLC
ALq  

 : نحصل على  الأخيرةومن هذه المعادلة      

 

























 







 

























 








 













I

W
L

I

WLC

I

WLC
AL

I

W

I

WLC
AL

I

WLC
AL

L

q














1

1

1

1 

 

   A > 0     حيث أن          q /∂L= 0∂  عند نهايته العظمى نحصل على الإنتاجحينما يكون 
1

1 00












 








 






I

WLC

I

WLC
L 

0وعلية فإن 

1

1 






 








I

WLC
AL  0 :عند نهايته العظمى فإن ومعنى ذلك انه عندما يكون الإنتاج
























 

I

W
L

I

WLC
 

 

 :نحصل على  الأخيرةومن هذه المعادلة 
I

WL

I

WL

I

C 
 ومنها نحصل على :  αα  CC  ==  WWLL  ((αα    ++  ββ  ))  

  أو  
W

C
L 














    وبتعويض هذه المعادلة في المعادلة :
I

WLC
K


 نحصل على     

 
I

W

C
WC

K

















 بضرب  

 نحصل على       (( α  + β) البسط والمقام في 
 








I

CCC
K  ومنها نحصل على: 

 





I

C
K




      

  

                                                في المعادلة الأخيرة وقيمة  K  بتعويض قيمة
    W

C
L 







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 :ي دالة كوب دوجلاس نحصل على ف

       












 



















































 C

IW
Aq

I

C

W

C
Aq

1 

  

            وعلية 
    



 


 

















IW

A

q
C  وبضرب الأس في مقلوب     ومنها نحصل على : 

 

 
     















































IW

A

q
C

1

 

 

 عند التوازن في ظل المنافسة  لأنهوذلك        MC=∂C /∂q= p ويمكن استنتاج دالة العرض باستخدام المساواة   وهي دالة التكاليف 

 

  من المعادلة الأخيرة نحصل على  Mc = p الكاملة يساوي الثمن التكلفة الحدية  

  

  














































































































IW
q

A
q

C
P

1
1

1

1

1    

 وعلية 

P
IW

Aq
































































 
1

1
1

 

                                  ومن ثم    





































































  1
11

1

1

P
IW

Aq 

 

ويلاحظ أن دالة التكاليف .عن دالة العرض لأي منشأة تتبع دالة الإنتاج  كوب دوجلاس وتعمل في ظل المنافسة الكاملة وهي عبارة 

فإن   α+ β = 1كما يلاحظ انه إذا كانت  . ومستوى الإنتاج (  المال  رأسثمن ) وسعر الفائدة ( ثمن العمل ) خطية في لوغاريتم الأجور 

 .ويصبح منحنى العرض مرنا مرونة لانهائية , وى الإنتاج التكلفة تصبح نسبية لمست
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     C.E.Sحالة دالة الإنتاج  4-6-2

 

  ..ويمكن توضيح ذلك كالآتي  SMACيمكن أيضا اشتقاق دالة التكاليف إذا كانت المنشأة تتبع دالة إنتاج  

 

WLIKC                                      :هي  الإنتاجتكلفة  إنلنفترض      
 

                                                            ومن ثم    
W

IKC
L




 
 

  C.E.Sوبالتعويض في دالة 

  


 

1

1



  LKq  نحصل على 


 

1

1

























 


W

IKC
Kq  

0لتعظيم الإنتاج يجب إن يكون
dK

dq
 التوازن على  وعلية نحصل عند 

 

      


































 








 












1

11
1

11
1



 
 W

IKC

W

I
KLK

K

q
 

 وعلية عند التوازن نحصل على 

  01

1

1 






 








 
W

IKC

W

I
K 

 
1

1 1











 




 
W

IKC

W

I
K 

فإذا قسمنا طرفي المعادلة على 
1K  نحصل على 

  1

1

1 










 
 



 K
W

IKC

W

I
 

                                             وبقسمة الطرفين على 

1








 


W

IKC
 

                                            نحصل على

  
  



 










  1

11

1 K
W

I

W

IKC
 

 ويمكن إعادة كتابة هذه المعادلة كالآتي

  K
W

I

W

IKC 
























   1

1

1

1
1

1

1  

           نحصل على Wبضرب طرفي المعادلة في         KWIIKC






 



11

1

1

1

11

1

 

 ىومن هذه المعادلة نحصل عل
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        KWIKIC










11

1

1

1

1

1

1

1

1 

                                                     























 

11

1

1

1

1

1

1

1

1 WIIKC 

     وبقسمة طرفي المعادلة على  1

1

I     نحصل على

 

   





















 




 












 1

1

1
11

1
1

1

1 WIKC
I

  

                                                                بتعويض
      

 











1

1

I
Q 

    








  
  11

1
11

1

1 WIM 

 








 


1

1

1

W
N 

                                     نحصل على
M

CN
L

M

CQ
K 








  

وبتعويض هذه القيم في دالة الإنتاج نحصل على 

 

 




1

1


































M

CN

M

CQ
q   

     
1

1
  NQMCq     

          NQMCq 1  

وعلية                                                1
1

    NQMqC 

    
1

11   NQMqC 

                                 وبتعويض قيمة      














11

1

11

1

1 WIM 

              في المعادلة نحصل على 

               

     







 



1

111

1

11
1

1

 































NQWI
q

C  

 في المعادلة الأخيرة نحصل على    Q , Nيض قيمة بتعو
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   


















 




1

11

1

11

1

111

1

11
1

1

























































 



WIWI
q

C 

  qWIC



























 
















111

1
1

1

1
1

    

          qWIC




 




 

















1

1

1

1

1

1
1

 

 .دالة خطية في الإنتاج وهو ما نتوقعه في حالة دوال الإنتاج الخطية المتجانسة  أنهاوهي دالة التكاليف ويلاحظ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


