
الممیزة والمتجھات القیم
الإستقطار

والإستقطار الممیزة والمتجھات القیم

بلال المنجي د.

سعود الملك جامعة

2017 أكتوبر 4

والإستقطار الممیزة والمتجھات القیم بلال المنجي د.



الممیزة والمتجھات القیم
الإستقطار

المحتویات

الممیزة والمتجھات القیم 1

الإستقطار 2

والإستقطار الممیزة والمتجھات القیم بلال المنجي د.



الممیزة والمتجھات القیم
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الممیزة والمتجھات القیم

تعریف
للمصفوفة ممیزة قیمة ھي λ أن نقول .λ ∈ R كان و مصفوفة A ∈ Mn(R) كانت إذا
متجھ X یسمى الحالة ھذه في و AX = λX بحیث X ̸= 0 و X ∈ Rn وجد إذا A

.λ الممیزة للقیمة بالنسبة ممیز
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الممیزة والمتجھات القیم
الإستقطار

مبرھنة
كان وإذا إلا A للمصفوفة ممیزة قیمة λ فإن .λ ∈ R و مصفوفة A ∈ Mn(R) كانت إذا

.|λI − A| = 0

والإستقطار الممیزة والمتجھات القیم بلال المنجي د.



الممیزة والمتجھات القیم
الإستقطار

تعریف
فإن مصفوفة A ∈ Mn(R) كانت إذا

.A للمصفوفة الممیزة الحدود كثیرة یسمى |λI − A| = 0

والإستقطار الممیزة والمتجھات القیم بلال المنجي د.
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مثال
التالیة للمصفوفات الممیزة القیم أوجد

.A =

−1 4 −2
−3 4 0
−3 1 3

 ,A =

5 4 2
4 5 2
2 2 2

 ,A =

 1 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1
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الممیزة والمتجھات القیم
الإستقطار

تعریف
A ∈ Mn(R) مصفوفة أن نقول

معكوس لھا P ∈ Mn(R) مصفوفة وجدت إذا (diagonalizable) للإستقطار قابلة
قطریة. P−1AP المصفوفة تكون بحیث

والإستقطار الممیزة والمتجھات القیم بلال المنجي د.



الممیزة والمتجھات القیم
الإستقطار

مبرھنة
ممیز متجھ n لھا كان إذا وفقط وإذا إلا للإستقطار قابلة A ∈ Mn(R) مصفوفة تكون

.Rn لــ أساسا المتجھات ھذه تشكل الحالة ھذه وفي خطیا. مستقلة

والإستقطار الممیزة والمتجھات القیم بلال المنجي د.
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أمثلة
تكون بحیث معكوس لھا P ∈ Mn(R) أوجد و للإستقطار قابلة التالیة المصفوفات أن أثبت

.A15 أوجد ثم قطریة P−1AP المصفوفة

.A =

−1 4 −2
−3 4 0
−3 1 3

 ,A =

5 4 2
4 5 2
2 2 2

 ,A =

 1 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1



والإستقطار الممیزة والمتجھات القیم بلال المنجي د.
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الإستقطار

تعریف
نعرف ،A للمصفوفة ممیزة قیمة λ و A ∈ Mn(R) مصفوفة لتكن

Eλ = {X ∈ Rn; AX = λX}

.λ الممیزة للقیمة الممیز الفضاء ویسمى

والإستقطار الممیزة والمتجھات القیم بلال المنجي د.



الممیزة والمتجھات القیم
الإستقطار

ملاحظة
فإن ،A ∈ Mn(R) لمصفوفة ممیزة قیمة λ كانت إذا

.Rn من جزئي فضاء Eλ = {X ∈ Rn; AX = λX}

والإستقطار الممیزة والمتجھات القیم بلال المنجي د.



الممیزة والمتجھات القیم
الإستقطار

تعریف
الممیزة الحدود كثیرة كانت و مصفوفة A ∈ Mn(R) كانت إذا

qA(λ) = (λ− λ1)
mQ(λ)

للقیمة الجبري التعدد یسمى و m تعدد لھا λ1 الممیزة القیمة أن فنقول Q(λ1) ̸= 0 بحیث
التعدد فیسمى Eλ1 = {X ∈ Rn; AX = λ1X} الممیز الفضاء بعد أما λ1 الممیزة

.λ1 الممیزة للقیمة الھندسي

والإستقطار الممیزة والمتجھات القیم بلال المنجي د.



الممیزة والمتجھات القیم
الإستقطار

مبرھنة
الممیزة الحدود كثیرة كانت و مصفوفة A ∈ Mn(R) كانت إذا

qA(λ) = C(λ− λ1)
m1 . . . (λ− λp)

mp

ممیزة قیمة لكل الجبري التعدد یساوي الھندسي التعدد كان إذا و إلا للإستقطار قابلة A فإن
للمصفوفة.

والإستقطار الممیزة والمتجھات القیم بلال المنجي د.
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ملاحظة
خاصة حالة

للإستقطار. قابلة A فإن مختلفة ممیزة قیمة n لھا و مصفوفة A ∈ Mn(R) كانت إذا

والإستقطار الممیزة والمتجھات القیم بلال المنجي د.



الممیزة والمتجھات القیم
الإستقطار

تمرین
المصفوفة تكون بحیث P المصفوفة أوجد و التالیة للمصفوفة الإستقطار قابلیة ابحث

قطریة. P−1AP

A =

(
5 4
−4 −3

)
ھي A للمصفوفة المیزة الحدود كثیرة الحل

qA(λ) =

∣∣∣∣5− λ 4
−4 −3− λ

∣∣∣∣ = (1− λ)2.

للإستقطار. قابلة لیست المصفوفة إذًا

والإستقطار الممیزة والمتجھات القیم بلال المنجي د.



الممیزة والمتجھات القیم
الإستقطار

تمرین
المصفوفة تكون بحیث P المصفوفة أوجد و التالیة للمصفوفة الإستقطار قابلیة ابحث

قطریة. P−1AP

A =

(
−10 −6
18 11

)
ھي A للمصفوفة المیزة الحدود كثیرة الحل

qA(λ) =

∣∣∣∣−10− λ −6
18 11− λ

∣∣∣∣ = (λ− 2)(1 + λ).

للإستقطار. قابلة المصفوفة إذًا

والإستقطار الممیزة والمتجھات القیم بلال المنجي د.
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الإستقطار

.E2 = ⟨(1,−2)⟩ و E−1 = ⟨(−2, 3)⟩

D =

(
−1 0
0 2

)
ھي القطریة المصفوفة

.P =

(
−2 1
1 −2

)
ھي P المصفوفة و
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تمرین
المصفوفة تكون بحیث P المصفوفة أوجد و التالیة للمصفوفة الإستقطار قابلیة ابحث

قطریة. P−1AP

A =

 5 0 4
2 1 5
−4 0 −3


ھي A للمصفوفة المیزة الحدود كثیرة الحل

qA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
5− λ 0 4
2 1− λ 5
−4 0 −3− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)3.

للإستقطار. قابلة لیست المصفوفة إذًا

والإستقطار الممیزة والمتجھات القیم بلال المنجي د.
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الإستقطار

تمرین
المصفوفة تكون بحیث P المصفوفة أوجد و التالیة للمصفوفة الإستقطار قابلیة ابحث

قطریة. P−1AP

A =

 1 0 0
−1 1 −1
1 0 2


ھي A للمصفوفة المیزة الحدود كثیرة الحل

qA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 0
−1 1− λ −1
1 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)2(2− λ).

والإستقطار الممیزة والمتجھات القیم بلال المنجي د.



الممیزة والمتجھات القیم
الإستقطار

للإستقطار. قابلة المصفوفة إذًا .E2 = ⟨(0, 1,−1)⟩ E1و = ⟨(0, 1, 0), (1, 0,−1)⟩

D =

1 0 0
0 1 0
0 0 2

 ھي القطریة المصفوفة

.P =

0 1 0
1 0 1
0 −1 −1

 ھي P المصفوفة و

والإستقطار الممیزة والمتجھات القیم بلال المنجي د.



الممیزة والمتجھات القیم
الإستقطار

تمرین
المصفوفة تكون بحیث P المصفوفة أوجد و التالیة للمصفوفة الإستقطار قابلیة ابحث

قطریة. P−1AP

A =


5 −3 0 9
0 3 1 −2
0 0 2 0
0 0 0 2


ھي A للمصفوفة المیزة الحدود كثیرة الحل

qA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
5− λ −3 0 9
0 3− λ 1 −2
0 0 2− λ 0
0 0 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (5− λ)(3− λ)(2− λ)2.

.2 یساوي E2 الممیز الفضاء بعد كان وإذا إلا للاستقطار قابلة المصفوفة تكون
والإستقطار الممیزة والمتجھات القیم بلال المنجي د.
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الإستقطار

للاستقطار. قابلة A المصفوفة إذا .E2 = ⟨(1, 1,−1, 0), (−1, 2, 0, 1)⟩
.E3 = ⟨(3, 2, 0, 0)⟩ و E5 = ⟨(1, 0, 0, 0)⟩

D =


5 0 0 0
0 3 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 ھي القطریة المصفوفة

.P =


1 3 1 −1
0 2 1 2
0 0 −1 0
0 0 0 1

 ھي P المصفوفة و

والإستقطار الممیزة والمتجھات القیم بلال المنجي د.



الممیزة والمتجھات القیم
الإستقطار

تمرین
المصفوفة تكون بحیث P المصفوفة أوجد و التالیة للمصفوفة الإستقطار قابلیة ابحث

قطریة. P−1AP

A =

 2 2 −1
1 3 −1
−1 −2 2


ھي A للمصفوفة المیزة الحدود كثیرة الحل

qA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 2 −1
1 3− λ −1
−1 −2 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = −(λ− 1)2(λ− 5).

والإستقطار الممیزة والمتجھات القیم بلال المنجي د.



الممیزة والمتجھات القیم
الإستقطار

للاستقطار. Aقابلة المصفوفة إذًا ,E5 = ⟨(1, 1,−1)⟩ ,E1 = ⟨(1, 0, 1), (−2, 1, 0)⟩

P =

1 −2 1
0 1 1
1 0 −1

ھيP المصفوفة Dو =

1 0 0
0 1 0
0 0 5

ھي القطریة المصفوفة

والإستقطار الممیزة والمتجھات القیم بلال المنجي د.
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الإستقطار

تمرین
المصفوفة تكون بحیث P المصفوفة أوجد و التالیة للمصفوفة الإستقطار قابلیة ابحث

قطریة. P−1AP

A =

 7 4 16
2 5 8
−2 −2 −5


ھي A للمصفوفة المیزة الحدود كثیرة الحل

qA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
7− λ 4 16
2 5− λ 8
−2 −2 −5− λ

∣∣∣∣∣∣ = −(λ− 3)2(λ− 1).

قابلة A المصفوفة إذًا ,E1 = ⟨(2, 1,−1)⟩ ,E3 = ⟨(1,−1, 0), (4, 0,−1)⟩
للاستقطار.

والإستقطار الممیزة والمتجھات القیم بلال المنجي د.
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P =

 2 1 4
1 −1 0
−1 0 −1

ھيP المصفوفة Dو =

1 0 0
0 3 0
0 0 3

ھي القطریة المصفوفة

والإستقطار الممیزة والمتجھات القیم بلال المنجي د.



الممیزة والمتجھات القیم
الإستقطار

تمرین
المصفوفة تكون بحیث P المصفوفة أوجد و التالیة للمصفوفة الإستقطار قابلیة ابحث

قطریة. P−1AP

A =


2 −1 0 1

2
0 1 0 1

2
−1 1 1 −1
1 −1 1 3


ھي A للمصفوفة المیزة الحدود كثیرة الحل

qA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2− λ −1 0 1

2
0 1− λ 0 1

2
−1 1 1− λ −1
1 −1 1 3− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)(2− λ)3.

.3 یساوي E2 الممیز الفضاء بعد كان وإذا إلا للاستقطار قابلة المصفوفة تكون
للاستقطار. قابلة لیست المصفوفة إذًا .E2 = ⟨(−1, 1, 0, 2), (−1, 0, 1, 0)⟩

والإستقطار الممیزة والمتجھات القیم بلال المنجي د.
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