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الداخلي الضرب تعریف

تعریف
.R على متجھات فضاء V لیكن

لكل یلي ما كل تحقق إذا V على داخلي ضرب ھي ⟨ , ⟩ : V×V −→ R الدالة أن نقول
.α ∈ R ,u, v,w ∈ V

⟨u, v⟩ = ⟨v, u⟩ 1

⟨u + v,w⟩ = ⟨u,w⟩+ ⟨v,w⟩ 2

⟨αu, v⟩ = α⟨u, v⟩ 3

⟨u, u⟩ ≥ 0 4

⟨u, u⟩ = 0 ⇐⇒ u = 0 5
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أمثلة

یلي: كما معرف Rn على المعتاد الداخلي الضرب 1

,v = (v1, . . . , vn) و u = (u1, . . . , un) ,u, v ∈ Rn كان إذا

⟨u, v⟩ =
n∑

j=1

ujvj = u1v1 ++ . . .+ unvn.

, f, g ∈ E لكل .[0, 1] على المتصلة الدوال فضاء E = C([0, 1]) كان إذا 2

یلي: كما E على الداخلي الضرب نعرف

⟨f, g⟩ =
∫ 1

0
f(t)g(t).
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ملاحظة

فإن a, b, c, d ∈ R ,u, v,w, x ∈ E كان وإذا داخلي ضرب فضاء (E, ⟨ , ⟩) كان إذا

⟨u + v,w + x⟩ = ⟨u,w⟩+ ⟨u, x⟩+ ⟨v,w⟩+ ⟨v, x⟩.
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الأول المثال

نعرف ،v = (a, b) و u = (x, y) لیكن

⟨u, v⟩ = 2ax + by − bx − ay

.R2 في داخلیا ضربا تمثل ⟨ , ⟩
.⟨u, u⟩ = 0 ⇐⇒ u = 0 و ⟨u, u⟩ ≥ 0 أن نثبت أن یكفي

⟨u, u⟩ = 2x2 + y2 − 2xy = (x − y)2 + x2 ≥ 0

.⟨u, u⟩ = 0 ⇐⇒ u = 0 و
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الثاني المثال

نعرف ،v = (a, b, c) و u = (x, y, z) لیكن

⟨u, v⟩ = 2ax + by + 3cz − bx − ay + cy + bz

.R3 في داخلیا ضربا تمثل ⟨ , ⟩
.⟨u, u⟩ = 0 ⇐⇒ u = 0 و ⟨u, u⟩ ≥ 0 أن نثبت أن یكفي

⟨u, u⟩ = (y + z − x)2 − (z − x)2 + 2x2 + 3z2

= (y + z − x)2 + (x + z)2 + z2 ≥ 0
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الثالث المثال

نعرف ،v = (a, b, c) و u = (x, y, z) لیكن

⟨u, v⟩ = 2ax + by + cz − bx − ay + cy + bz

.R3 في داخلیا ضربا تمثل لا ⟨ , ⟩

⟨u, u⟩ = (y + z − x)2 − (z − x)2 + 2x2 + z2

= (y + z − x)2 + x2 + 2xz
= (y + z − x)2 + (x + z)2 − z2.
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الرابع المثال

نعرف ,A = (aj,k) ∈ Mn(R) مصفوفة كانت إذا

tr(A) =

n∑
j=1

aj,j

و
⟨A,B⟩ = tr(ABT)

.A,B ∈ Mn(R) لكل
.Mn(R) الفضاء على داخلیا ضربا تمثل (A,B) 7−→ ⟨A,B⟩
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تمرین
التالیة الدوال نعرف ,v = (y1, y2, y3) ,u = (x1, x2, x3) كان إذا

.f, g, h, k : R2 × R3 −→ R

.f(u, v) = x1y1 + x2y2 + 2x3y3 + x2y1 + 2x1y2 + x2y3 + y2x3 1

g(u, v) = x1y2 + x2y1 + x2y3 + x3y2 + 3x1y3 + 3x3y1. 2

h(u, v) = 3

x1y1 + x2y2 + x3y3 + x2y1 + x1y2 + x2y3 + y2x3 + x3y1 + x1y3.
k(u, v) = x1y1 + x2y2 + x3y3−x2y3−x3y2 + x1y3 + y1x3. 4

.R3 في داخلیا ضربا تمثل من f, g, h, k الدوال من من حدد
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الحل

.R3 في داخلیا ضربا تمثل لا f إذًا .f(u, v)− f(v, u) = x1y2 − x2y1 1

g(u, u) = 2x1x2 +2x2x3 +6x1x3 = 2(x1 + x3)(x2 +3x3)− 2

. .6x23 = (x1 + x2 + 4x3)2 − (x1 − x2 − 2x3)2 − 6x23
.R3 في داخلیا ضربا تمثل لا g إذًا

3

h(u, u) = x21 + x22 + x23 + 2x1x2 + 2x2x3 + 2x1x3
= (x1 + x2 + x3)2

لأن R3 في داخلیا ضربا تمثل لا h إذًا

h(u, u) = 0 ̸⇒ u = 0.

4
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k(u, u) = x21 + x22 + x23 − 2x2x3 + 2x1x3
= (x1 + x3)2 + x22 − 2x2x3
= (x1 + x3)2 + (x2 − x3)2 − x23

لأن R3 في داخلیا ضربا تمثل لا k إذًا

k(u, u) = 0 ̸⇒ u = 0.
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مثال
یكون حتى a, b قیم أوجد

⟨(x1, x2), (y1, y2)⟩ = x1y1 + x2y2 + ax1y2 + bx2y1

.R2 في داخلیا ضربا
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الحل

.a = b یكون أن بد لا ⟨(x1, x2), (y1, y2)⟩ = ⟨(y1, y2), (x1, x2)⟩ یكون حتى

⟨(x1, x2), (x1, x2)⟩ = x21 + x22 + 2ax1x2
= (x1 + ax2)2 + x22(1− a2).

.|a| < 1 كان إذا و إلا R2 في داخلیا ضربا تمثل ⟨ , ⟩ إذًا
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تعریف
داخلي. ضرب فضاء (E, ⟨ , ⟩) لیكن

یلي: بما المتجھ معیار أو طول نعرف ,u ∈ E كان إذا 1

∥u∥ =
√
⟨u, u⟩.

یلي: بما v و u بین المسافة نعرف ,u, v ∈ E كان إذا 2

d(u, v) = ∥u − v∥.

یلي: بما u, v ∈ E متجھین بین 0 ≤ θ ≤ π الزاویة نعرف و 3

cos θ =
⟨u, v⟩

∥u∥.∥v∥
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یلي بما المعرف M2(R), ⟨ , ⟩) الداخلي الضرب الفضاء لیكن

⟨A,B⟩ = tr(ABT).

المصفوفتین بین الزاویة ھي θ كانت إذا cos θ أوجد

.B =

(
2 1
1 1

)
و A =

(
1 −1
2 3

)
.∥B∥2 = 7 ,∥A∥2 = 12 ,ABT =

(
1 0
7 5

)
إذا

cos θ =

√
3√
7
.
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شوارتز) كوشي (متباینة مبرھنة
إذا u, v ∈ E و داخلي ضرب فضاء (E, ⟨ , ⟩) كان إذا

|⟨u, v⟩| ≤ ∥u∥∥v∥

خطیا. مرتبطین u, v المتجھین كان إذا إلا المساوات تكون ولا
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البرھان

التالیة الحدود كثیرة Q(t) لتكن

Q(t) = ∥u + tv∥2 = ∥u∥2 + 2t⟨u, v⟩+ t2∥v∥2.

أي سالبا، یكون Q(t) ممیز إذا ,t ∈ R لكل Q(t) ≥ 0 أن بما

⟨u, v⟩2 ≤ ∥u∥2∥v∥2.

المطلوب. ھو ھذا و
بحیث t ∈ R یوجد إذا صفر. یساوي الممیز أن یعني فھذا ،|⟨u, v⟩| = ∥u∥∥v∥ كان إذا

خطیا. مرتبطین u, v المتجھین إذا .Q(t) = 0
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مبرھنة
إذا u, v ∈ E و (E, ⟨ , ⟩) كان إذا

∥u + v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥.

البرھان

∥u+v∥2 = ∥u∥2+∥v∥2+2⟨u, v⟩ ≤ ∥u∥2+∥v∥2+2∥u∥ ∥v∥ = (∥u∥+∥v∥)2.
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تعریف
نكتب و متعامدین u, v ∈ E متجھین أن نقول داخلي. ضرب فضاء (E, ⟨ , ⟩) كان إذا

.⟨u, v⟩ = 0 كان إذا ,u ⊥ v

بیتاغورس) قاعدة ) مبرھنة
فإن u ⊥ v كان إذا

∥u + v∥2 = ∥u∥2 + ∥v∥2.

البرھان

∥u + v∥2 = ∥u∥2 + ∥v∥2 + 2⟨u, v⟩ = ∥u∥2 + ∥v∥2.
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تعریف
من S = {e1, . . . , en} مجموعة أن نقول داخلي. ضرب فضاء (E, ⟨ , ⟩) كان إذا

كان إذا متعامدة صفریة الغیر المتجھات

⟨ej, ek⟩ = 0, ∀1 ≤ j ̸= k ≤ n.

كان إذا عیاریة أنھا نقول و

∥ej∥ = 1, ∀1 ≤ j ≤ n.

كان إذا متعامدة و عیاریة أنھا نقول و

⟨ej, ek⟩ = δj,k, ∀1 ≤ j, k ≤ n.

(.δj,j = 1 و j ̸= k كان إذا δj,k = 0)
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مبرھنة
خطیا. مستقلة ھي الصفري المتجھ على تحتوي لا و متعامدة مجموعة كل
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مبرھنة
و عیاریا أساسا S = {e1, . . . , en} كانت إذا و داخلي ضرب فضاء (E, ⟨ , ⟩) كان إذا

فإن u ∈ E كان إذا و متعامدا

u = ⟨u, e1⟩e1 + . . .+ ⟨u, en⟩en.
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البرھان

.⟨u, ek⟩ =
∑n

j=1 aj⟨ej, ek⟩ = ak فإن ,u =

n∑
j=1

ajej كان إذا
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مبرھنة
E في خطیا مستقلة مجموعة (v1, . . . , vn) و داخلي ضرب فضاء (E, ⟨ , ⟩) كان إذا

بحیث (e1, . . . , en) متعامدة و عیاریة وحیدة مجموعة توجد

,k ∈ {1, . . . ,n} لكل 1

Vect(e1, . . . , ek) = Vect(v1, . . . , vk),

,k ∈ {1, . . . ,n} لكل 2

⟨ek, vk⟩ > 0.
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البرھان
یلي: كما (u1, . . . , un) متعامدة مجموعة على الأول في نبحث

u1 = v1
u2 = v2 −

⟨u1, v2⟩
∥u1∥2

u1

...

un = vn −
n−1∑
i=1

⟨ui, vn⟩
∥ui∥2

ui.

یلي: كما (u1, . . . , un) المجموعة من (e1, . . . , en) المجموعة على نتحصل

ek =
uk

∥uk∥
, k ∈ {1, . . . ,n}.
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مثال

المولدبالمتجھات R4 من F الجزئي الفضاء لیكن
S = {u = (1, 1, 0, 0), v = (1, 0,−1, 0), w = (0, 0, 1, 1)}.

.F الجزئي للفضاء أساس ھو S أن أثبت 1

جرام خوارزمیة باستعمال F الجزئي للفضاء متعامدا عیاریا أساسا أوجد 2

الإقلیدي). الضرب ھو الداخلي الضرب (حیث شمید.
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الحل

.u, v,w أعمدتھا والتي A =


1 1 0
1 0 0
0 −1 1
0 0 1

 لتكن 1

یبین وھذا A =


1 1 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0

 ھي A للمصفوفة الصفیة الدرجیة الصیغة

.F الجزئي للفضاء أساس ھو S أن
,u2 =

1√
6
(1,−1,−2, 0) ,u1 =

1√
2
(1, 1, 0, 0) 2

.u3 =
1√
12
(1,−1, 1, 3)

F الجزئي للفضاء متعامد عیاري أساس ھو {u1, u2, u3}
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تمرین

داخلیا ضربا تمثل ⟨(a, b), (x, y)⟩ = ax + ay + bx + 2by أن أثبت 1

.R2 في
الأساس لتحویل شمیت جرام طریقة إستعمل 2

متعامد. و عیاري أساس إلى {u1 = (1,−1), u2 = (1, 2)}
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الحل

• ⟨(a, b) + (c, d), (x, y)⟩ = (a + c)x + (a + c)y + (b + d)x + 1

2(b + d)y = ⟨(a, b), (x, y)⟩+ ⟨(c, d), (x, y)⟩

• ⟨(a, b), (x, y)⟩ = ax + ay + bx + 2by = ⟨(x, y), (a, b)⟩

• ⟨λ(a, b), (x, y)⟩ = λax+λay+λbx+2λby = λ⟨(a, b), (x, y)⟩

• ⟨(a, b), (a, b)⟩ = a2 + 2ab + 2b2 = (a + b)2 + b2 ≥ 0

• ⟨(a, b), (a, b)⟩ = 0 ⇐⇒ a + b = 0 = b ⇐⇒ a = b = 0

إذا v2 = (1, 0) ھو الثاني والمتجھ عیاري u1 المتجھ 2

متعامد. و عیاري أساس ھو {v1 = (1,−1), v2 = (1, 0)}
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مثال

S = {u1 =

(
1 −1
0 1

)
, u2 =

(
1 0
1 1

)
, u3 =

(
1 0
0 2

)
, u4 = لتكن

.M2(R) للفضاء أساسا
(
0 1
1 1

)
}

الأساس لتحویل شمیت جرام طریقة سنستعمل
متعامد. و عیاري أساس إلى S

v1 =
1√
3

(
1 −1
0 1

)
.

,⟨u2, v1⟩ =
2√
3

u2 − ⟨u2, v1⟩v1 =
1

3

(
1 2
3 1

)
.

v2 =
1√
15

(
1 2
3 1

)
.
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⟨u3, v2⟩ =
3√
15

,⟨u3, v1⟩ =
√
3

u3 − ⟨u3, v1⟩v1 − ⟨u3, v2⟩v2 =
1

5

(
−1 3
−3 4

)
.

v3 =
1√
35

(
−1 3
−3 4

)
.

⟨u4, v3⟩ =
4√
35

,⟨u4, v2⟩ =
6√
15

,⟨u4, v1⟩ = 0

u4 − ⟨u4, v1⟩v1 − ⟨u4, v2⟩v2 − ⟨u4, v3⟩v3 =
1

35

(
−10 −39
−29 −29

)
.

v4 =
1√
7

(
2 1
−1 −1

)
.
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تمرین
التالیة بالمتجھات المولد R4 الإقلیدي الفضاء من F الجزئي الفضاء لیكن

u1 = (1, 2, 0, 2), u2 = (−1, 1, 1, 1).

شمیدت. جرام خوارزمیة باستعمال F للفضاء متعامدا عیاریا أساسا أوجد 1

التالیة المجموعة أن أثبت 2

.R4 من جزئیا فضاءا تمثل F⊥ = {u ∈ R4 : ⟨u, v⟩ = 0, ∀v ∈ F}
.F⊥ للفضاء متعامدا عیاریا أساسا أوجد 3
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الحل

,⟨u2, v1⟩ = 1 ,v1 =
1

3
u1 1

u2 − ⟨u2, v1⟩v1 = (0, 3, 1,−1)− 1
3(−1, 1, 1, 1) =

.v2 = 1
3
√
3
(−4, 1, 3, 1) إذًا 13(−4, 1, 3, 1).

.F للفضاء متعامدا عیاریا أساسا تمثل (v1, v2)
فإن u ∈ F و α, β ∈ R ,v1, v2 ∈ F⊥ كان إذا 2

⟨αv1 + βv2, u⟩ = α⟨v1, u⟩+ β⟨v2, u⟩ = 0.

.R4 من جزئیا فضاءا تمثل F⊥ التالیة المجموعة إذًا
.u = (x, y, z, t) ∈ R4 لیكن 3

u ∈ F⊥ ⇐⇒
{
⟨u, u1⟩ = 0
⟨u, u2⟩ = 0

⇐⇒
{

x + 2y + 2t = 0
−x + y + z + t = 0
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{
x + 2y + 2t = 0

−x + y + z + t = 0
⇐⇒

{
x = 2

3z
y = − z

3 − t

.u ∈ F⊥ ⇐⇒ u = − z
3(−2, 1,−3, 0) + t(0,−1, 0, 1) إذًا

.F⊥ للفضاء أساسا یمثلان e1 = (−2, 1,−3, 0), e2 = (0,−1, 0, 1) المتجھین
,⟨w1, e2⟩ = − 1√

14
,w1 =

1√
14

e1
.e2 − ⟨e2,w1⟩w1 =

1
14(2, 13, 3, 14)

للفضاء متعامدا عیاریا أساسا تمثل ( 1√
14
(−2, 1,−3, 0), 1

3
√
42
(2, 13, 3, 14)) إذًا

.F⊥
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