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

 متقاربة إذا وفقط إذا كان التكامل المعتل
1

 ( )f x dx

 . متقاربا 

 3تعريف

 الصيغة ، هي المتسلسلة التي من p -متسلسلة 

1 1 1 1 1
2 31

p p p pn nn


     


 

 عدد حقيقي. pحيث أن 
    

 9مبرهنة 

 p  ،1 -متسلسلة 

1
pnn




 

p)ا( متقاربة لكل     1 
p)ب( متباعدة لكل    1 

  11مثال
2أن المتسلسلة  اثبت

1 
ln  n n n


 متباعدة . 

 :الحل
 . نعرفالتكاملأن المتسلسلة موجبة ، لذلك نستخدم اختبار  ابم

1( )
ln

f x
x x

 لكل x  2 

ln و xأن  بما x و   متصلتان
2

(1 ln )
( ) 0

( ln )

x
f x

x x

 
   متصلة ومتناقصة على الفترة  الدالة فإن

[ )2, 1 وأيضا( )
ln  

f n
n n

 لكل n   استخدام اختبار التكامل نستطيع ،لذلك 2

2

1 1  lim
ln ln

2

               =  [ln  (ln ) ln  (ln 2)]=   lim

t
dx dx

x x x x
t

x
t



 


 


 

 .متباعدةأن التكامل المعتل متباعد وبالتالي المتسلسلة  أي
 



 (Comparison test المقارنة)اختبار  10مبرهنة
nn 1لتكن  a

  1و nn b
 ين موجبتينمتسلسلت 

nn 1)أ( إذا كانت  b
  متقاربة وa bn n  لكلn  nn 1، فإن  1 a

  متقاربة كما أن

1 1  n nn na b 
   . 

nn 1)ب( إذا كانت  b
  متباعدة وb an n  لكلn  nn 1، فإن  1 a

 .متباعدة 
  12مثال

 1اثبت أن المتسلسلة 
1 21

n
n




 .متقاربة 

 :الحل
1نعلم من نظرية المتسلسلات الهندسية أن المتسلسلة الهندسية 

1
2nn


 متقاربة. بما أن 

1 1  
2 1 2n n




nلكل      1 

1 1لذلك نستنتج من اختبار المقارنة أن المتسلسلة  
2 1nn





 .متقاربة 

  13مثال

 1اختبر المتسلسلة 
2 11 nn




 . 

 :الحل
1لاحظ أن 1  

2 1 2n n



nلكل     1وبما أن  1

1 n n


 سلة هي متسل- p  حيثp  1

2
 ،

1 1لذلك فهي متباعدة. ومن ثم فإن 
2

n
n


  أيضا متباعدة. نستنتج من اختبار المقارنة أن  المتسلسلة

1 1
2 1

n
n





 .متباعدة 

  14مثال

اختبر المتسلسلة 
2

0

3sin
 

!n

n

n





 . 

 :الحل

20نعلم أن sin 1n    لكلn  وبالتالي فإن0
23sin 3

! !

n

n n
  لكلn  0 

n!2لكن  n  لكلn  ، ولذلك 4
2

2

3sin 3 3

! !

n

n n n
    لكلn  4 



وبما أن 
2

1 1n
n


  متسلسلة- p  حيثp  1 1، لذلك فهي متقاربة ، ومنه فإن2 !n n


   وبالتالي

3فالمتسلسلة 
1 2
 n

n


   أيضا متقاربة. من اختبار المقارنة نستنتج أن المتسلسلة

2

0

3sin
 

!n

n

n





 .متقاربة 

  15مثال

اختبر المتسلسلة 
3

ln
 

12

n n

nn




 . 

 :الحل

33حظ أن لا 1 nn   وlnn n  2لكلn بالتالي فإن ،
3 3 3 2

ln 1

1

n n n n

n n n
 


، وبما أن 

3 2

1 1n
n


  هي متسلسلة- p  حيث

2
3p .فهي متقاربة. بالتالي المتسلسلة قيد الدراسة متقاربة 

 (Limit comparison test  المقارنةاختبار نهاية ) 11مبرهنة
nn 1 لتكن a

 1و nn b
 موجبتين. عندئذ متسلسلتين 

0lim )أ( إذا كانت 
n

n n

a
L

b

 أو كلاهما متباعدتان. متقاربتانأن المتسلسلتين كلاهما  فإما 

0lim )ب( إذا كانت 
n

n n

a

b

 1 المتسلسلة وكانت nn b
 المتسلسلة  فإن متقاربة

1 nn a
 متقاربة. 

lim )جـ( إذا كانت 
n

n n

a

b

  1 المتسلسلة وكانت nn b
 المتسلسلة  فإن متباعدة

1 nn a
 متباعدة. 
 توضيح

an 

4 3

5 2

3 1

n

n n



 
 

 الأصغر  الأس الحدود ذات حذف

4 3

5 5

3 3

n

n n
 

 bn خيار

3

1

n
 

                                              

3 2

9

5 3n n 
 

 
3 2

2

5

7 3 1

n

n n



 
 

13
3

9 9

5 5n n

         

3 2 3 2

2 2 4 3

1

7 7 7

n n

n n n
                  

1 3

1

n
 

4 3

1

n
 

 



  16مثال

تقارب أو تباعد المتسلسلة   اختبر
3

3

5 2 
2 (3 5 6)1

n

n

n nn




 
 . 

 :الحل

الحدود ذات الأس الأكبر، نحصل على باستثناءجميع الحدود من البسط والمقام   بحذف
3

3

5 5

2 (3 ) 32n n

n

n
 

1 نختار

2n
bn بتطبيق اختبار نهاية المقارنة نحصل على . 

3 3

3 3

5 2 2 5 2 5
  0lim lim lim

1 32 (3 5 6) 3 5 6

n
n

n
n n nn

a n n

b n n n n  

 
    

   
 

1  1 المتسلسلة 1
2n

bnn n
     متقاربة فهينظرية المتسلسلات الهندسية   منمتسلسلة هندسية،  هي 

1)حيث 
1

2
r  تسلسلة المعطاة متقاربة.(. ومنه فإن الم 

  17مثال

تقارب أو تباعد المتسلسلة  اختبر
3 2

1 
8 51 n nn




 . 

 :الحل
nn 1المتسلسلة نكون b

 فعلنا في المثال السابق فنحصل على كما
2 33 2

1 1

28 nn
 

 نختار
2 3

1bn
n

، المقارنة نحصل على بتطبيق اختبار نهاية 

 
2 3 2 3

3 32 2

1 1
    0lim lim lim

1 28 5 8 5

n

n n nn

a n n

b n n n n  

    
 

 

المتسلسلة  لكن 
2 3

1 1n
n


 متسلسلة  هي- p 1 حيث

3

2
p فإن  ومنهفهي متباعدة،  وبالتالي

 المتسلسلة المعطاة متباعدة.
 
 
 
 
 
 
 



 Ratio testاختبار النسبة 
 )اختبار النسبة( 12مبرهنة 

nn 1لتكن   a
  متسلسلة موجبة ، ولنفرض أنan   وأن  nلكل  0

1 lim
an

ann

L



 

0)ا(    إذا كان  1 L 1، فإن المتسلسلة nn a
 .متقاربة 

L)ب(  إذا كان   lim 1أو  1
an

ann





  .فإن المتسلسلة متباعدة ، 

L)جـ( إذا كان   نستطيع تحديد ما إذا كانت المتسلسلة  فإن الاختبار يفشل، أي أننا لا 1
 متقاربة ام متباعدة. وفي هذه الحالة لا بد من استخدام اختبار آخر.

 
 

 
 النسبة هو أكثر الاختبارين استخداما . اختبارإن  ملاحظة:

  18مثال

 5اختبر تقارب أو تباعد المتسلسلة  
!

1

n

n
n




 . 

 :الحل
 بتطبيق اختبار النسبة نحصل على

1
1 5 ! lim lim

( 1)! 5

5                 0lim
1

n
n

n
n

a n
a n

n n

n
n


  


 

 




 

 المتسلسلة متقاربة. بالتالي
  19مثال

اختبر تقارب أو تباعد المتسلسلة 
2

5 

1

n

nn




 . 

 :الحل
 بتطبيق اختبار النسبة نحصل على



 

1 2
1

2

2

2

2

2

5 lim lim
( 1) 5

5                 lim
( 1)

5                 = 5lim
2 1

n
n

n
n

a n
a nn n

n

nn

n

n nn


  

 





 

 

15 بما أن ، .فإن المتسلسلة متباعدة 
  20مثال

اختبر تقارب أو تباعد المتسلسلة 
1

!
n

n

n

n





. 

 :الحل
 نطبق اختبار النسبة نحصل على

1

1

( 1)!
   lim lim

!( 1)

n
n

n
n

a n n
a nnn n






 

 
 

                                    
1

( 1)
=lim lim

( 1) ( 1)

n n

n n

n n n

n nn n





  
 

                                 
1

1 1=  =lim
(1 )n

n
e

n 
 

1وبما أن  1
e
.فإن المتسلسلة متقاربة ، 

 Root testاختبار الجذر 
 . nمرفوع للأس  anبصفة خاصة عندما يكون  الاختباريستخدم هذا 

 )اختبار الجذر( 13مبرهنة 
nn 1لتكن   a

 متسلسلة موجبة ، نفرض أن 
 lim n a Ln

n



 

0)ا(    إذا كان  1 L  1، فإن nn a
 .متقاربة 

L)ب(  إذا كان   lim أو  1 n an
n

 


 ، فإن المتسلسلة متباعدة. 

1L)جـ( إذا كان   ا إذا كانت المتسلسلة متقاربة نستطيع تحديد م فإن الاختبار يفشل، أي أننا لا
 أو متباعدة. وفي هذه الحالة لا بد من استخدام اختبار آخر.

 
 



  21لمثا

 اختبر تباعد أو تقارب المتسلسلة ln
1000

1

n
n

n




 . 

 :الحل
 ، فنحصل على nمرفوع للأس  naنستخدم في هذا المثال اختبار الجذر، لأن 

 ln ln  lim lim lim
1000 1000

n
n nnn an

n n n
   

  
 

 وبالتالي المتسلسلة متباعدة.
  22مثال

اختبر المتسلسلة 
21

n

n

n




 . 

 :الحل
 نستطيع تطبيق اختبار النسبة أو الجذر في هذا المثال. بتطبيق اختبار الجذر نحصل على

1
1  lim lim lim

2 22

n

n

n nn nan
n n n

  
  

 

1بما أن 
2

1 .فإن المتسلسلة متقاربة 
  23مثال

ة اختبر المتسلسل
2
!

21
n

n

n




 . 

 :الحل

2في تعريفه  anيتضمن 
2n وبالرغم من ذلك فإن اختبار النسبة أفضل هنا من اختبار الجذر. بتطبيق اختبار النسبة ،

 نحصل على

 

2
1

2( 1)

2 1

( 1)! 2 lim lim
!

2

1                 0lim
2

n
n

nn

n

a n

a n
n n

n

n








 

 

 


 

 المتسلسلة متقاربة.بالتالي 
 
 
 
 



 رب المطلقالمتسلسلات المترددة والتقا
 ((Alternating series لمتسلسلات المترددةا

المتسلسلة المترددة هي المتسلسلة التي تتعاقب حدودها بين الموجب والسالب. أي المتسلسلة التي من 

1الصيغة 1
1 2 3 4

1

 ( 1) ( 1)n n
n n

n

a a a a a a


 



          أو

1 2 3 4
1

 ( 1) ( 1)n n
n n

n

a a a a a a




         حيثan  nلكل0  1  . 

 (Alternating series test)اختبار المتسلسلات المترددة  14مبرهنة  

 المتسلسلة المترددة
1 1

1 2 3 4
1

 ( 1) ( 1)n n
n n

n

a a a a a a


 



         

 متقاربة إذا تحقق الشرطان التاليان:
)ا(   المتتابعة         an n



1
aتناقصية ، أي   an n 1  لكلn  

0lim)ب(         na
n




 

  24مثال

1اثبت أن المتسلسلة المترددة 

1

1
 ( 1)n

n n






 .متقاربة 

 :الحل

1نضع 
( )na f n

n
  لتطبيق اختبار المتسلسلات المترددة علينا إثبات . 

a)ا(           an n 1  لكلn 
0lim)ب(           n

n

a


 

1نستخدم المشتقة للدالة 
( )f x

x
 .

2

1( ) 0f x
x

    

متناقصة ، ومنه فإن المتتابعة   fأي أن الدالة   1
1

n
n

 متناقصة. لإثبات )ب( نلاحظ أن 
1 0lim

n n

 .ومنه فإن المتسلسلة متقاربة ، 

 25مثال

سلسلة اختبر المت
2

1

(ln )
 ( 1)n

n

n

n





 . 

 



 :الحل
 المتسلسلة مترددة ، نطبق اختبار المتسلسلة المترددة.

)ا( نضع 
2(ln )

( )n

n
a f n

n
  وباستخدام المشتقة نحصل على ، 

2

2 2

2ln (ln ) ln [2 ln ]
( )

x x x x
f x

x x

 
    

لكن 
2

ln
0

x

x
  لكلx  2، كذلك 2 ln 0x   لكلx  ، ومنه فإن المتتابعة 9

 2

9
(ln )

n
n n




 متناقصة 

 )ب( باستخدام قاعدة لوبيتال مرتين نحصل على
2(ln ) 2ln 2

lim lim lim lim 0n
n n n n

n n
a

n n n   
    

 وبالتالي فالمتسلسلة متقاربة.
 التقارب المطلق والتقارب الشرطي

 15مبرهنة

nn 1سلة إذا كانت المتسل a
  1متقاربة، فإن المتسلسلة nn a

 . متقاربة 

  26لمثا

اختبر المتسلسلة 
3

1

sin 
n

n

n





 . 

 :الحل
1أن  نعلم sin 1n   أن   وبماn3 0   لكل  n  تسلسلة نلاحظ أنها عدد قليل من حدود الم بحساب و

هذه المتسلسلة نختبر  موجبة ولا مترددة. لذلك لا يمكن تطبيق أيا من الاختبارات السابقة مباشرة. ولاختبار ليست

3المتسلسلة 
sin 1

n
n n

.  3بما أن 3

1sin n
n n

 ، 1 كذلك بما أن المتسلسلة nn
3

1


  

pحيث     p-متسلسلة لأنها  متقاربة  3المتسلسلة  نجد أن  فمن اختبار المقارنة، ، 3
sin 1

n
n n

  

 فإن المتسلسلة المعطاة متقاربة.  المبرهنةومن  متقاربة،
 
 
 
 
 



 )التقارب المطلق والتقارب الشرطي( 4تعريف
nn 1لتكن  a

  بةمتسلسلة متقار. 
nn 1)ا( يقال أن المتسلسلة  a

  أو متقاربة مطلقا ( متقاربة تقاربا مطلقاConverges absolutely  ،)
1 إذا كانت المتسلسلة  nan


 .متقاربة 
nn 1)ب( يقال أن المتسلسلة  a

 شرطيا  متقاربة تقاربا شرطيا ) أو متقاربةConverges 

conditionally  1(، إذا كانت المتسلسلة nn a
 .متباعدة 

  27مثال
 حدد ما إذا كانت المتسلسلة التالية متقاربة مطلقا أو متقاربة شرطيا أو متباعدة
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 :الحل
 بتطبيق اختبار الجذر نحصل على
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3
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a
n

n



 
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 من تعميم اختبار الجذر نستنتج أن المتسلسلة المعطاة متقاربة مطلقا.
  28مثال

       اثبت أن المتسلسلة
2 3 4

1 2 3 4

n

n

x x x xx
n





      

x،  حيث xمتقاربة مطلقا لكل   xومتقاربة شرطيا عندما  1  1  ومتباعدة عندماx  ،  xولكل  1
xحيث   1 . 
 :الحل

xإذا كان   xفإن المتسلسلة متقاربة مطلقا. لنفرض أن  0   ، نطبق اختبار النسبة المعمم نحصل على0
11

lim lim
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1                lim

n n
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a nn x n
a n nxn

nx x
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 



  


 

 

x،  حيث  xلذلك فالمتسلسلة متقاربة مطلقا لكل   x،  حيث  xومتباعدة لكل  1  . بقي اختبار  1
xالمتسلسلة عند    1 .نناقش الحالتين كل على انفراد . 



x. عند 1  1n 1نحصل على المتسلسلة التوافقية   1 n

 .وهي متباعدة 

x. عند 2  1  1نحصل على المتسلسلة المترددة ( 1)1
n

n n
  .وهي متقاربة شرطيا 

 
 

        


