
  Infinite Sequencesالمتتابعات غير المنتهية
ندرس في هذا الفصل المتتابعات غير المنتهية ، والتي هي دوال حقيقية نطاقها مجموعة الأعداد الصحيحة غير        

 السالبة ومجالها مجموعة الأعداد الحقيقية .
 تعريف

داد الصحيحة الموجبة )أو مجموعة جزئية منها( ومجالها مجموعة نعرف المتتابعة غير المنتهية بأنها دالة نطاقها مجموعة  الأع
: الأعداد الحقيقية، أي   f   
) , 1 وبشكل عام إذا كانت   )  nn f n a   فتن  مجموعتة الأعتداد المر بتة, , ,..., ,...

1 2 3
a a a a

n
 عترف  

للدلالة على المتتابعة وندل على المتتابعة بصورها. فعنتد   المتتابعة  عريفا  اما. وكنتيجة لذلك فنننا لن نستخدم رمز الدالة
كتابتنتتتتتتتتتتتا  

  1n n
a




)بحيتتتتتتتتتتت  أ    fنقصتتتتتتتتتتتد المتتابعتتتتتتتتتتتة    ) ,  1 nf n a n    بالمثتتتتتتتتتتتل ، إذا كانتتتتتتتتتتت .

( )  nf n a  لكلn m  فنننا نكتب n n m
a




 للدلالة على المتتابعة.  

aإ  المتتابعتتتة    a a an1 2 3, , ,..., ,,...,مقرونتتتة بالأعتتتداد الصتتتحيحة  ..., الحتتتد الأول و   a1فنننتتتا نستتتمي 321
a2 الحد الثاني وan  .الحد النوني 
  1مثال

أكتب الحدود الخمسة الأولى للمتتابعة   1

2 1
( )n

n
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 :الحل
1 1 1 1 1

5 4 3 2 132 16 8 4 2
,  ,  ,  ,  a a a a a    . 

، مت  قاعتدنح لصتل منهتا  1aبعض المتتابعات  عطى بمتا يستمى بالصتيلا الااتزاليتة، أي  عطتى  قيمتة للحتد الأول      
 . يقال لمثل هذه المتتابعات أنها معرفة ااتزالياً.الذي يسبقه مباشرنح في التر يب anمن الحد an1على الحد 

  2مثال
إذا كان   

  1n n
a




a1متتابعة فيها   1 ،و a an n 3 nلكل  11 1 أوجد .a a a2 3 4, ,. 

 :الحل
nبوضتت    aفي الصتتيلا الااتزاليتتة  2 an n 3 aلصتتل علتتى  11 a2 13 1   وبتتالتعويض بقيمتتةa1  
a2لصل  2  بالمثلa3 5  وa4 9. 
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لحقيقية. هذا النوع من التمثيل يوضح لنا إلى أين إ  التمثيل الأكثر ملائمة هو أ  تمثل المتتابعة على اط الأعداد ا

" سعى" المتتابعة. فالمتتابعة  n
n



1
" سعى" إلى مالانهاية، والمتتابعة     





1
1

n

n
،  1 و 1 تذبذب بين  

1بينما المتتابعة 
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 Convergent Sequences المتتابعات المتقاربة

 
 1تعريف
المتتابعة  أ  يقال 

  1n n
a




 ونصت  Lإذا كتا  لأي فتترنح مفتوحتة مركزهتا  ،Lي قتالحقي العتددرب متن و تقتا متقاربتة 

 ،حي قطرها   ,  ) أ    بحي  Nيوجد عدد  ،0  )na L L     لكل Nn   أي أ  جميت .
 ودها.حد منحدود المتتابعة محتوانح في الفترنح باستثناء عدد منته 

 2تعريف

نهاية المتتابعة   أ  يقال 
  1n n

a



 عدد حقيقي لكلوجد   إذا ، L الحقيقيالعدد  هو    بحي  N.عدد 0

a    أ  Ln    لكل Nn  ، هذا  ونكتبlim n
n

a L


. 

أ  المتتابعتة يقتال  فننه Lالعدد  وجد إذا 
  1n n

a



(، وإذا لم يوجتد العتدد  Lمتن العتدد  ارب تقت) أو أنهتا  متقاربتة 

L يقال أ  المتتابعة متباعدنح. فننه 

  3مثال

1، اثب  أ   النهاية  عري  باستخدام
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 :الحل

Nn لكل بحي  Nعدد  يوجد 0 لأي أنه سنثب    فن   
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1 أ  بحي  N لنأاذ  1
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Nnومنه لكل  ،    فن  
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  4مثال

المتتابعة   أ  اثب   




 1
1

n

n
 .متباعدنح 

 :الحل
L كتتتتتا  إذا ، Lالمتتابعتتتتتة  تقتتتتتارب متتتتتن  أ  نفتتتتتر    فتتتتتن  0     1 1L ،   وإذا كتتتتتاL   فتتتتتن  0 

   1 1 L ،   0ومنتته لأي 1        يوجتتد  لاL   بحيتت   a Ln    لكتتل Nn ، ي أ
 تابعة متباعدنح.المت

 1مبرهنة

المتتابعة  كانت إذا 
  1n n

a



 وحيدة. نهايتهافإن  متقاربة، 

 2برهنةم

 لتتتتتتت   
  1n n

a


 ،ولتتتتتتي    متتابعتتتتتتةL حقيقيتتتتتتا و  عتتتتتتد اf  معرفتتتتتتة عتتتتتتت  ال تتتتتتترة   التتتتتتة 1, حيتتتتتت،  
 f n an  1 ل لn. 

 (iإذا كانت )( )lim
x

f x L


 المتتابعة  فإن 
  1n n

a


و  متقاربة( )lim
n

f n L
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 (ii  إذا كانتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت )( )lim
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f x


  أو (( )lim
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f x


   فتتتتتتتتتتتتتتتتتتتإن المتتابعتتتتتتتتتتتتتتتتتتتة متباعتتتتتتتتتتتتتتتتتتتدة و )
( )lim
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f n
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x n

f x f n
 

. 

 

 
  5مثال

حدد ما إذا كان  المتتابعة 
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n
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 متقاربة أم متباعدنح. 



 :الحل

)ض   ) sinf x x
x


  1لكلx  بالتالي فن ،( ) sinf n n
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  لكلn 1 وبما أ . 
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  .أي أ  المتتابعة متقاربة. 

  6مثال
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nلكل   1 .                                          

1lnبأاذ لوغاريتم الطرفين للعلاقة  لصل على  ( ) ln  (1 )
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بتطبيق قاعدنح لوبيتال لصل على
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  7مثال
ب احس 1  lim
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 :الحل
)ض   )  1  f x x x    لكلx  )،ومنه فن   1 )  1  f n n n     لكل 

n   . لإيجاد النهاية نضرب بالمرافق كما يلي1

     1  
 1   1  lim lim

 1  

1
                                  0lim

 1  

x x

x

x x
x x x x

x x

x x

 



  
      

  

 
 

 

  وبالتالي فن  1   0lim
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 3مبرهنة

حقيقيا، فإن المتتابعة عد ا r كان إذا rn

n



 1
أي أن   1rو r  1أن  حي  rل ل  متقاربة 

    ;    11

0     ;    1
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r و r  1أن  حي  rل ل متباعدةو    1  أن كماlim n

n
r


 . 

 

 المتتابعتتتتتتة rn

n



 1
 لعتتتتتتددينالوستتتتتتط الهندستتتتتتي ل هتتتتتتو rn، ويعتتتتتتود ذلتتتتتتك لكتتتتتتو  الهندستتتتتتيةالمتتابعتتتتتتة   ستتتتتتمى  

 و  1 1 nn rr. 
  8مثال
 من المتتابعات التالية متقاربة وأيها متباعدنح أي حدد

  (i) 051                             (ii) 
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1 1  
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 :لحلا
 (i )1051أ   بما  .r، .فمن نظرية  نستنتج كذلك أ  المتتابعة متباعدنح 

(ii )1أ   بما
2

1
r، .فمن نظرية  نستنتج أ  المتتابعة متقاربة 

  التقارب لتمتتابعات خواص
 

 4مبرهنة
الثابتة  المتتابعة)ا(    c n
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 . c لها النهاية ،
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  9مثال
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  المبرهنة ونستخدم n2 على anنقسم بسط ومقام  ،

 لنحصل على
 
 
 
 

 5مبرهنة
لتكن  

 1n n
a




0limمتتابعة. إذا كان    n

n

a


  0، فنlim n
n

a
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 10مثال

1 إذا كا   1
(  1)n

na
n

   0، فاثب  أlim n
n
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 :الحل

1 بما أ    1 1
 (  1)  0lim lim lim

n
n

n n n
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0lim ، يقتضي أ    المبرهنةفمن  n
n

a


. 

0lim إذا كان   :ملاحظة n
n

a


قد لا  كو  صحيحة. فمثلا نهاية المتتابعة  برهنة، فن  الم 
 1

(  1)n

n




 

)غير موجودنح، بينما   1) 1lim lim
n

n
n n

a
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 ) نظرية الحصر( 6مبرهنة 

 كان  إذا     nnn a،bc bوكان   متتابعات  و  c an n n  لكل n كان    وإذا
lim limn n
n n
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   فن lim n
n

c L


. 

 
  11مثال

 المتتابعةأ   اثب 
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 واحسب نهايتها. متقاربة 

7272
2 22

2 4 4

2 2

33  lim lim lim
3 2  7

lim lim
5  55  4 lim lim

3  0  0 3
                               

5  0 5

nn nn n n n

n n
n nn n

n n

n

  

 

 

  
 

 
 

 
 





 :               الحل
0أ  نعلم   sin   1n  مضروبأ   وحي n من الصفر، فن  بالقسمة على  أكبر!n أ  نجد 

sin  1
0   

! !

n

n n
   

1أ   وبما
  0lim

!n n

 المبرهنة.فننه من sin  
  0lim

!n

n

n

،   ونجد أsin  
0lim

!n

n

n

  أي أ .

 .الصفر المتتابعة متقاربة ونهايتها
 المحدو ة والمضطر ة المتتابعات

 3تعريف

المتتابعة  أ  يقال 
 1n n

a



بحي  أ   موجب Mإذا وجد عدد حقيقي  ،  (Bounded) محدودنح 

Man    1لكلn،  وفيما سوى ذلك، يقال أ  المتتابعة غير محدودنح(Unbounded). 

  12مثال

 المتتابعتينأ   اثب   (i)  
1

  (ii))1 ( 
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n
n

n

n

n  محدود ا. 

 :الحل

(i  بما أ )1   nn 1لكلn ،   فنn

n

n

n





1 1
n. وحينئذ 1

n
M




1
عدد  لأي 

Mحقيقي موجب    . أي أ  المتتابعة محدودنح.1
(ii )| ( 1) | 1n ،  ومنه(  1)n M  عدد حقيقي موجب  لأيM   . أي أ  المتتابعة محدودنح.1

 7مبرهنة 

كان    إذا)ا(    1 nna ربة، فننها محدودنح.متقا متتابعة 

كان    إذا)ب(  1 nna غير محدودنح، فننها متباعدنح. متتابعة 

 4تعريف

المتتابعة  أ  يقال an n


 1 

(i  )متزايدنح (Increasing ) كا    إذاa an n   1 لكل n  1. 

(ii( متناقصة )Decreasing  )كا    إذاa an n   1  لكل n  1. 

 المتتابعة مضطردنح، إذا كان  متزايدنح أو متناقصة. أ  ويقال

 
 
 



 13ثال

 المتتابعة  أ اثب 











3 

1
 1

nn
 .متزايدنح 

 :الحل

1 نعرف
( ) 1  f x

x
  3 لكلx،   1ومنه فن

( ) 1  f n
n

  3 لكلn نجد المشتقة الأولى .

2

1
( )f x

x
  ،   2  0وبما أ x 3وx ،   فن

2

1
( )  0f x

x
     أي أ .f  متزايدنح. وهذا  دالة

 أ  المتتابعة متزايدنح. يقتضي
 5تعريف
 ئية من الأعداد الحقيقية.مجموعة جز  Aلتكن 

بحي  أ   Mإذا وجد عدد حقيقي  (Bounded above)محدودنح من أعلى  A)ا( يقال أ  المجموعة 
x M  لكلx  في A يسمى أي عدد .M (  حد علوي(Upper bound  للمجموعةA . 

بحي  أ   mعدد حقيقي  إذا وجد (Bounded below)محدودنح من أسفل  A)ب( يقال أ  المجموعة 
x m  لكلx في A  أي عدد  يسمىm (حد سفليLower bound للمجموعة )A . 

 إذا كان  محدودنح من أعلى ومن أسفل. (Bounded)محدودنح  A)جت( يقال أ  المجموعة 
 8مبرهنة
 طردنح فننها متقاربة.ضالمتتابعة محدودنح وم كان  إذا

   14مثال
 ليكن

2،22، 222، 123  aaa 
 وبشكل عام 

a an n   1 2 
اثب  أ     )ا( 1 nna .متتابعة محدودنح ومتزايدنح 

اثب  أ  المتتابعة  )ب( 1 nna  تقارب من عدد r . 
aاستخدم فرع )ب( م  كو  )جت( an n   1

2 rلإثبات أ   2  2 
 :الحل
anلإثبات أنها محدودنح نلاحظ من  عري  المتتابعة أ   )ا(   الرياضي:قراء ولإثبات ذلك نستخدم الاست 2

nعندما   a1فن   1 2 2  وعندما ،n  a2فن   2 2 2 2   نفر  أنها .
nندما صحيحة ع k 1  ونثب  أنها صحيحة عندماn k  أي نفر  أ .ak   1  . بما أ 2

a ak k  2 1  
a     فن  ak k

2
12 4   akلكن    akلذلك   0  2. 



nnnفن  2naدنح. بما أ  نثب  الآ  أ  المتتابعة متزاي aaa   إذ  المتتابعة متزايدنح.  21
فن   مبرهنةلل. ووفقا  rمن )ا( وجدنا أ  المتتابعة محدودنح من أعلى، بالتالي فن  لها أصغر حد علوي وليكن  )ب(

 .rالمتتابعة  تقارب من 
2         المبرهنةمن  )جت( 2lim n

n

a r


                                                    (1) 

 لدينا برهنةومن فرع )د( من نفس الم
                           2 2

 1lim n
n

a r


                                                      (2) 

aمن العلاقة  an n   1
2  ( لصل على2( وكذلك )1ومن ) 2

2 2
 1 2 2lim limn n

n n

r a a r
 

     

2أي أ  2 ( 2)( 1) 0r r r r      ، 2 أو  1ومنه فن  rr  وبما أ ،r  . لذلك فن   0
r  2. 

 
 


