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 المدخل إلى نظرية المباريات - 1

 

 أهمية نظرية المباريات
تعتبر نظرية المباريات إحدى الوسائل الحديثة التي تستخدم لاتخاذ القرارات في الحالات والمواقف 
التي تتميز بوجود الصررررررراا بيد الوحدات المتاافسررررررة المسررررررتقاة ً سرررررروات ،ان   فرادا   و تاظ مات ً 

لتي حيث لا يسررررررررررررتر ر أتخي القرار    يسرررررررررررر رر مؤررررررررررررئل ،األ  ا  العواأل الم  ر  في الاتائ  ا
يستر ر الحصول  ايها أد قراره . إ  الميز  الأساس ة التي تحدد ف ما إذا ،ا  ه لات الأفراد )  و 
تاك التاظ مات ( تواجه أبارا   و صراا هو وجود طرف آخر تتااقض  هدافه وأصالحه أر ه لات 

ا فيها  حد فلا الأفراد )  و تاك التاظ مات ( فمثلا  إذا وجدت شرررر،ة تحتسر سررراعة أعياة لا ياافسررره
ياؤررررص الصررررراا إلا إذا دخا  السرررروت شررررر،ة  خرى تااف  هيه الؤررررر،ة  ا  ن   السرررراعة . وتعتبر 
نظرية المباريات  حد  هم طرت الرياضرر ات الترب ة ة المسررتخدأة لحل أسررائل الأ مال والاقتصرراد 

 ر. و اوم الح ا  الأخرى التي تتضمد التااف  بيد طرفيد  و  كث والمسائل العسئرية
ويتاخص أ هوم نظرية المباريات بوجود لعبة أحدد  لها هدف نهائي يسررررررررع  أد  جاه ،ل لا   
وأد خلال أراحل خاصررة يتم اخت ارها حسرر  قوانيد المبارا  و سرراوثها حيث يحاول ،ل لا   في 
هيه المبارا  الة ام مصفضررل  دات أمئد لاحصررول  ا   فضررل العوائد . وتسمد الصررعوثة هاا في    

 أد المتاافسرررريد يرج  مععل  وائده  فضررررل أا يمئد أر أرا ا  ردود فعل الأطراف الماافسررررة كلا  
 الأخرى .

إ  الاماذج الأكثر مسررررراطة لمسرررررائل المباريات والماافسرررررة هي الألعات الرياضررررر ة المختا ة و لعات 
الألعات  الؤرررررن  وورت الاع  والدوأياو وجيرها . وهااب شررربه ،بير بيد المؤرررار،يد في أثل هيه

وثيد سررراوب المتحارثيد لاحتلال أوقر أعيد  و سررراوب المتاافسررريد في سررروت أعياة ً وهيا الؤررربه 
ع ة والاقتصررررررررررررررادية ع الاجتما دى إل  تعم م ل ظ لعبة  و أبارا  محيث يؤررررررررررررررمل جم ر الأوضررررررررررررررا

والس اس ة والعسئرية وجيرها أد الأوضاا التي تتضمد تااف   و تعاك  أصالح ً ،ما  دى هيا 
الؤبه إل  بروز المباريات لاتعبير  د أعمل الررائق الرياض ة التي تااقش وتحال هيه المباريات 

. 
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 تعاريف ومفاهيم أساسية :
هي أعمو ة قوا د تحدد أا يع   و يسررررررررتر ر    ي عاه اللا   هيه القوا د  : (Game)اللعبة 

المبارا  التي يصخيها  و يعريها تعرّف المعاوأات المتوافر  لدى ،ل لا   و دد الخروات ونهاية 
  ي لا   .... الخ .

 
: هي أعمو ة أد القوا د الموضرررررررو ة أسررررررربقا  والتي تحدد جم ر (Game rules)قواعد اللعبة 

 التحر،ات في هيه الاعبة والعوائد المقاباة لها .
هي تربيق خررال لقوا ررد الاعبررة ي دي في الاهررايررة إل  نت عررة أعياررة . يتم دفر  : Playالمباراة 

التي تصخي صررور  تحقيق هدف أعيد  و ،سرر   دد أد الاقا   paymentsالعوائد  و المدفو ات 
 ... الخ .
هو وحد  أستقاة لاتخاذ القرار ول   أد الضروري    يئرو  اللا   شرخصا   : playerاللاعب 
 ا قد يئرو  شر،ة  و أ سسة  و فريقا   و ج ؤا   و دولة .فرردا  وإنم

ــــــــا د  ـــــــــ لسل لعبة  ائد أعيد يتم التعبير  اه  ا  شئل رثح  و خسار   و أا عة :  Payoffالعـ
(utility) . وهيا العائد له  لاقة مالاسترات ع ات التي يتم اخت ارها أد ،افة اللا بيد 

يها  ا  اللا رررررررررررر  اتخرررررررررررراذ قرار الاخت ار ) البديل ( هي الاقرة التي يتوج  ف : moveالخطوة 
 وهااب نو يد أد الخرو  :

: هي اخت ار أدروس ووا ي لأحد البدائل المتاحة  Personal moveالخرو  الؤخص ة  ر 1
  أام اللا   .

هي اخت ار جير وا ي لأحد البدائل المتاحة  أام  : Chance moveالخرو  العؤررررررروائ ة  ر 2
 اللا   وذلك طبقا  لتوزير احتمالي أعيد بواسرة قوا د المبارا  .

 
إذا ،ان  الخروات شخص ة  (Perfect Information)ونقرول  د المبارا   نها ممعاوأات ،اأاة 

 (Imperfect Information)أثل لعبة الؤررررررن  ونقول  د المبارا   نها ممعاوأات جير ،اأاة 
إذا ،ان  الخروات  ؤرررررررررررررروائ ة أثل لبعة الدوأياو . وثتعبير آخر : تسو  المبارا  ذات أعاوأات 

 كاأاة إذا ،ا  ممقدور اللا بيد    يعرفوا جم ر الخروات التي وقع  أسبقا  .
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هي أعمو ررة أد الخروات التي تصررررررررررررررف تحر،ررات  : Strategyالإســـــــــتراتيخيــة أو الخطــة  
يد والتي س قوأو  بها خلال المبارا  . وهي أع ار قراري تصخي مالحسبا  أعمو ة القوا د المتاافس

 التي تحردد اخت ار اللا   في ،ل خرو  يخروها في المبارا  .
 وهااب نو يد أد الاسترات ع ات :

  Pure strategyالإستراتيخية الصرفة أو الخالصة أو البحتة  ـ 1
وهي الإسرررررررررررترات ع ة التي يمارسرررررررررررها اللا   طوال وق  المبارا   و المع ار القراري الدائم لاخت ار 

 ن   طريقة الاع  طوال المبارا  .
 Mixed strategyالإستراتيخية المختلطة أو المركبة  ـ 2

صتي س  )*(( .  (*)هو إيعاد الإسترات ع ة  و الإسترات ع ات )خالصة  و أختارةحل المباراة : 
 ( والتي تحقق  فضل العوائد لسل أد الأطراف المتاافسة. التعريف في ال صل الثاني

 تصنيف المباريات  
تصرررا ف المباريات  اد  إأا حسررر   دد اللا بيد المؤرررار،يد في المبارا    و  دد الاسرررترات ع ات 

  و حس  نت عة المبارا   و حس  طب عة المبارا  .
 إل  نو يد :فحس   دد اللا بيد تقسم   •
 أربارا  ذات شرخصيد :  ي     دد المؤار،يد ) اللا بيد ( في المبرارا  ا اا  فقط . ر 1
أبارا  أتعدد  الأطراف :  ي     دد المؤررررررار،يد ) اللا بيد ( في المبارا   كثر أد ا ايد  ر 2

. 
 وحس  الاسترات ع ات تقسم المباريات إل  نو يد  يضا  : • 
: وهي المبارا  التي يئو  فيها  دد الاسررررررررررترات ع ات المتاحة  أام ،ل لا   أبارا  أحدد   ر 1

 أحدودا  .
أبارا  أسررتمر  ) جير أحدد  ( : وهي المبارا  التي يئو  فيها  دد الاسررترات ع ات المتاحة  ر 2

  أا ،ل لا   جير أحدود  ي لا نهائ ا  .
  أا حس  نت عة المبارا  فتقسم إل  نو يد  يضا  : •
أبارا  ذات أعموا صرررر ري : وهي المبارا  التي يئو  فيها رثح اللا   الأول يسررررررررررررررررررررررراوي  . 1

 تماأا  خسرار  اللا   الآخر  و التي يئو  فيها أعموا الة م المتبادلة  ابتا  .
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أبررارا  ذات أعموا جير صرررررررررررررر ري : وهي المبررارا  التي يئو  فيهررا رثح  حررد اللا بيد لا  . 2
لآخرررررر وإنما يمئد    يخسر الررفيد  و يئسبا نت عة المبارا   و يسررررراوي خسرررررار  اللا   ا

يمئد    يئس   حدهما ويخسر الآخر . ويمئد    تقوم أثل هيه المباريات  ا   ساس 
 التعاو  بيد اللا بيد .  التااف   و

  أا حس  طب عة المبارا  فتقسم إل  نو يد هما : •
حيث لا يوجررررد  ي تاسيق  و تعاو   و :  (Non-cooperative)أباريررررات جير تعرررراون ة  . 1

 ت اوض بيد اللا بيد ويسع  ،ل لا    ادها لععل  وائده  كبر أا يمئد .
: حيث يمئد    يوجد تاسيق  و تعاو   و ت اوض  (Cooperative)أباريرررررات تعررررراون ة    .2

 هم .بيد اللا بيد ي ول إل  زياد  العوائد السا ة  و العوائد المتوقعة لسل أا
 
 

  - (Pure strategy) الخالصــــــــةالإســــــــتراتيخية  - (Game tree) شــــــــخرة المباراة 1-1
  matrix Gameمصفوفة المباراة  

  

هي شررررررعر  تؤرررررربه شررررررعر  القرار ونضررررررر فيها جم ر اخت ارات  (Game tree) : شــــخرة المباراة 
اللا   اليي يبد  الاع  في المرحاة الأول  ) وسرررررررررراسررررررررررم ه اللا   الأول ( وأقابل ،ل أد هيه 
الخ ارات نضررررررر اخت ارات اللا   الآخر لامرحاة الأول  وأقابل هيه الخ ارات الأخير  نضررررررر ،ل 

ة ( لامرحاة الثان ة إ  وجدت وهئيا ... فاحصررررررررررررررل  ا  الخ ارات اللا   الأول ) اليي بد  الاعب
 ,a)شررئل  شرربه مالؤررعر   م نضررر أقابل ،ل فرا نهائي لهيه الؤررعر   وائد اللا بيد  ا  الؤررئل 

b)     محيثa هي  ائد(payoff)   اللا   الأول وb  . ائد اللا   الثاني  
 :  Normal form and Game matrixمصفوفة المباراة  الشكل العادي و 

 ,i = 1حيث  حد تاك الإسررررررتراتع ات   iAولتسد  mهي  Aاللا   إذا ،ا   ددالإسررررررتراتع ات 

m2, …,     و دد اسررررررترات ع ات اللاB  هيn ولتسد  jB  حيث   حد تاك الإسررررررتراتع اتj = 

1, 2, …, n   أد جدول فررررررررـناا نؤررررررررررررررررسلm  سرررررررررررررررررر وn  مررررررررررررررررود نضر ف ه العرررررررروائد المقاباة 
 Gameمصفوفة المباراة "   و      الشكل العاديو يسم  بررررررررررررررررررررررررررر     j, B i(A(للاسترات ع ات 

matrix     مصفوفة العوا د "     وPayoff matrix   .  
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 أمثلة توضيحية  2 – 1

 شخصا  ) لاعبا  ( في الاعبة التال ة : يتبارى :      1ـ  1مثال 
يقوم اللا   الأول ماخت ار  حررررررررررررررررد الاونيد  خضر  و  حمررررررررررررررررر ودو  يعاد  د اخت اره ً  م يقوم 

لساه لا يعاد  د اخت اره )  ( R ) و  حمر  ( G )اللا   الثاني ماخت ار  حررررررررررررررررد الاونيد  خضر 
يبق  صاأتا  ( . يعود معدها اللا   الأول إل  اختيررررار  حد الاونيد  خضررررر  و  حمررررر فـذا ،ان  

$ أد اللا رر  الثرراني و إلا فررـ  اللا رر   1الخ ررارات أترررامقررة الألوا  فررـ  اللا رر  الأول يرثح 
 $ أد اللا   الأول . 1الثاني يرثح 

 Two Zero-sumهي لعرررررررربة ذات شخصيد وذات أعمرررررررررررررررروا ص ري  نلاحررررررررظ    هرررررررريه الاعبة

Game  إذ    أا يرثحه  حد اللا بيد يساوي تماأا  أا يخسره اللا   الآخر . ،ما نلاحظ  نه قد
 تم تحديد قوا د الاعبة ً وسوف نقوم بدراسة وتحايل هيه المبارا  أد خلال تحديد ،لا  أما ياي .

 الاستراتيخيات :
 و  Gيختار في المرحاة الأول   )دوريد( ظ    اللا ررررررر  الأول ياع   ا  أرحاتيدنلاحررررررر       

R  ويختار في المرحاة الثان ة ،يلكG  و R  أا اللا   الثاني فياع  أرحاة واحررررررررررد  يخررررررررررتار  .
 :. ويمئرد تمثيرل اختيررارات اللا بيد ،ما في الؤئل التالي R و  Gفيها 

 

 

  

 الدور الأول              

 
 

 

 الدور الثاني
 
 
 

 Aاختيار اللاعب 
 
 

 Bدور واحد للا   

 
 
 

 
 

 Bاختيار اللاعب 

R G 

R G 

R 
G 

R G 
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 لسل لا   فسوف نحددها حس   دد الأدوار و الخ ارات المتاحة  الخالصة ت أا الاسترات ع ا

 (1)العدول 1A  ،2A  ،3A  ،4Aو نرأز لها برررررر  Aلسل لا  . الاسترات ع ات الممئاة للا   
 (.2) العدول  2Bو  1Bً ونرأز لها برر   Bو استرات ع ات اللا   

 

 

 

 

 

 

 دور واحد 

1B  اخت ارG 
2B  اخت ارR 

الـــــــــــــــــــدور 
 الثاني

الـــــــــــــدور 
 الأول

 

 G 1Aاخت ار  Gاخت ار 

 G 2Aاخت ار  Rاخت ار 

 R 3Aاخت ار  Gاخت ار 

 R 4Aاخت ار  Rاخت ار 

  1 .1شخرة المباراة لمثال  
 

 2الخدول 
 

 1الخدول 
 



8 

 

نسو  جدول  وائد اللا بيد. يسم   ( .  1 . 1وشرررعر  المبرررارا  لهيا المثال هي ،ما في الؤئل ) 
 ،الآتي )راجر شعر  المبارا (. وهو امبارا  ل   الشكل العاديهيا العدول برررررر   

 
 
 
 
 

  لاه فـ  الات عة  ( 1 . 1وفي حال أباريات الؤخصيد ذات المعموا الص ري ،ما في المثال ) 
(a, b)     تعايb = a-  وليا فقد اصررررراح  ا  ،تامة الات عة(a, -a)  ا  الؤررررئل a  ائد  ي 

 الشــكل العادي أد أعروف ضرررماا  . وثيلك فـ  وفه  Bلا   الثاني  ائد الفقط  أا  Aلا   ال
نرأز لاسو  أص وفة تسم    أص وفة المبارا     Aنستخرج  وائد اللا     لاه  (  3) العدول 

  ا  الاحو التالي :ً  Gلها برر  

𝐺 = [

   1    −1
−1    −1
−1
−1

   
−1
   1

] 

 
 و،مثال  ا  أباريات لؤخصيد ذات أعموا جير ص ري نسوت المثال البس ط التالي:

  : 2ـ  1مثال  
السرررررروت أعا  وقد تم قاأ  الؤرررررررطة بتوص ف شررررررخصرررررريد بتهمة سرررررررقة  حد أحلات المعوهرات في 

اسررتعوات ،ل أد الؤررخصرريد  ا  حد . ونظرا  لسرروابق هييد الؤررخصرريد فـنهما يعاما   نه إذا لم 
يعترف  حدهما مؤررريتً فلا يوجد دلائل ،اف ة  ا ه لإ بات تورطه في السررررقة و ادئي  سررريتم الحئم 

م  ا  ،ل أاهما  ا ه مالسررررررعد سرررررراة. وإذا ا ترف ،لاهما ماشررررررتراكهما مالسرررررررقة فـنه سرررررريتم الحئ
سرراوات.  أا إذا ا ترف  حدهما مالسرررقة ولم يعترف الآخر فسرريتم الحئرررررررررررررررررم  ا   9مالسررعد لررررررررررررررررر 

 ساوات وسيتم إطلات سراح الآخر. المراوت تحايل هيه الاعبة  10المعترف مالسعد لمد  
 ) المبارا ( .

B2 B1  

( -1 , 1 ) ( 1 , -1 ) A1 

( -1 , 1 ) ( -1 , 1 ) A2 

( -1 , 1 ) ( -1 , 1 ) A3 

(1 , -1 ) ( -1 , 1 ) A4 

3الخدول     



9 

 

وهي ذات أعموا  Bو  Aنلاحظ    هيه الاعبة هي ذات شخصيد )لا بيد( سارأز لهما مالرأز 
  جير ص ري ،ما سارى  دناه.

  ا  ضرررررررررررررررروت الب انررررررررررررررررات   لاه فـ  شعر  المبارا  لهيه الاعبة هي ،ما في الؤئل شخرة المباراة:
  التالي:

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 الاستراتيخيات :
الإنسار  2Aو  C (confess)الا تراف  1Aيمتاك استرات عيتيد هما :  Aنلاحررررررررظ    اللا رررررررر  

N (not confess)    يلك فـ  اللا، .B  : 1يمتاك اسررررررررترات عيتيد هماB  الا ترافC  2وB 
 . Nالإنسار 

 مصفوفة المباراة :
 يتضح أما سبق    المبارا  ذات أعموا جير ص ري و   أص وفتها أعرا  مما ياي :

 

 
 

1 

2 3 

( -9 , -9 ) ( -10 , 0 ) ( 0 , -10 ) ( -1 , -1 ) 

N C N C 

N C 
A 

B 

  2 .1شخرة المباراة لمثال  
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 B1  B2  

 
1A 

 

 ( -9 , -9 )  ( -10 , 0 )  

 
2A 

 

 ( 0 , -10 )  ( -1 , -1 )  

 
  3ـ  1مثال  

توجد مراقتا   $ في و ات ليبدتوا معدها الاعبة التال ة . 1بوضر  Bو  Aيقررررروم ،ل أد اللا بيد 
أوضرررررررو تا   ا  طاولة مرريقة تخ ي رأز ،ل  Lوالأخرى تحمل الرأز  H حدهما تحمل الرأز 

 4$  و  2ماخت ار إحدى البراقتيد ً وثعد الاظر إليها يقوم بوضررررررر إأا  Aأاهما . يقوم اللا   
داية في فهي إأا    ياسح  ويخسر الدولار اليي وضعه ب B$ في الو ات .  أا خ ارات اللا   

$ (  4$  و  2في الو ات )  ي إأا  Aالو ات  و  نه يضررررررررررر ن   المباه اليي وضررررررررررعه اللا   
 Bفـ  اللا    H. فـذا ،ان  البراقة هي التي تحمل الرأز  Aوياظر إل  البراقة التي سحبها 

 يرثح هيا المباه . Aيرثح ،األ المباه المتعمر في الو ات و إلا فـ  اللا   
 (chance node)فارسرررررررم شرررررررعر  المبارا  في أثل هيه الاعبة نبد  معقد  تسرررررررم   اد   قد  الحظ 

(  H) اليي يقابل    تسو  البراقة المسررررررررررررررحوثة هي التي تحمل الرأز  Hيت را  اها الحاد يد 
( . و،مرا نلاحظ فرـ   L) وهو الريي يقرابرل ،و  البرراقرة المسررررررررررررررحوثرة تحمرل الرأز  Lوالحراد  

أد هييد الحاد يد هو احتمال ،ل 
2

وياظر إل   قد  الحظ هيه ،ما لو  نها لا    الث هو  . 1

وتسررررو  شررررعر  المبررررارا  المقاباة في هرررريه الحررررالة  ا  الاحو المبيد ( . Natureالقدر ) و الرب عة 
 . التاليمالؤئل 
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 Bو  Aفررررـ   أررررام اللا بيد  L و  Hوثموجرررر  أعر ررررات الاعبررررة وثعررررد وقوا  حررررد الحرررراد يد 
 الاسترات ع ات الخالصة الموضحة  دناه :

 

 

1A    إذا ،ان  البراقة 2   يضر $H   إذا ،ان  البراقة 2و $L  
2A    إذا ،ان  البراقة 2   يضر $H   إذا ،ان  البراقة 4و $L  
3A    إذا ،ان  البراقة 4   يضر $H   إذا ،ان  البراقة 2و $L  
4A    إذا ،ان  البراقة 4   يضر $H   إذا ،ان  البراقة 4و $L  

 ) 3ـ  1شخرة المباراة لمثال   
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وأد الواضح    هيه المبارا  ذات أعموا ص ري وذات بداية  ؤوائ ة )لا   وهمي(. في هيه 
  أص وفة 𝑔𝑖𝑗. لارأرز بر Gأص وفة المبارا  تتسو  أد العوائد المتوقعة للا      الحالة فـ   

الاات   د اخت ار اللا ِ   ائد المتوقر للا   وائد المتوقعة العالمبارا  تتسو  أد  A   
𝐴𝑖للاسترات ع ة  و اللا ِ     B للاسترات ع ة    ً𝐵𝑗  , حيث       𝑖 , 𝑗 = 1,2,3,4.  

𝑔11  العائد المتوقع للاعب =A  ِالناتج عن اختيار اللاعبA  للاستراتيجية𝐴1  ِو اللاعبB 

 𝐵1،لــــــ  

. وكما هو ملاحظ من الشجرة فإن هذا الأمر  Bوينسحب اللاعب  ,$  A 2 ,عندما يضع اللاعب 

والقيمة المتوقعة المقابلة ) اعتماداً على نتائج الشجرة (  Hيقع مرتين الأولى عندما يقع الحادث 

هي 
2

3-

2

1
)3( =−  

والقيمة المتوقعة المقابلة هي  Lوالثانية عندما يقع الحادث 
2

3

2

1
3 =  وبذلك فإن𝑔11 =

−3

2
+

3

2
=  . وبالمثل نجد النتائج التالية: 0

𝑔11 =
1

2
(3) +

1

2
(−3) = 0 ,          𝑔12 =

1

2
(−3) +

1

2
(3) = 0 , 

𝑔13 =
1

2
(1) +

1

2
(1) = 1    ,           𝑔14 =

1

2
(1) +

1

2
(1) = 1, 

𝑔21 =
1

2
(−3) +

1

2
(5) = 1     ,      𝑔22 =

1

2
(−3) +

1

2
(1) = −1 , 

𝑔23 =
1

2
(1) +

1

2
(5) = 3   ,           𝑔24 =

1

2
(1) +

1

2
(1) = 1 , 

𝑔31 =
1

2
(−5) +

1

2
(3) = −1        𝑔32 =

1

2
(1) +

1

2
(3) = 2, 

𝑔33 =
1

2
(−5) +

1

2
(1) = −2 ,      𝑔34 =

1

2
(1) +

1

2
(1) = 1 , 

𝑔41 =
1

2
(−5) +

1

2
(5) = 0      ,     𝑔42 =

1

2
(1) +

1

2
(1) = 1 , 

 𝑔43 =
1

2
(−5) +

1

2
(5) = 0     ,     𝑔44 =

1

2
(1) +

1

2
(1) = 1 

 

 
 ( هي : 3ر  1وثيلك فـ  أص وفة المبارا  لمثال ) 

1B   ياظر إذا وضر   A  2 $  ياظر إذا وضر   وA  4           $ 

2B   ياظر إذا وضر   A  2 $  ياسح  إذا وضر   وA  4  $ 
3B   ياسح  إذا وضر   A  2 ياظر إذا وضر  $   وA  4 $ 
4B   ياسح  إذا وضر   A  2  $ ياسح  إذا وضر   وA  4 $ 
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وتعدر الملاحظة هاا إل     أعموا الاحتمالات التي تاؤرررررررص  د  قد  الحظ المؤرررررررار إليها   لاه 
 يع     يئو  أساويا  الواحد.

 

   1ـ  1ملاحظة   
. ) (Information set مخموعة المعلومات يع  التاويه  اه هو أا سررررررراراق  ا ه  مة شررررررريت
في  Aلا يعرف مالضبط أقدار أا وضعه اللا رررررررررررر    B( نعد    اللا   3رررررررررررر  1)  ف ي المثال

(  و وضر 6( و ) 4$ وهيا يقابل العقدتيد )  2الو ررررررررررررات ولساه يعرف  نه إأا    يئو  قد وضر 
 ( { و  6( ً ) 4( . نسمي ،لا المعمو تيد } )  7( و )  5$ وهيا يقابل العقدتيد )  4

 ( { بر أعمو ة أعاوأات .  7( ً )  5} ) 

 ولتوض ح  هم ة أعمو ة المعاوأات نسوت المثال البس ط التالي:
 

  4ـ  1مثال 
 التاليتيد:لعبا الاعبتيد  Bو  Aلا رض    اللا بيد 

 و الوجه  Hماخت ار الوجررررره  Aلدى ،رررررل أد اللا بيد قرعة  مررررراة ويبد  اللا    الأولى:اللعبة 
T    دو     يعاد  د اخت اره  م يقوم معدها اللاB  ماخت ارH  و Tً  فـذا توافقرررر  الاخت ارات

.  ادئي  تسررررررررررررررو   A$ أد  1يرثح  B( و إلا فـ  اللا    B$ ) أد  1سيرثح  Aفـ  اللا   
 ( . 6ر  1مبارا  لهيه الاعبرة ،مرا هي أبياة في الؤرسل ) شرعر  ال

 
 

 

 

 

  
    B 1 

  B 2 
  B 3 

  B 4 
    

  

1 A   

  

  0   0   1   1     

  

2 A   

  

  1   - 1   3   1     

3 A   
  

  - 1   2   - 2   1     

4 A   
  

  0   1   0   1     
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   اللعبة الأولى4ـ  1شخرة المباراة لمثال   

 
 أعموا ص ري( :وأص وفاتها هي )لاحظ    المبارا  ذات 

 
 

 

 

 

 
 

 نه إأا في   B( { أعمو ة أعاوأات حيث يعرف اللا    2( ً )  3وهاا نعتبر المعمو ة } ) 
[ ولساه لا  Aللا    T( ] تقابل الاخت ار  3[  و في )  Aللا    H( ] تقابل الاخت ار  2) 

يعرف  يد هو مالضررربط و إلا فـنه سررريباي اخت اره لاسرررترات ع اته  ا  هيه المعرفة . يقال  د هيا 
،ما سرررررررررررررربق  (Imperfect Information) ذات معلومات غير كاملةالاوا أد المباريات مصنها 

 و شرنا .

 

 
 

   H  T  

               A 
H  1  -1  

        

T  -1  1  

1 

2 3 

( 1 , -1 

) 

( -1 , 1 

) 

( -1 , 1 

) 

( 1 , -1 

) 

T  H 
T 

H 

T 

H 

A 

B 
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 (Two persons zero sum) لشخصينفري صذات المخموع ال ةالمبارا – 2

game)     
 التال ة:تتميز المباريات ذات المعموا الص ري لؤخصيد مالخصائص و          

( أد )أاترررررهلرررررديارررررا لا بيد فقط يمئد لسرررررل أاهمرررررا اخت رررررار واحرررررد  أد  ررررردد أحررررردد  ر 1
 الاسترات ع ات.

إ  اصرلاح   المعموا الص ري   يعاي     ي رثح ) و  ائد( يحققه  حد اللا بيد لررردى  ر 2
أعياة يسراوي مالضبط خسار  ) و أعئوس( أا يحققه اللا   الآخر لدى  استرات ع ةلعبه 
 اسرررررررررررترات عيتيدالمقاباة  و    أعموا  وائد اللا بيد لدى لعبهما  ي  الاسرررررررررررترات ع ةلعبه 

   ابتا .أتقاباتيد يئو  ص را   و أقدارا  
افر  لسلا اللا بيد ،ما    لدى ،ل أد اللا بيد أعرفة ،اأاة  د ،ل الاسررترات ع ات المتو  ر 3

 اللا بيد.تاافس ة أعروفة لسلا  استرات ع ةالعوائد المقاباة لسل 

 
 . (Saddle point)النقطة السرجية(Maximin criterion) - معيار تكبير الأصغر 2-1
 

 mيمتاك  Aياعبا  أبارا  ذات أعموا صرررررررررررررر ري و   اللا    Bو  Aلا رض    لدياا لا بيد 
B 1B ,2  , , …هي  اسررترات ع ة nيمتاك  Bو   اللا    mA… , ,  2, A 1Aهي  اسررترات ع ة

nB  ولارأز ًijg  لاعائد اليي يحصررل  ا هA   الاسررترات ع ةلدى لع ) j, B i(A   ني،ر مص (B 
وأعرا    n mهي أص وفة  G(  ادئي  تسو  أص وفة المبارا  ولتسد  – ijgيحصل  ادئي   ا  

 كما ياي : 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

    B1  B2 … Bj … Bn  

  A1  g11  g12 … g1j … g1n  

  A2  g21  g22 … g2j … g2n  

𝐺 =   … … … … … … …  

  Ai  gi1  gi2 … gij … gin  

  Am  gm1  gm2 … gmj … gmn  
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وتسرررررتاد فسر  حل  سررررراسو  قادريد وثؤرررررئل  ام  ا  حل المبارا  . Gمعد أعرفة أصررررر وفة المبارا  

 المباريات ذات المعموا الص ري لؤخصيد  ا  التحايل التالي .

 ممعا  (Non-cooperative) غير تعاونيةياظر إل  المباريات ذات المعموا الصررررر ري مصنها 

 كبر أا يمئد وهيا يعاي ضماا  جعل  وائد الخصم   ائده   ،لا  أد الخصميد يسع  إل  جعل 

أثلا ( فـنه سرررررررررررررر حاول الاظر إل   قل  ائد يمئد     Aة للا   الأول ) قل أا يمئد. فبالاسررررررررررررررب

𝑚𝑖𝑛تمثل مالة مة يو  𝐴𝑖ة يحصل  ا ه أقابل ،ل استرات ع 
    1 ≤𝑗≤𝑛

 𝑔𝑖𝑗 (1,2, . . , 𝑚) 𝑖 لسل  

المتمثارررررررة  التي تقرررررررابرررررررل  كبر هررررررريه الاترررررررائ  الاسررررررررررررررترات ع رررررررةسرررررررررررررر قوم معررررررردهرررررررا مررررررراخت رررررررار و 

𝑚𝑎𝑥 مالة مة
  1 ≤𝑖≤𝑚

 ( 𝑚𝑖𝑛
1 ≤𝑗≤𝑛

 𝑔𝑖𝑗)  تاك الة مةيضررررمد  نه لد يحصررررل  ا   ائد  قل أد  بيلك وهو 

 والتي نرأز لهل مالرأز الة مة تاك(.  Bأهما ،ان  الاسرررررترات ع ات التي يتبعها خصرررررمه )اللا  

𝑣𝑃    للمباراة  الدنيا القيمةتسمower value of the game)L(. :المعرا  بر 

                                 𝑣𝑃 =  𝑚𝑎𝑥
  1 ≤𝑖≤𝑚

 ( 𝑚𝑖𝑛
  1 ≤𝑗≤𝑛

 𝑔𝑖𝑗)                      (2.1) 

أهما ،ان  الإسرررررررترات ع ة التي يختارها   𝑣𝑃 يحصرررررررل  ا   ائد  قل أد لد Aاللا       تعاي

 . Bاللا   

 العلاقة التال ة:يحقق  𝑣A له برر رأزاليي ن و A ائد اللا     فـ أد  مو 

                                      𝑣𝑃 ≤ 𝑣A        (2.2)          

فـذا تي،رنا     ااصررررر أصرررر وفة  .Aسرررريتبر ن   سرررر اسررررة  (A)خصررررم  Bمالمقابل فـ  اللا   

 Aهي مالضررررررررررررررررررربط  وائد اللا    Bو    وائد اللا    Aالعوائد هي تعبير  د  وائد اللا   

يمئد     )خسرررار ( ائدكبر الاظر إل   مسررر قوم   Bفـ  ذلك يعاي    اللا    -1أضرررروثة برررررررررررررررررر 

𝑚𝑎𝑥تمثل مالة مة يو  𝐵𝑗ة يحصل  ا ه أقابل ،ل استرات ع 
    1 ≤𝑖≤𝑛

 𝑔𝑖𝑗 لسل( 𝑗 = 1,2, . . , 𝑛) 𝑗 

 المتمثاة مالة مة  هيه الاتائ  صغرس قوم معدها ماخت ار الاسترات ع ة التي تقابل  و 
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 𝑚𝑖𝑛
  1 ≤𝑗≤𝑛

 ( 𝑚𝑎𝑥
1 ≤𝑖≤𝑚

 𝑔𝑖𝑗)   ثيلك فـ  اللا   وB    للا   يحصررررل  ا ه ا  كبر  ائد يضررررمدA 

   𝑣P والتي نرأز لهل مالرأز الة مة هيه .أهما ،ان  الاسررررررررررررررترات ع ات التي يتبعها الة مة تاكهي 

 المعرا  بر:و  Upper value of the game ) (باراةللمالقيمة العليا تسم  

                                𝑣
𝑃
=  𝑚𝑖𝑛
  1 ≤𝑗≤𝑛

 ( 𝑚𝑎𝑥
1 ≤𝑖≤𝑚

 𝑔𝑖𝑗)                     (2.3) 

𝑣 أد  كبريحصل  ا   ائد  لد Aاللا       تعاي
𝑃  أهما ،ان  الإسترات ع ة التي يختارها.  

 يحقق العلاقة التال ة: Aوأد  م فـ   ائد اللا   

                                      𝑣A ≤ 𝑣
𝑃
        (2.4)          

 :     نستات  ً(2.4)و  (2.2)أد العلاقتيد

    𝑣𝑃  ≤ 𝑣A ≤ 𝑣
p
                (2.5)           

 
أهما ،ان  الإسترات ع ة التي  Aيتبيد     فضل  ائد يحصل  ا ه اللا    (2.5)أد العلاقة 

𝑣 .بيد الة متيد  قري Bيختارها اللا   
Pو   𝑣P  ولو رأزنا مالرأز𝑣B  لعائد اللاعبB  فنستنتج

 :أن (2.5)من العلاقة 

                                   −  𝑣
p
 ≤ 𝑣B ≤ − 𝑣

𝑃              (2.5)      
          

 : 1مثال 
 

 

 

 

 

 

 

   نعد   :
𝑣
P
= 1/2,    𝑣P  = 0              

0       :حققي A اللا   ئدا  وثالتالي فـ  ≤ 𝑣A ≤ 1/2    
𝑣B ≥ 1/2−    :حققي Bو  ائد اللا      ≤ 0         

      min 

G = 

 0  1  1 

    

    

1

2
 

 0 
1

2
 

      

 1

2
 

 1   
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 كبر ص مة  و  𝑣P 0 =هي   A  اللا  قل ص مة يمئد    يحصل  ايها  وتعاي هيه الات عة    
  .1/2هي 

 : 2مثال 
 
 
 

 نعد    :  
𝑣
P
= 6,    𝑣P  = 5              

5      يحقق: Aوثالتالي فـ   ائد اللا    ≤ 𝑣A ≤ 6    
𝑣B ≥ 6−   يحقق:  Bو  ائد اللا      ≤ −5         

 

 لتسد أص وفة المبارا  التال ة :  :  3ثال م

                                             [
−1 3 2
6 5 3
4 −2 0

]    𝐺 = 

 نعد   :
                     𝑣

P
= 3,    𝑣P = 3 

 
3  )  )   قيمة المباراة  و نسميها   𝑣𝑃بررررررر  3سارأز لاة مة  =  𝑣

P
= 𝑣P = 𝑣𝑃 

𝑣Pفي حالة  = 𝑣
P    ةنقطة سرجي لامبارا  فـناا نقول إ (Saddle point)  نقطة توازن  و 

و  2A الخالصة ةسترات ع للاوأحدد  مالصف الثاني في المص وفة الموافق  𝒗𝑷 =3  قيمتها  و
𝑣P ،ان إذا   .3B الخالصة للاسترات ع ة الموافقالعمود الثالث  = 𝑣

P  ً  فـ   ائد اللاA  

  (𝑣A)   :يحقق 
      3 ≤ 𝑣A ≤ 3  

 

𝑣Aهيا يعاي     و =  يحقق :  B ( (𝑣B  ائد اللا   لرريقة فـ ا . با   3
     −3 ≤ 𝑣B ≤ −3 

𝑣B فـ  ثالتاليو   =  ةالاسترات ع  هي Aلا    فضل استرات ع ة ل    أما سبق نستات   . 3−
 اختارفي حالة     والدليل  ا  ذلك هو. 3 ائد مة مة   فضل التي تحقق للا     2Aخالصة ال

G = 

 3 4 2  2 

5 6 8 5 

6 4 9 4 

 6 6 9 
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قد اختار  B ً و أر العام    اللا   𝐴3) و   (𝐴1 خرى  خالصة ةاسترات ع  A اللا  
 في المص وفة لثود الثام.)انظر إل  ص م الع 3ئده س قل  د فـ   ا ً  3B الخالصة ةالاسترات ع 

G)    أا مالاسبة للا  .B 3 الخالصة ةً فـ   فضل استرات ع ة هي الاسترات عB    التي تحقق
 ةاخت ار استرات ع  Bرج  اللا     نه إذا. ذلك -3 ائد مة مة   فضل للا  

فـ  ً 2A الخالصة ةقد اختار الاسترات ع  Aو  اما    اللا     B2) و   (B1صاف ة  خرى  
الحل  ص اجة أما سبقيمئد  . الثاني في المص وفة( صف)انظر إل  ص م ال-3 ائده س قل  د 

 : التالي لامبارا   الأأثل
 .2A هي Aللا   الخالصة الأأثل  ةالاسترات ع  . 

 .3B هي Bللا   الخالصة الأأثل  ةالاسترات ع  .ت

.     ص مة المبارا   .ت 3 =  𝑣 للا  الأأثل  عائدالA  = 3  و 

B  −3 للا  الأأثل ائد الع  = 

 

   4مثال   
       min       

G = 

 -2 1 1 3 -5 
 

-5 

 

4 2 -5 -6 2 -6 

5 3 4 6 4 
 

3 

7 -3 5 -1 6 -3 

max 7 3 5 6 6 
  

      

 
𝑣P  لدياا : = max { −5,−6, 3, −3} = 𝑣 و       3 

P
=  min {7, 3, 5, 6, 6} = 3 

𝑣P= 𝑣   إذا
P
 ةو مالتالي توجد نقرة سررررج ه أحدد  مالصرررف الثالث و يوافق الاسرررترات ع    3 = 

 والحل الأأثل هو: 2B خالصةال ةوالعمود الثاني اليي يوافق الاسترات ع  3A خالصةال
 .3A خالصةال ةيختار الاسترات ع  Aلا   لا   . 

 .     2B الخالصة ةيختار الاسترات ع  Bاللا      .ت

.  (     ص مة المبارا     .ت 3 =  𝑣
P
= 𝑣P = 𝑣𝑃   ائد اللا A  = 3   ائد اللا  ً 

B  (−3 = 
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الأكبر في  هي ص مة في المصرررررررر وفة محيث  نها الأقل في صرررررررر ها و النقطة الســـــرجية :تعريف
  مودها.

لتسد أبارا  ذات أعموا صرررررر ري لؤررررررخصرررررريد. إذا ،ان  أصرررررر وفة المبارا  تحتوي : قاعدة مهمة
 .خالصة ا  نقرة سرج ه فـ  لامبارا  حل  أثل في أعمو ة الاسترات ع ات ال

 

  المختلطة الاستراتيخيات 2-2
  :   لاه 4المثال نعود إل  لتوضيح مفهوم الاستراتيجيات المختلطة 

 
 
 
 
,𝐴1}خالصة  استرات ع ات  لا ةيماك  A لا  ا  إ  𝐴2, 𝐴3}ً  لا   ،يلك ا  وB  لا ةيماك  

,𝐵1}خالصرررة  اسرررترات ع ات 𝐵2, 𝐵3} .  الاعبة  ن ترض    المختارة ةالاسرررترات ع لتوضررر ح أ هوم
أر  أثلا  ( فـ  اللا   الأول أثلا  قد يعرد     ائده سرررررررررررررر ئو   أئرة ددا  أد المرات )  تسررت

التي تتسرر فيها  100نسبة أد المرات الررررررررررررررر  الثلا ة فضل ف ما لو قام ياع  ،ل أد استرات ع اته 
% أد  40برررررررر  2A% أد المرات وياع  الاسترات ع ة  50برررررررر  1Aالاعبة ،ص  ياع  الاسترات ع ة 

% (  100% أد المرات ) المعموا =  10باسرررربة  3A الاسررررترات ع ةالمررررررررررررررررررررات وياع  ،لا  أد 
 :الحالة إ  لدى اللا   الأولونقول في هيه 

   0.5، 0.4، 0.1  بالاحتمالات %  أو 50%،  40%،  10الاستراتيخية المختلطة التالية   
 :        1المخموع يساوي   

…)𝑃 أر العام    يمئد ،تامة أا ياي اخر  و مصساوت  :يرأز للاحتمال  (
 

0.5 = 𝑃(𝐴1  يختار A                                                 ( اللاعب

0.4 = 𝑃(𝐴2  يختار A  ( اللاعب

0.1 = 𝑃(𝐴3  يختار A  ( اللاعب

 

باسبة  2B% أثلا  ولع  الاسترات ع ة  70باسبة  1Bمالمثل إذا لع  اللا   الثاني الاسترات ع ة 
 :أد المرات قااا إ  لدى اللا   الثاني%  15باسبة  3B و % 15

  B1 B2 B3  

A1  3 4 2  

A2  5 6 8  

A3  6 4 9  
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 (0.15 ,0.15 ,0.7) %  أو بالاحتمالات 70%،  15%،  15التالية   الاستراتيخية المختلطة 
   .1  المخموع يساوي  

 يمئد ،تامة أا ياي:    اخر  مصساوت  و  
0.7 = 𝑃(𝐵1  يختار B                                       (  اللاعب

0.15 = 𝑃(𝐵2  يختار B  ( اللاعب

0.15 = 𝑃(𝐵3  يختار B  ( اللاعب
 

 ،ما ياي: المختارة ةي دي إل  تعريف الاسترات ع و هيا 
 

 الخالصة. الاستراتيخياتالمختلطة هي توزيع احتمالي على مخموعة  الاستراتيخيةتعريف : 

,𝐴1}ن  اإذا ، 𝐴2, 𝐴3, … . , 𝐴𝑚}  الخالصة للا    الاسترات ع اتأعمو ةA  ا و، 

 

 𝑥1 = 𝑃({𝐴1  يختار A اللاعب}) 

 𝑥2 = 𝑃({𝐴2  يختار A اللاعب}) 

…………… 

…………… 

…………… 

 𝑥𝑚 = 𝑃({𝐴𝑚  يختار A  ({ اللاعب

 

𝑋             فـ  المتعه = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚)مثل استرات ع ة أختارة للا   يA حيث    

 ∑ 𝑥𝑖
𝑚
𝑖=1 = 1    0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 1. 

,𝐵1}با   الرريقةً إذا ،ان   𝐵2, 𝐵3, … . , 𝐵𝑛}  الخالصرررررة للا    الاسرررررترات ع اتأعمو ةB  
  ،ا و 

 𝑦1 = 𝑃({𝐵1  يختار B اللاعب}) 

 𝑦2 = 𝑃({𝐵2  يختار B اللاعب}) 

…………… 

…………… 

……………  

𝑦𝑛 = 𝑃({𝐵𝑛  يختار B اللاعب}) 

 

,𝑦1)  متعهال فـ  𝑦2, 𝑦3, …… , 𝑦𝑛)    Y = مثل استرات ع ة أختارة للا   يB حيث 
 ∑ 𝑦𝑗

𝑛𝑚
𝑗=1 = 1,    0 ≤ 𝑦𝑗 ≤ 1 
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معمو ة الاسترات ع ات ل   Tو بررررر    Aمعمو ة الاسترات ع ات المختارة للا   ل   Sنرأز بررررر 
   B.المختارة للا   

𝑆 = { 𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, …… . , 𝑥𝑚): ∑ 𝑥𝑖
𝑚

𝑖=1
= 1,    0 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 1} 

                       

𝑇 = { 𝑌 = (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, …… , 𝑦𝑛): ∑ 𝑦𝑗
𝑛𝑚

𝑗=1
= 1,    0 ≤ 𝑦𝑗 ≤ 1} 

 

سرررررررارى ( تضرررررررمد وجود حل  سرررررررتخدام الاسرررررررترات ع ات المختارة هو  نها ) و،مااولعل  هم فائد  
𝑣P ادأا  لاعديد أد المباريات ) ،المباريات ذات المعموا الص ري   ≠  𝑣

P
( أثلا  ولسد  يبها   

الرئ سرررري يئمد في    معض المباريات لا تتسرر  كثر أد أر  ،ما هي الحال في معض الازا ات 
سرررررررررر اسررررررررررات المتوافر  لدى العسررررررررررئرية وأر ذلك فـ  هااب العديد أد المباريات التي تتسرر فيها ال

  طراف الازاا ،تاك التي تقر بيد الؤر،ات المتاافسة .
 

𝒗𝐏ذات المخموع الصفري عندما  المباراةوالسؤال كيف نحل مثل         ≠  𝒗
𝐏

  ؟  
 يعتمد  ا  الاسررترات ع اتالمعموا الصرر ري(  )ذاتللإجامة نيّكر  ولا     الحل لمثل هيه المبارا   
فـ  اسرررررتخدام فسر  الاسرررررترات ع ات المختارة )أد الخالصرررررة( قد   رى نظرية المباريات  .مختارةال

 الاظرية التال ة: 1937 ام  ون نيومانڤفقد   ب  
 

  ون نيومان : ڤنظرية 
في المباريات ذات المخموع الصفري لشخصين إذا كان كل من اللاعبين يملك عدداً منتهياً من 
الاســـتراتيخيات الخالصـــة فعند د  لوجد على الأقل حل للمباراة لتمثل في إســـتراتيخية خالصـــة أو 

 مختلطة. 

 العا د المتوقع :  حساب

 مالعود  إل  المبارا  :
 

 

G = 
 0 -1  

-
1

2
 0 
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𝑋𝑇ة  ياع  الاسرررررررررترات ع ة المختار Aفاو فرضررررررررراا    اللا    = (𝑥1, 𝑥2) = (
1

2
,
1

2
   و  (

𝑌𝑇 ياعررررررررررررررررر  الاسررترات ع ة المختارة   Bاللا ررررررررررررررررر   = (𝑦1, 𝑦2) = (
1

3
,
2

3
العائد  ً فـ    .(

,𝑃𝐴(𝑋إل ه برررر  زو نرأً Aالمتوقر اليي يحصل  ا ه اللا    𝑌)    :أعر  بررررر 

 

    𝑃𝐴(𝑋, 𝑌) = 𝑋
𝑇𝐺𝑌 = (

1

2
 
1

2
) (

0 −1
−1/2 0

) (
1/3
2/3
) = −5/12           

          

,𝑃𝐵(𝑋و نرأز إل ه برررر ً  B أا العائد المتوقر للا          𝑌)    :أعر  بررررر 

   𝑃𝐵(𝑋, 𝑌) = −   𝑃𝐴(𝑋, 𝑌) = 5/12 

 

 :يوه Aطريقة  خرى لحسات العائد المتوقر للا   
    = 𝑃𝐴(𝑋, 𝑌)   العاصرررررررررررر داخل  في مود  الاحتمال فيصرررررررررررف  ضررررررررررررت الاحتمالأعموا

  مود الاحتمال.  المص وفة الموافق لصف و

 

  
 
 

   𝑃𝐴(𝑋, 𝑌) =
1

2
(0)1 +

1

2
(−1) +

1

2
(−
1

2
)
1

3
+
1

2
(0)
2

3
= −

5

12
 

 
,B  :   𝑃𝐵(𝑋للا   ا أا  ائد      𝑌) = −   𝑃𝐴(𝑋, 𝑌) = 5/12 

الاسترات ع ة  Aاللا    اختار. إذا 𝑚  𝑛أص وفة المبارا  وهي أص وفة  𝐺لتسد  في العمومً
𝑋    المختارة = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑚) اللا    اختاروB   الاسترات ع ة المختارة

(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, …… , 𝑦𝑛) = 𝑌     العائد المتوقر للا   فـA  :هو 
 

   𝑃𝐴(𝑋, 𝑌) = 𝑋
𝑇𝐺𝑌 =∑ ∑ 𝑥𝑖𝑔𝑖𝑗𝑦𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1
 

 

,𝑃𝐵(𝑋   أعر  بررررررر:   Bالمتوقر للا    العائد و 𝑌) = −   𝑃𝐴(𝑋, 𝑌) 
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 2x2حل المباريات ذات المعموا الص ري لؤخصيد أد الؤئل  2-3

 

 مالعود  إل  المبارا  :
 

 

 
 

0فقد وجدنا     = 𝑣P  ≠  𝑣
P
 = −

1

2
ويعاي ذلك    اللا   الأول يمئد    يحصررررررررررل  ا   

بيد   𝑣A ائد  
2
1

 , 0 −   ( −1/2 ≤  𝑣A ≤ 0)   . 
 

 ت ذات المخموع الصفري ياحل المبار  – (Minimax Theorem)تصغير الأكبر نظرية  2-3
 :𝒎  𝒏مصفوفة  𝑮عندما  لشخصين      

  

𝑋     الاسترات ع ة المختارة Aاللا   اختار إذا  ∈ 𝑆 فـ   فضل  ائد أتوقر يحصل  ا ه ً
𝑣𝐴(𝑋)          :هو = min

𝑌∈𝑇
𝑋𝑇𝐺𝑌 

 . B المختارة التي يختارها اللا   و ذلك أهما ،ا  ،ان  الاسترات ع ة
يختارها )    minimax strategyتسم   و) ∗𝑋ً و نرأز لها برررررر  X فضل استرات ع ة أختارة 

 : 𝑣𝐴(𝑋)هي التي تحقق له  كبر  ائد أتوقر   Aاللا   
 

𝑣𝐴(𝑋
∗)= max

𝑋∈𝑆
𝑣𝐴(𝑋) = max

𝑋∈𝑆
min
𝑌∈𝑇

𝑋𝑇𝐺𝑌 
 

) lower Expectedللمباراة  المتوقعة الدنيا القيمةو تسم      𝑣𝑀نرأز لاة مة   لاه بررررررررررررررررررررر  

value of the game) . 
,A  ًً   𝑃𝐴(𝑋إ  العائد المتوقر للا    𝑌)  : يحقق العلاقة التال ة 

 

𝑣𝑀 ≤    𝑃𝐴(𝑋, 𝑌)     (*)  

 

كبر خسررررار  ياالها  فـنه سرررر ضررررمد       𝑌المختارة لاسررررترات ع ة فـذا لع  ا Bللا   الاسرررر ة وثا
𝑣𝐵(𝑌)       هي : = max

𝑋∈𝑆
𝑋𝑇𝐺𝑌 

 .  A   و ذلك أهما ،ان  الاسترات ع ة المختارة التي يختارها اللا 

G = 
 0 -1  

-
1

2
 0 



25 

 

يختارها    )  maximin strategy)و تسم   ∗𝑌نرأز لها برررررررر   و Yأختارة  فضل استرات ع ة 
 خسار  : هي التي تحقق له  قل  Bاللا   

𝑣𝐵(𝑌
∗)  = min

𝑌∈𝑇
𝑣𝐵(𝑌) = min

𝑌∈𝑇
max
𝑋∈𝑆

𝑋𝑇𝐺𝑌 
 

ر   ر ر ر ر ر ر 𝑣نرأز لاة مة   لاه ب
𝑀      للمباراة  المتوقعة العليا القيمةو تسمvalue of the game) 

(Expected upper 
,B  ًً   𝑃𝐵(𝑋إ  العائد المتوقر للا    𝑌)  : يحقق العلاقة التال ة 

 

−𝑣
𝑀
 ≤    𝑃𝐵(𝑋, 𝑌)         

 

,A  ًً   𝑃𝐴(𝑋فـ  العائد المتوقر للا    وثالتالي         𝑌)  : يحقق العلاقة التال ة 
 

   𝑃𝐴(𝑋, 𝑌) ≤ 𝑣
𝑀     (**)  

 

,A  ًً   𝑃𝐴(𝑋العائد المتوقر للا   نستات      ً (**)و  (*)أد العلاقتيد  𝑌)  يحقق العلاقة
≥      التال ة : 𝑣

𝑀 𝑣𝑀 ≤  𝑃𝐴(𝑋, 𝑌) 
               

   :        Minimax theorem  تصغير الأكبر نظرية  
= 𝒗

𝑴 𝒗𝑴 
max      و      

𝑋∈𝑆
min
𝑌∈𝑇

𝑋𝑇𝐺𝑌 =min
𝑌∈𝑇

max
𝑋∈𝑆

𝑋𝑇𝐺𝑌 
  
 Expected valueو تسم    الة مة المتوقعة لامبارا    )  𝒗𝑴رأز لاة مة   لاه برررررر   يسوف  

of the game )  يعاي      𝑣𝑀 = max
𝑋∈𝑆

min
𝑌∈𝑇

𝑋𝑇𝐺𝑌 =min
𝑌∈𝑇

max
𝑋∈𝑆

𝑋𝑇𝐺𝑌 
  

أبارا  ذات أعموا صرررررر ري لؤررررررخصرررررريد يوجد حل  أثل لامبارا  في  لسلللنظرية: نتيخة مباشــــرة 
  ويتسو  أد: أعمو ة الاسترات ع ات المختارة

 . A   التي هي    ∗𝑋   مثا  للا  المختارة ال الاسترات ع ة -أ
   B  التي هي    ∗𝑌   .المختارة المثا  للا   الاسترات ع ة-ت
𝑷𝑨(𝑿   ويساوي  Aللا   المتوقر الأأثل  العائد-ــ جر

∗, 𝒀∗) = 𝒗𝑴 
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𝑷𝑩(𝑿   ويساوي    Bالعائد المتوقر الأأثل للا        
∗, 𝒀∗) = −𝒗𝑴 

 

𝒎  𝒏مصفوفة  𝑮 عندماحل المباريات ذات المخموع الصفري لشخصين  = 𝟐𝐱𝟐: 

 ياي:الص ري وهي ،ما  ذات المعموا x 2 2هااب طريقة مس رة لحل أسائل المباريات 
 

  التال ة : ا  لاصخي المبار   : 2ـ  2مثال   
 
 
 

نقوم  ولا  مالتصكد    المبارا  لا تماك نقرة سرج ه  م نقوم معدها مررح الرقم الصغير في ،ل سررر 
،ل  مررررررررود ( أد الرقررررررررم السبير ونضر نات  الررح أقابل السرر ) العمود ( الآخر  م نقسم  ) في

 كل نات  أقابل ،ل سرر ) ،ل  مود (  ا  أعموا الااتعيد في السرريد  ي  ا 
 (. وجم ر هيه العما ات أوضحة  دناه:4 + 1 = 5)في العموديد  ي  ا   3 + 2 = 5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)هي  Aالمختارة المثا  للا    الاسترات ع ة ادئي  تسو  
2

5
 ,
3

5
 والاسترات ع ة A 1(A ,2(لرررررررررررررررر  (

)هي  Bالمختارة المثا  للا   
1

5
 ,
4

5
امبارا  فاحصررررل المتوقعة لة مة ال.  أا  B 1(B ,2(لررررررررررررررررررر  (

 الرريقتيد: ايها مـحدى 
)   نضررررت الاحتمالات  الطريقة الأولى :

2

5
 ,
3

5
المقاباة في  المتوقعة مالعوائد Aالعائد  للا    (

  ي  مود:

G =  1 4  
5 3 

G = 
 1 4  5 – 3 = 2 

5 3 4 – 1 = 3 
 4 – 3 = 1 5 – 1=4    

G = 
 1 4   2/5 

5 3  3/5 
 1/5 4/5   
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𝑣𝑀 =
2

5
× 1 +

3

5
× 5 =

17

5
𝑣𝑀      و       =

2

5
× 4 +

3

5
× 3 =

17

5
 

ثانية: (    نضرررررررررررررررت الاحتمررالات الطريقة ال
5

4
 , 

5

1
مرالعوائرد المقرراباررة في  ي  Bالعررائرد  للا ر   )

 سرر:
𝜐𝑀 =

1

5
× 1 +

4

5
× 4 =

17

5
𝑣𝑀    و      =

1

5
× 5 +

4

5
× 3 =

17

5
 

 

يحصررررل  ا   Aإذا  
5

 ا   Bفهو اللا   الرامح بياما يحصررررل  17
5

17
فهو اللا   الخاسررررر.  −

هي  Bهي أوجبة بياما  وائد  Gفي المصرررررررررررررر وفة  Aوهيا  أر طب عي مملاحظة    جم ر  وائد 
 سالبة.

 الهيمنة في الاستراتيخيات للمباريات ذات المخموع الصفري لشخصين . 3ـ  2
نصادف  ح انا  أباريات تسو  فيها  وائد إسترات ع ة أا لأحرررررررررررد اللا بيد  فضل أد )  و تعادل ( 

 تهيمن نقول إ  الإسرررررررررررررترات ع ة الأول  أقابلاتها لإسرررررررررررررترات ع ة  و  كثر لا   ذلك اللا    ادئي  
(dominate)   ا  الاسرررترات ع ات الأخير  ويمئااا  ادئي  حيف هيه الأخير  أد أصررر وفة المبارا 

) وثالربر فـنه في حال وجود اسررررررررررررررترات ع ات أئرره فـنه يدست   ببقات  حدها ( وفي حال ،ان  
العوائد لإسررررررررترات ع ة  فضررررررررل تماأا  أد أقابلاتها لإسررررررررترات ع ة  خرى فـناا نقول إ  الأول  ته مد 

 أراقة  ا  الثان ة . لاوضح ذلك مالأأثاة التال ة:ه ماة 
   3ـ  2مثال   

اختصرررررررر ،لا  أد المباريات )ذات المعموا الصررررررر ري لؤرررررررخصررررررريد( التال ة إل   قصررررررر  أا يمئد 
 ماستخدام أ هوم اله ماة:

G1 = 

 2  3   

    

4  5  

 

G2 = 

 -2 1 3 -4   

     

1 -1 5 7  
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G3 = 

 16 14 6 11   

    

-14 4 -10 -8 

    

0 -2 12 -6 

    

12 -12 6 10 

 
ليا فـ   1A فضرررل أد أقابلاتها للإسرررترات ع ة  2Aنلاحظ     وائد الإسرررترات ع ة :  1Gاختصــار 

1G   [ تعاي    اللا    4  5فـذا تي،رنا    ]  [ 5  4 ]تختصررررررر ،مرحاة  ول  إلB  يحصررررررل
 2Bفـنه يمئد حيف الإسررترات ع ة  2Bفي الإسررترات ع ة  -5و ا   1Bفي الإسررترات ع ة  -4 ا  

هي  4) لاحظ      4 =وص مته  B 2(A ,1([ فالحل الأأثل لامبارا  هو  4إل  ]  1Gواختصررار 
 حت  ولو لم نقم ماختصارها ( . 1Gنقرة سرج ه لامبارا  

ته مد  2Bفـ   B. وثالاسبة للا    Aلا توجد ه ماة بيد استرات ع ات اللا    :  2Gاختصار
 ويقود ذلك إل  المبارا  : 3B ا  

 

 -2 1 -4   

   

1 -1 7 

 

لاحظ  نه لا توجد لهيه المبارا  نقرة سررررج ه وسررراتعرف معد  . 2Gوهو  قل اختصرررار أمئد لامبارا  
 قايل  ا  ، ف ة حل أثل هيا الاوا أد المباريات . 

 فاحصل  ا  المبارا  : 4Aو  2Aته مد  ا   1Aنلاحظ     :  3Gاختصار
 

 

 16 14 6 11   

    

0 -2 12 -6 
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 فاحصل  ا  : 2Bو  1Bته مد  ا   4Bوفيها 
 
 
 
 

ليا يمئد حاها مالرريقة البسرر رة المؤررار  x 2 2ول   لهيه الأخير  نقرة سرررج ه لساها أد الاوا 
 (   لاه حيث نعد الحرل التالي : 1ر  2إليها في الملاحظة ) 

 

)
23

5
 , 

23

18
(و   A)A 1 ,3 (لر  )

23

17
 , 

23

6
𝑣𝑀و  B 3(B ,4 (لر  )  =  

168

23
 

 ) تحقق أد ذلك ( . 
وثؤررررئل  ام ولاختصررررار أبارا  فـناا نقوم  ولا  م حص اسررررترات ع ات  حد اللا بيد وحيف تاك التي 
تخضر لاه ماة وأد  م نقوم م حص استرات ع ات اللا   الثاني وحيف تاك التي تخضر لاه ماة 

 ة . وفي هيا الصرررررردد لدياا الاظرية وهئيا حت  نصررررررل إل   قصرررررر  اختصررررررار أمئد لامبارا  المعا
 :) [33]التال ة)

    2ـ  2نظرية   
 .  Gهو حل لر  'Gفـ   ي حل لر  'Gإل  المبارا   Gإذا  أئد اختصار المبارا  

 
.  'Gل   مالضرور  حل لررر  G( ل   صح حا  مؤئل  ام فسل حل لررر  2ررر  2إ   ئ  الاظرية ) 

 اد اسررتخداأاا لامبارا   Gوهيا يعاي  ناا قد نخسررر معض الحاول المثا  الممئاة لامبارا  الأصررا ة 

. فمثلا  لو  خينا المبارا   'Gالمختصرررررر  













= 1

2
0
2

G   م  2]    [2فـنه يمئد اختصرررررارها إل 

لامبارا  المختصررررررررررررررر    𝑣𝑀 = 2وص مته  B 1(A ,1(والتي تقود إل  الحل الأأثل  G' = [2]إل  
 Bو  Aل (, 1-)و  (1,0)والأصرررا ة أعا  . وفي الحة قة يمئااا التصكد أد    الاسرررترات ع ات 

 و   ص مها جم عا   Gهي جم عا  حاول أثا  لر     1 0 ا  الترتي  حيث 

 

 6 11   

  

12 -6 
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=هي  𝑣𝑀  2  ماة . ي  ناا خسررررررررررررررنا معض الحاول لامبارا  الأصرررررررررررررا ة . وأر ذلك إذا ،ان  اله
ل سرررررر  أراقة(   2]   [ 2 أراقة فـنه لد تسو  هااب خسررررررار  في الحاول )لاحظ    اله ماة في 

 كما في المثال التالي :
   4ـ  2مثال   

لاسررر رر   ا  تسرررويق الخدأات الهاتف ة في  حد البادا  .العوائد أقدر   تتاافسرررا   Bو Aشرررر،تا  
 مملاييد الدولارات أعرا  مالمص وفة التال ة . المراوت إيعاد الحل الأأثل لسلا الؤر،تيد .

 
  B1 B2 B3  

 

1A 
 

 -600 200 400  

 

2A 
 

 400 -800 1000  

      

3A  -800 -1000 1400  

 الحـــل :
 إل : وليا فـ  المبارا  تختصر 3Bته مد أراقا   ا   2Bنلاحظ  ولا   دم وجود نقرة سرج ه و   

 
 - 600  200  

400  - 800 

- 800  - 1000 

 

 التال ة : x 2 2وليا فـ  الأخير  تختصر إل  المبارا   3Aته مد أراقا   ا   1Aوفيها 
 

 - 600  200  

   

400  - 800 
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(وحراها هرو 
5

2
 , 

5

3
(و   A)A 1 ,2(لر  )

2

1
 , 

2

1
 وص مررتها  B 1(B ,2(لر  )

= 𝑣𝑀  -200  ي    الؤر،ة A  أايو  دولار بياما ترثح الؤر،ة  200ستخسرB  200أقدار 
والحل اليي حصااا  ا ه هو حل وحيد لامبارا  الأصا ة لأ  اله ماة بيد  أايو  دولار .

 الاسترات ع ات أراقة .
   2ـ  2ملاحظة   

في حال تعدد الحاول المثا  فـنها جم عا  تعري ن   الة مة والتي نسررررررررررررميها ص مة المبارا     ر
وتا يررري  حررردهرررا يئو  ،ررراف للا بيد إلا  نررره قرررد يل قرررد اللا بيد معض المرونرررة التي قرررد 

 يحتاجونها .
إ  أ هوم اله ماررة واله ماررة المراقررة الرريي ذ،رنرراه   لاه بيد الاسررررررررررررررترات ع ررات يتعاق فقط  ت ر

لاسررررررترات ع ات الخالصررررررة. إ  اسررررررتخدام أ هوم أما ل للاسررررررترات ع ات المختارة هو أد ما
الأأور الصررررررررررعبة  ما ا  أر  نه صررررررررررح ح أد الااح ة الاظرية وليا فاد نتررت له في هيا 

 الستات .
( تاربق فقط  1رررررر2والوارد  في الملاحظة )  2×  2إ  الرررررررريقة المبسرة لحل المباريات  جر ر

 جير القاباة للاختصار .   2×  2ت  ا  المباريا
 
ـــــــوع الصفري لشخصين من الشكل   4 . 2    ـــــــل المباريات ذات المخمـ   n x mحـ

 بطريقة البرمخة الخطية n ≥ 2و   m ≥ 2حيث
 

 nإذا افترضرراا  نه معد إزالة الاسررترات ع ات مسررب  اله ماة فـ  المبارا  المختصررر  آل  إل  الؤررئل 

x m  حيثn ≥ 3  وm ≥ 3  و   المبارا  المختصررررر  لا تماك نقرة سرررررج ه  ادئي  تسو  الرريقة
. وساوضح  (Linear  programming)المااسبة لحل هيه المبارا  هي طريقة البرأعة الخر ة 

 ذلك أد خلال المثال التالي :
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G =  

  1مثال 
  التال ة :المعرا  مالمص وفة  وجد الحل الأأثل لامبارا  

 

 
                                                                                         

 

 الحــل:
و نها لا تماك نقرة سرررررررررررررررج ه ،ما  نها جير قاباة  3×  3نلاحظ    هيه المبارا  هي أد الاوا 

للاختصار  كثر أد ذلك. نقوم في أثل هيه الحالة ماستخدام تقا ات البرأعة الخر ة لإيعاد الحل 
رة. أختا اسرررررررترات ع ةالأأثل. فبما  نه لا توجد نقرة سررررررررج ه فـ  الحل الأأثل لسلا اللا بيد هو 

, 𝑥1)المختارة للا   الأول هي  الاسررررررترات ع ةفاو فرضرررررراا      𝑥2  , 𝑥3)  وللا   الثاني هي
(𝑦1 ,  𝑦2  , 𝑦3) : حيث 

= 𝑥𝑖    احتمال    ياعA الاسترات ع ة iA  (i = 1, 2, 3 و )∑ 𝑥𝑖
3
𝑖=1 = 1. 

 𝑦𝑗   احتمال    ياع =B الاسترات ع ة jB  (j = 1, 2, 3 و )∑ 𝑦𝑗
3
𝑗=1 = 1. 

 

 :هي Aذكرناه سابقا وهو أن مسألة اللاعب  نرجع إلى ما
max
𝑋∈𝑆

𝑣𝐴(𝑋)               

𝑠. 𝑡. : 𝑣𝐴(𝑋) = min
𝑌∈𝑇

𝑋𝑇𝐺𝑌  حيث                                                 
 

min              : هي Bمسألة اللاعب  و 
𝑌∈𝑇

𝑣𝐵(𝑌) 

𝑠. 𝑡. :  𝑣𝐵(𝑌) = max
𝑋∈𝑆

𝑋𝑇𝐺𝑌حيث            
𝑣𝐴(𝑋) إذا = 𝑣𝐴     و𝑣𝐵(𝑌) = 𝑣𝐵      فـ  أسصلة الاA        تصبح 

𝑚𝑎𝑥 𝑣𝐴               
𝑠. 𝑡. : 𝑣𝐴 = min

𝑌∈𝑇
𝑋𝑇𝐺𝑌  حيث          

    Bو تصبح مسألة الاعب 
𝑚𝑖𝑛 𝑣𝐵 

𝑠. 𝑡. :  𝑣𝐵 = max
𝑋∈𝑆

𝑋𝑇𝐺𝑌حيث 
 

 0 3 2  

 3 2 1    

 2 1 4  
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   :   Minimax theoremتصغير الأكبر  نتيخة لنظرية  ( ملاحظة
𝑚𝑎𝑥 𝑣𝐴 = 𝑚𝑖𝑛 𝑣𝐵 = 𝑣

𝑀 
 

𝑚𝑎𝑥               هي:      و Aنرجر إل  أسصلة الا    𝑣𝐴      
𝑠. 𝑡.: 𝑣𝐴 = min

𝑌∈𝑇
𝑋𝑇𝐺𝑌    

 

𝑌 ادأا     𝑋𝑇𝐺𝑌 قل ص مة لادالة  حتاج إل  تحديدي  𝑣𝐴تحديد الدالة  ∈ 𝑇  ما سبق فـ  و،
𝑇   الاسترات ع ات المختارة للا  يمثل أعمو ة B توجدلحسد الحظ  .وهي أعمو ة لانهائ ة 

 الاسترات ع ات المختارةالحل ضمد أعمو ة  تحديدنظرية لا يازم ذ،رها تاص  ا     
 هي أعمو ة أحدود . و الخالصة تأئافص تحديده ضمد أعمو ة الاسترات ع ا اللانهائ ة

 نحصل  ا  أا ياي: ً  1المثالتربيق الاظرية  ا  ب
 يمئد تمثياها مالمعمو ة التال ة: Bللا    الخالصة تأعمو ة الاسترات ع اني،ر  ولا    

  𝑌 ∈ { (1 0 0) , (0 1 0),  ً و أد  م فـ   {(1 0 0)

 
𝑣𝐴 = 𝑚𝑖𝑛

𝑌∈𝑇
𝑋𝑇𝐺𝑌  = 𝑚𝑖𝑛

𝑌∈{ (1 0 0) ,(0 1 0),(0 0 1)}
𝑋𝑇𝐺𝑌         ⇔  ⇔⇔  

 

𝑣𝐴 = 𝑚𝑖𝑛
𝑌𝜖{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)

(𝑥1 ,  𝑥2  , 𝑥3) [
2 3 0
1 2 3
4 1 2

] (

𝑦1 
𝑦2 
𝑦3 
) = 

 

= 𝑚𝑖𝑛 { 2𝑥1 + 𝑥2 + 4𝑥3  , 3𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 , 3𝑥2 + 2𝑥3 } 
 

 ،التالي:  Aأسصلة الا    تصبح
𝑚𝑎𝑥 𝑣𝐴 

𝑠. 𝑡.: 𝑣𝐴 = 𝑚𝑖𝑛 { 2𝑥1 + 𝑥2 + 4𝑥3  , 3𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 , 3𝑥2 + 2𝑥3 }  
 

إل  الص غة التال ة وهي عبار   ا  برناأ  خري:يمئد تحويل هيه المسصلة        
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𝑣𝐴 max 
      

 
 

 
                      ً فـ  المسصلة السامقة تصبح :    𝑣𝐴>  0فـذا ،ان  

                                                            𝑚𝑎𝑥 𝑣𝐴 
                                  

 
 

             
 

 

 

𝑥̅𝑖فـذا افترضرررراا      =
𝑥𝑖

𝑣𝐴
  ًi = 1, 2 ,3  و𝑥̅1 + 𝑥̅2 + 𝑥̅3    ً   𝑍 = 1

𝑣𝐴
فـ  المسررررصلة  =

 تسافئ المسصلة التال ة:السامقة 

𝑥̅1 + 𝑥̅2 + 𝑥̅3   𝑚𝑖𝑛  𝑍 =   
 وفقا  لاقيود:                                        

  2𝑥̅1 + 𝑥̅2 + 4𝑥̅3   ≥ 1 

                                             3𝑥̅1 + 2𝑥̅2 + 𝑥̅3   ≥ 1        (𝐿𝑃𝐴)            

           3𝑥̅2 + 2𝑥̅3   ≥ 1 

𝑥̅1 ,  𝑥̅2  , 𝑥̅3 ≥ 0 
 

 
 
 
 
 

2𝑥1 + 𝑥2 + 4𝑥3 ≥ 𝑣𝐴 s.t.:          
3𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3  ≥ 𝑣𝐴  

             3𝑥2 + 2𝑥3 ≥ 𝑣𝐴  

𝑥1 ,  𝑥2  , 𝑥3 ≥ 0  

𝑠. 𝑡. :        2
𝑥1
𝑣𝐴
+
𝑥2
𝑣𝐴
+ 4

𝑥3 
𝑣𝐴
  ≥ 1 

         3
𝑥1
𝑣𝐴
+ 2

𝑥2
𝑣𝐴
+
𝑥3 
𝑣𝐴
  ≥ 1 

               3
𝑥2
𝑣𝐴
+ 2

𝑥3 
𝑣𝐴
  ≥ 1 

𝑥1 ,  𝑥2  , 𝑥3 ≥ 0 
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  ا  شئل برناأ  خريً فـ    Aاتباا لا   الخروات السامقة لص اجة أسصلة الا   
                   B :                         𝑣𝐵 minمسألة اللاعب 

                  𝑠. 𝑡. :  2𝑦1 + 3𝑦2  ≤ 𝑣𝐵 
                                      𝑦1 + 2𝑦2 + 3𝑦3  ≤ 𝑣𝐵 

                                4𝑦1 + 𝑦2 + 23 ≤ 𝑣𝐵 
0 ≥ 𝑦1 ,  𝑦2  , 𝑦3 

 ً فـ  المسصلة السامقة تصبح : 𝑣𝐵فـنه معد القسمة  ا   𝑣𝐵  >0فـذا ،ان  
 

𝑣𝐵 min 
                                       𝑠. 𝑡. : 2

𝑦1
𝑣𝐴
+ 3

𝑦2
𝑣𝐴
             ≤ 1 

                                                       
𝑦1
𝑣𝐴
+ 2

𝑦2
𝑣𝐴
+ 3

𝑦3
𝑣𝐴
 ≤ 1 

                                                  4
𝑦1
𝑣𝐴
+
𝑦2
𝑣𝐴
+ 2

𝑦3
𝑣𝐴 
 ≤ 1 

0 ≥ 𝑦1 ,  𝑦2  , 𝑦3                                       

                                                                          
𝑦̅𝑗فـذا افترضررراا     =

𝑦𝑗

𝑣𝐵
  ًj = 1, 2 ,3  و𝑦̅1 + 𝑦̅2 + 𝑦̅3    ً   𝑊 =

1

𝑣𝐵
فـ  المسرررصلة  =

 السامقة تسافئ المسصلة التال ة:

 𝑊 = 𝑦̅1 + 𝑦̅2 + 𝑦̅3   max 

 وفقا  لاقيود :                                      

2𝑦̅1 + 3𝑦̅2  ≤ 1    

𝑦̅1 + 2𝑦̅̅̅̅ 2 +  3𝑦̅3  ≤ 1           (𝐿𝑃𝐵)             

4𝑦̅1 + 𝑦̅2 + 2𝑦̅3  ≤ 1      

𝑦̅1, 𝑦̅2, 𝑦̅3 ≥ 0    
   : 4ـ  2ملاحظة   

لمسصلة اللا    (Dual problem) المســـــألة الثنويةهي  Aو،ما نلاحظ فـ  أسررررررصلة اللا رررررر  
B وهيا الأأر صررح ح دوأا  أد  جل  ي أبارا  ذات أعموا صرر ري لؤررخصرريد. و،ما هو أعاوم .

فـ  جدول الحل الأأثل لأي أد المسرررررررررررصلتيد يعري با   الوق  الحل الأأثل لامسرررررررررررصلة الأخرى. 
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 B ا  الصرررررررر غة القانون ة فـناا نقوم ماخت ار حل أسررررررررصلة اللا    Bة اللا   ولما ،ان  أسررررررررصل
 . Aوأاها نستات  حل أسصلة اللا   

,𝑦̅4وإذا  ضرر اا المتغيرات الراكد   𝑦̅5, 𝑦̅6 ≥ ً فـناا نحصررل  ا   Bلقيود أسررصلة اللا       0
 الص غة الة اس ة التال ة : 

 𝑊 = 𝑦̅1 + 𝑦̅2 + 𝑦̅3   max 

 وفقا  لاقيود :                                      

2𝑦̅1 + 3𝑦̅2 +     𝑦̅4          = 1    
𝑦̅1 + 2𝑦̅̅̅̅ 2 +  3𝑦̅3 +         𝑦̅5       = 1           (𝐿𝑃𝐵)𝑆             

4𝑦̅1 + 𝑦̅2 + 2𝑦̅3 +           𝑦̅6 = 1        

𝑦̅1,   𝑦̅2,   𝑦̅̅ ̅3,    𝑦̅4,   𝑦̅5,   𝑦̅6 ≥ 0 
 
 : العلاقات التال ةمي،ر ن

1       . 𝑥𝑖 =
𝑥̅𝑖

𝑍
  𝑥𝑖 =

𝑥̅𝑖

𝑍
  ⇔    𝑥̅𝑖 = 𝑍𝑥𝑖     

𝑍=
1

𝑣𝐴

⇔    𝑥̅𝑖 =
𝑥𝑖

𝑣𝐴
)   ( . 

    2.  𝑦𝑗 =
𝑦̅𝑗

𝑊
  𝑦𝑗 =

𝑦̅𝑗

𝑊
  ⇔  𝑦̅𝑗 = 𝑊𝑦𝑗  

𝑊=
1

𝑣𝐵

⇔       𝑦̅𝑗 =
𝑦𝑗

𝑣𝐵
)   ( . 

 المثا   الة مة   ∗𝑾و  Aالمثا  لدالة الهدف أسصلة اللا    الة مة ∗𝒁إذا ،ان    . 3     
∗𝒁فـ   الثاائ ة فحس  نظرية Bلدالة الهدف أسصلة اللا             = 𝑾∗   

    
وثـجرات  𝑆(𝐿𝑃𝐵)البدائي الموافق لرررررررررررررررر  ً  نسو  جدول السمباس  Bرجو ا إل  أسصلة اللا     

الحسرررررررامات ماسرررررررتخدام طريقة السرررررررمباس ً نعد    جداول الحاول المتتامعة لهيا البرناأ  هي ،ما 
 ياي:

 
 
  

 

 

 

 

 

 

BV 𝒚̅1 

 

𝒚̅2 

 

𝒚̅3 

 

𝒚̅4 

 

𝒚̅5 

 

𝒚̅6 

 

RHS 

W 1 1 1 0 0 0 0 

𝒚̅4 

 
2 3 0 1 0 0 1 

𝒚̅5 

 
1 2 3 0 1 0 1 

𝒚̅6 

 
4 1 2 0 0 1 1 
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 ] وهو العدول الأخير[ نعد أا ياي : جدول الحل الأمثلأد 
𝑦̅1 =

1

8
, 𝑦̅2 =

1

4
, 𝑦̅3 = ∗𝑊و       1/8 = 1/2 

𝑦𝑗أد العلاقة  =
𝑦̅𝑗

𝑊
 ً هو :   B   ً(𝐿𝑃𝐵)  ً فـ  الحل الأأثل لمسصلة اللا     

BV 𝒚̅1 

 

𝒚̅2 

 

𝒚̅3 

 

𝒚̅4 

 

𝒚̅5 

 

𝒚̅6 

 

RHS 

W 2/3 1/3 0 0 
-

1/3 
0 -1/3 

𝒚̅4 

 
2 3 0 1 0 0 1 

𝒚̅3 

 
1/3 2/3 1 0 1/3 0 1/3 

𝒚̅6 

 
10/3 

-

1/3 
0 0 

-

2/3 
1 1/3 

BV 𝒚̅1 

 

𝒚̅2 

 

𝒚̅3 

 

𝒚̅4 

 

𝒚̅5 

 

𝒚̅6 

 

RHS 

W 0 2/5 0 0 
-

1/5 
-1/5 -2/5 

𝒚̅4 

 
0 16/5 0 1 2/5 -3/5 4/5 

𝒚̅3 

 
0 7/10 1 0 2/5 

-

1/10 
3/10 

𝒚̅1 

 
1 

-

1/10 
0 0 

-

1/5 

-

3/10 
1/10 

BV 𝒚̅1 

 

𝒚̅2 

 

𝒚̅3 

 

𝒚̅4 

 

𝒚̅5 

 

𝒚̅6 

 

RHS 

W 0 0 0 -1/8 -1/4 -1/8 -1/2 

𝒚̅2 

 
0 1 0 5/16 1/8 

-

3/16 
1/4 

𝒚̅3 

 
0 0 1 

-

7/32 
5/16 1/32 1/8 

𝒚̅1 

 
1 0 0 1/32 

-

3/16 
9/32 1/8 

1/2-=  *W- 



38 

 

𝑦1 =
𝑦̅1
𝑊∗
 =

1
8
1
2

=
1

4
,      𝑦2 =

𝑦̅2
𝑊∗
 =

1
4
1
2

=
1

2
  , 𝑦3 =

𝑦̅3
𝑊∗
 =

1
8
1
2

=
1

4
 

= = 2-هو   Bو العائد المتوقر للا     −
1

𝑊∗
 −𝑣𝐵

∗ 
, 𝑦1 (   ياع  الإسترات ع ة المختارة   Bوالحل   لاه يعاي     ا  اللا     𝑦2  , 𝑦3(  = 

 . 2- ائد أتوقر  و هو  ل حصل  ا   فضل (1/4 , 1/2 , 1/4) 
 Bللا   أد جدول الحل الأأثل  Aيمئااا الآ     نحصل  ا  الحل الأأثل لمسصلة اللا   

, 𝑥̅1 حيث تتمثل ص م المتغيرات   𝑥̅2  , 𝑥̅3  بتاك الة م تح  المتغيرات جير الأساس ة في جدول

  ي : Bللا    الحل الأأثل

   𝑍∗ = 1/2     𝑥̅1 =
1

8
,  𝑥̅2 =

1

4
, 𝑥̅3 = 1/8 

𝑥1 =
𝑥̅1
𝑍∗
 =

1
8
1
2

=
1

4
,        𝑥2 =

𝑥̅2
𝑍∗
 =

1
4
1
2

=
1

2
, 𝑥3 =

𝑥̅3
𝑍∗
 =

1
8
1
2

=
1

4
   

 =هو  Aو العائد المتوقر للا    
1

𝑍∗
= 2     𝑣𝐴∗ 

, 𝑦1   ياع  الإسرررررترات ع ة المختارة  ) A    ا  اللا    ي   𝑦2  , 𝑦3(  =  (1/4 , 1/2 , 

 . 2 ائد أتوقر  و هو  ل حصل  ا   فضل (1/4

 : 2مثال 
  وجد الحل الأأثل ماستخدام طريقة السمباس  لامبارا   المعرا  مالمص وفة التال ة :

      

 

 

 

 
 
 
 

 5 -1 6  

 0 -4 6    

 10 7 1  

G =  
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 هي :    Aأسصلة اللا    

𝑥̅1 + 𝑥̅2 + 𝑥̅3   𝑚𝑖𝑛  𝑍 =   
 وفقا  لاقيود:

6𝑥̅1 + 4𝑥̅2 + 𝑥̅3   ≥ 1 

                                 −𝑥̅1 − 4𝑥̅2 + 7𝑥̅3   ≥ 1           (𝐿𝑃𝐴) 

         5𝑥̅1          + 10𝑥̅3   ≥ 1 

𝑥̅1 ,  𝑥̅2  , 𝑥̅3 ≥ 0 

𝑤 هي :    Bأسصلة اللا     = 𝑦̅1 + 𝑦̅2 + 𝑦̅3   max 

6𝑦̅1    وفقا  لاقيود :                             − 𝑦̅2  +  5𝑦̅3  ≤ 1           

                   𝑦̅1 − 4𝑦̅2                ≤ 1                 (𝐿𝑃𝐵)                              
𝑦̅1 + 7𝑦̅2 + 10𝑦̅3  ≤ 1         

𝑦̅1, 𝑦̅2, 𝑦̅3 ≥ 0    
 

,𝑦̅4وإذا  ضرر اا المتغيرات الراكد   𝑦̅5, 𝑦̅6 ≥ فـناا نحصررل  ا   ً Bلقيود أسررصلة اللا       0
 الص غة الة اس ة التال ة : 

 𝑊 = 𝑦̅1 + 𝑦̅2 + 𝑦̅3   max 

 وفقا  لاقيود :                                      

6𝑦̅1 − 𝑦̅2  +  5𝑦̅3 +     𝑦̅4          = 1    

                          4𝑦̅1 − 4𝑦̅2 +                   𝑦̅5       = 1                (𝐿𝑃𝐵)𝑆  

𝑦̅1 + 7𝑦̅2 + 10𝑦̅3  +            𝑦̅6 = 1                 

𝑦̅1,   𝑦̅2,   𝑦̅̅ ̅3,    𝑦̅4,   𝑦̅5,   𝑦̅6 ≥ 0 
 

وثـجرات الحسررررامات ماسررررتخدام طريقة  𝑆(𝐿𝑃𝐵)نسو  جدول السررررمباس  البدائي الموافق لرررررررررررررررررررررررررررررررررررررر 
 السمباس ً نعد    جداول الحاول المتتامعة لهيا البرناأ  هي ،ما ياي:
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BV 𝒚̅1 

 

𝒚̅2 

 

𝒚̅3 

 

𝒚̅4 

 

𝒚̅5 

 

𝒚̅6 

 

RHS 

W 1 1 1 0 0 0 0 

𝒚̅4 

 
6 -1 5 1 0 0 1 

𝒚̅5 

 
4 -4 0 0 1 0 1 

𝒚̅6 

 
1 7 10 0 0 1 1 

 

 

BV 𝒚̅1 

 

𝒚̅2 

 

𝒚̅3 

 

𝒚̅4 

 

𝒚̅5 

 

𝒚̅6 

 

RHS 

W 0 7/6 1/6 
-

1/6 
0 0 -1/6 

𝒚̅1 

 
1 -1/6 5/6 1/6 0 0 1/6 

𝒚̅5 

 
0 

-

10/3 

-

10/3 

-

2/3 
1 0 1/3 

𝒚̅6 

 
0 43/6 55/6 

-

1/6 
0 1 5/6 

 

BV 𝒚̅1 

 

𝒚̅2 

 

𝒚̅3 

 

𝒚̅4 

 

𝒚̅5 

 

𝒚̅6 

 

RHS 

W 0 0 
-

57/43 
6/43- 0 -7/43 

−𝟏𝟑
/𝟒𝟑 

𝒚̅1 

 
1 0 45/43 7/43 0 1/43 8/43 

𝒚̅5 

 
0 0 40/43 

-

32/43 
1 20/43 31/43 

𝒚̅2 

 
0 1 55/43 -1/43 0 6/43 5/43 

 

 ] وهو العدول الأخير[ نعد أا ياي : جدول الحل الأمثلأد 
𝑦̅1 = 8/43, 𝑦̅2 = 5/43, 𝑦̅3 = و       0 𝑊∗ = 13/43 

𝑦𝑗أد العلاقة  =
𝑦̅𝑗

𝑊
 ً هو :   B   ً(𝐿𝑃𝐵)  ً فـ  الحل الأأثل لمسصلة اللا     
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𝑦1 =
𝑦̅1
𝑊∗
 =

8
43
13
43

=
8

13
,      𝑦2 =

𝑦̅2
𝑊∗
 =

5
43
13
43

=
5

13
  ,

𝑦3 =
𝑦̅3
𝑊∗
 =

0

13
43

= 0 

-هو   Bو العائد المتوقر للا    
43

13
 = = −

1

𝑊∗
 −𝑣𝐵

∗ 
, 𝑦1 (   ياع  الإسترات ع ة المختارة   Bوالحل   لاه يعاي     ا  اللا     𝑦2  , 𝑦3(  = 

 . 43/13- ائد أتوقر  و هو  ل حصل  ا   فضل (0 , 5/13 , 8/13) 
 Bأد جدول الحل الأأثل للا    Aيمئااا الآ     نحصل  ا  الحل الأأثل لمسصلة اللا   

, 𝑥̅1 حيث تتمثل ص م المتغيرات   𝑥̅2  , 𝑥̅3  بتاك الة م تح  المتغيرات جير الأساس ة في جدول

  ي : Bالحل الأأثل للا   

   𝑍∗ = 𝑊∗ =
13

43
    𝑥̅1 =

6

43
,  𝑥̅2 = 0, 𝑥̅3 = 7/43 

𝑥1 =
𝑥̅1
𝑊∗
 =

6
43
13
43

=
6

13
,        𝑥2 =

𝑥̅2
𝑊∗
 =

0

13
43

= 0,

𝑥3 =
𝑥̅3
𝑊∗
 =

7
43
13
43

=
7

13
   

 =هو  Aو العائد المتوقر للا    
1

𝑍∗
= 43/13     𝑣𝐴∗ 

, 𝑦1   ياع  الإسرررررررترات ع ة المختارة  ) A ي     ا  اللا     𝑦2  , 𝑦3(    =(6/13 , 0 , 

 . 43/13 ائد أتوقر  و هو  ل حصل  ا   فضل (7/13

     1ـ  2تمارين                                                
$ 1يرثح  Aقرعة  ماة أتوازنة وقد ات قا  ا      برأي  Bو Aيقوم ،ل أد اللا بيد  ر 1

 .  A $ أد 1يرثح  Bإذا توافق الوجها  الظاهرا  و إلا فـ   Bأد 
 المطلوب : 
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 تحايل هيه الاعبة ورسم شعرتها وإيعاد استرات ع ات ،ل أد اللا بيد .    ( 
 إيعاد أص وفة العوائد  م حسات ص مة هيه الاعبة  .  ت( 

فـذا ،ا   1ً  2ً  3وثؤئل أستقل مئتامة  حد الأ داد  B و Aاللا بيد  يقوم ،ل أد ر 2
أقدار هيا المعموا مالدولار   أا إذا ،ا   B يدفر لر Aأعموا نات  الستامة زوجي فـ  

 أقدار هيا المعموا مالدولار .  Aيدفر لر  Bأعموا نات  الستامة فردي فـ  
 المراوت : 

 .  Bو  Aتحايل هيه الاعبة ورسم شعرتها وإيعاد استرات ع ات ،ل أد    ( 
 إيعاد أص وفة العوائد  م حسات ص مة هيه الاعبة .  ت( 
 هل الحل الأأثل هو إسترات ع ة محته  م أختارة ؟ وأا هي هيه الإسترات ع ة .  ج ( 

في إحدى  2Lو  1L  ا  احتلال أوقعيد  سئرييد  Bو  Aتتااف  فرقتا   سئريتا   ر 3
أد لوات واحد ً وتهدف  Bأد لواتيد بياما تتسو  ال رقة  Aالمااورات . تتسو  ال رقة 

ص اد  ،ل فرقة إل  تحقيق  كبر رثرح أمئد وفقا  لاقا د  التال ة: أقدار رثح  و خسار  ال رقة 
 رقة في  ي أوقر يسراوي ال رت في  ردد  لويتها المتواجد  في ذلك الموقر  ا   لوية ال

الأخررى .  وجد ،ل أد شعر  المبارا  واسترات ع ات ،ل أد ال رقتيد وأص وفة العوائد 
 والحل الأأثل لسلا ال رقتيد . 

تمثل المص وفة التال ة أص وفة العوائد المقاباة للاسترات ع ات المختا ة لؤر،تي فاادت  ر 4
 الأرقام ممئات الملاييد أد الدولارات  لسسر  الزثائد في  واصم إحدى الدول ً

 4 2 -6  

 -10 -8 4  

 14- -10 -10  

 
 هل أد ه ماة بيد الاسترات ع ات 

 أا هي الإسترات ع ة المثا  لسلا الؤر،تيد وص مة المبارا  .  وجد الحل ب ان ا  .
  وجد الحل الأأثل لامباريات التال ة : ر 5
 

G1 =  
18 2 0 

 
1 3 10 
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5 4 5 

16 3 2 

 

G2 =  

-1 6 -2 

 2 4 6 

-2 -6 12 

 

G3 =  
2 0 

 
1 3 

 

G4 =  

2 1 2 2 

 1 2 -1 3 

2 -3 -1 -4 

تتاافسا  أ سستا  في سوت أعيد و،ل أ سسة تستر ر    نختار لاتروي   د مضرا تها  ر 6
 أا  د طرريق التا زيو   و  د طرريق العرائد إذا  ام     حصص الم سستيد في  ً

 السوت وفقا  لاررت الد ائ ة أعرا  في :

 

  Bالم سسة    

سة 
 س

الم
A

 

  J TV  

J 
 

0.60 0.40 
 

TV 0.50 0.70 

 
فرما هي الإسترات ع ة المثا  لسل أ سسة حرول اسرتخدام التا زيو  والعرائد في تروي   

 مضائعها . 
شر،تا  مصدد اتخاذ قرار للإ لا   د أاتعاتها المتاافسة ويمئد لأي أاها    تعرض  ر 7

إنتاجها في السوت الأول  و في السوت الثاني ً فـذا  رض  الؤر،تا  إنتاجهما في السروت 
أد المستهاسيد وإ   رض   % 30ه فـ  ،ل شر،ة ستب ر أد أاتعاتها باسبة ن س

أد المستهاسيد ً وقد قدر  دد  % 50أاتعاتها في سوت أختاف فـنها ستب عه إل  
أستهاك  60000أستهاك و دد أستهاسي السوت الثاني  40000أستهاسي السوت الأول بر 
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د  دد زثائاها وزثائد الؤر،ة الماافسة . إذا  ام     ،ل شر،ة تهدف إل  جعل ال رت بي
 كبر أا يمئد المراوت تحايل هيه المبارا  ورسم شعرتها وإيعاد أص وفة العوائد وأد  م 

 الحل الأأثل لسل أاهما .
 ياعبا  المبارا  التال ة :  A  ًBلا رض    شخصيد  ر 8 

  أعا  فـذا ،ا  الرقما  يئت  ،ل أاهما رقما   ا  ورقة ولا يراها الأخر  م تسؤف الورقتا 
 Aيدفر لر  Bأباه   لا ة دولارات وإذا ،ا  الرقما  زوجييد فـ   Aيدفر لر  Bفردييد فـ  

 Bهو اليي يدفر لر  Aدولا واحد ً  أا إذا ،ا  الرقميد  حدهما زوج ا  والأخر فرديا  فـ  
 دولاريد والمراوت :

 ارسم شعر  المبارا  واكت  أص وفة العوائد لهيه المبارا  .  ر 1  
  وجد الحل الأأثل لامبارا   ر 2  

  وجد الحل الأأثل لسل أد المباريات التال ة ماستخدام طريقة البرأعة الخر ة :  ر 9
 

G1 =  

-1 1 1 

 2 -2 2 

3 3 -3 

 

G2 =  

10 20 -20 13 

 12 14 0 15 

7 2 18 19 

 

G3 =  

-3 -1 1 0 

 -1 -2 -2 -1 

0 1 -1 3 

 
 المص وفة التال ة : ر 10

تبيد الاسترات ع ات الثلا  لادفاا العوي لمقاباة طائرات العدو اليي يستخدم  لا ة  سالي   
والمراوت تحديد  فضل  ساوت لادفاا العوي لإيقاا  كبر خسار  في طائرات  في الهعوم ً

 العدو  م إيعاد ص مة هيه الخسائر .
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  استرات ع ات الهعوم  

ي  و
الع

ا 
دفا

ت ال
ع ا

رات 
است

 
 

0.7 0.2 0.05 

 0.4 0.45 0.15 

0.2 0.25 0.5 

تتااف  شر،تا  لصاا ة الرائرات الحرث ة لاحصول  ا   كبر  دد أد الدول المؤترية  ر 11
لرائرتها . إ  الأسراوت المتبر لزياد  نصي  ،ل شر،ة في السوت هو استخدام  ساوت 
الد اية وتتبر ،ل شر،ة  لا ة خرط خاصة مالحماة الد ائ ة وتبيد المص وفة التال ة نسبة 

 .  A   دد الدول لاؤر،ة الأول
 

  B  

A  

1 1 -7 -13 

 2 9 -1 -3 

3 17 3 2 

 
  وجد الاسترات ع ات الخاصة لسل شر،ة أر إيعاد الة مة المثا  لاماافسة . 

الواقر في  Bأهاجمة المصار الحرثي الرئ سي لادولة  Aقررت ص اد  الع ش في الدولة  ر 12
و ام     هيا الهعوم س ئو   د  Bضواحي  اصمتها وقد باه ذلك إل   ام الدولة 

لا تسمح  Bطريق الإنزال العروي  و الإنزال البحري إلا    القو  العسئرية التي تمتاسها 
أد القوات أا يئ ي لصد  حد  Bلها محؤد القروات اللازأة لسل أد الهعوأيد )  اد 

معد انسحامه  الهعوأيد ( ولساها تستر ر أر ذلك    تعهز ،مياا  لمواجهة الهعوم الآخرر
 يمتاك القايل أد اليخير  وقد تبيا  الحقائق التال ة :  A. إ  الع ش المهاجم أد 
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  Aتسسر  المعر،رة ) خسائر  Bسياسح  وثيلك فـ   Aإذا تلاقر  الع ؤرا  فـ  ج ش  
سر صل إل   A$ أايو  ( . وإذا لم ياتق الع ؤيد  اد المصار فـ  ج ش  15 ادها تقدر بر 

بد المصار و  ِِ مص  يصادف هيا  0.7$ أايو  . هااب احتمال قدر   200خسار  قدرها  Bيكِ
$  70$ أايو  . في حال الإنزال العوي و  100الع ش في  ودته ،مياا  س ئبده خسائر تقدر بر 

أايو   في حال الإنزال البحري . صه هيه المسصلة ،مبارا  ذات أعموا ص ري و وجد 
 الإسترات ع ة المثا 



1 

 

 

 

 المباريات ذات المجموع غير الصفري لشخصين  
Two Persons Nonzero Sum Games                                 

 

 مقدمة
تعرفنا أعلاه على شروط المباريات ذات المجموع الصفري لشخصين وأهمها هو أن هذا النوع من 
المباريات يقتصر على شخصين فقط ، وأن عائد أحد الشخصين يساوي القيمة السالبة لعائد الشخص 

المثال  الآخر بحيث أن مجموع العائدين يساوي الصفر دوماً . وقد تعرفنا في أحـد الأمثلة أعـلاه وهو
( على مباراة بين شخصين ولكنها ذات مجموع غير صفري ) وهو مثال السجينين المتهمين  2 1-) 

بسرقة أحد محلات المجوهرات (. وكما أشرنا في الفصل السابق فإن المباريات ذات المجموع غير 
في هذا الفصل الصفري تبدو أكثر واقعية من المباريات ذات المجموع الصفري إلا أننا ) وكما سنرى 

( سنحتاج للمباريات ذات المجموع الصفري عند حل المباريات ذات المجموع غير الصفري .وتتلخص 
الفروق الرئيسية بين المباريات ذات المجموع الصفري ومقابلاتها ذات المجموع غير الصفري بالنقطتين 

 التاليتين :
( i )  إذا اعتبرنا عوائد كل من طرفي المباراة كما لو أنها عوائد لمباراة ذات مجموع صفري وذلك

فإن الحل الذي نحصل عليه لا يكون بالضرورة نقطة  (Maxmin)بتطبيق مبدأ أكبر الأقل 
 ( [ . 2ـ  2توازن ] نذكر بالتعريف ) 

( ii )  طة توازن فليس من الضروري أن إذا وجد للمباراة ذات المجموع غير الصفري أكثر من نق
 تتساوى العوائد المتوقعة عند هذه النقاط . 

وقبل الدخول في شـرح ما تعنيه هذه الفروق دعنا أولًا نذكر بتعريف نقاط التوازن لمباراة ذات مجموع 
 . Bو Aغير صفري لشخصين 

 ( 1ـ  3تعريف ) 
على الترتيب . نقول عن  Bو  Aن لمجموعة الاستراتيجيات الممكنة للاعبي AS  ،BTلنرمز بـ 

 إذا تحقق الشرط التالي: نقطة توازنأنها  )Y *X ,*(الاستراتيجية 
 

 (3.1) )Y,(XP)Y(X,P  و )Y,(XY),(XP **

A

*

A

**

B

*

B  P  
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من أجل أي 
A

SX  وBTY  حيث(. , .) AP   و(. , .) BP  ــــ   Bو  Aترمز للعوائد المتوقعة لـ
 على الترتيب . 

نقطة توازن للمباراة إذا لم يكن هناك حافز لأي من  )Y *X ,*(ومن الناحية العملية, تكون النقطة 
 طرفي المباراة للتحول بمفرده من هذه النقطة لأي نقطة أخرى غير

 )*, Y *X(  وســـــــــنســـــــــتعري في هذا الفصـــــــــل نوعين من المباريات ذات المجموع غير الصـــــــــفري .
 لشخصين .

 
 ذات المجموع غير الصفري لشخصين وغير التعاونيةأولاً : المباريات 

Two person nonzero non-cooperative games 
 

في هذا النوع من المباريات ســـيكون اهتمام كل من اللاعبين منصـــباً على جعل عوائده أكبر ما يمكن 
ت دون النظر إلى ما يحصـــــــــــــــل عليه اللاعب الخصــــــــــــــم خلافاً لما هو عليه الحال في المباريات ذا

المجموع الصـــــفري لشـــــخصـــــين حيث يســـــعى كل من اللاعبين إلى جعل عوائده أكبر ما يمكن وعوائد 
خصـــــــمه أقل ما يمكن . وفي كلا النوعين فإنه لا يوجد أي نوع من التعاون أو التنســـــــيق أو التفاوي 

التالية  بين طرفي النزاع ، ولكن ثمة فروق رئيســية بينهما كما أشــرنا أعلاه والتي ســنوضــحها في الفقرة
 .ولكننا قبل ذلك سنورد الملاحظة التالية.

 (  1ـ3ملاحظة ) 
في هذا النوع من المباريات الثنائية وذات المجموع غير الصــــــفري فإننا كثيرا ما نســــــتخلص مصــــــفوفة 

ــوالتي سنرمز لهما  Bو Aالعوائد الخاصة بكل من  ـــ على الترتيب من مصفوفة العوائد   BGو AG   بـ
وسنحتاج للتعامل مع كلا من هاتين المصفوفتين كمباراة ذات مجموع صفري. ولذا فلا بد لنا الثنائية. 

هو أصــــــــــلا لاعب عمود في  Bلأن اللاعب  BG( المصــــــــــفوفة  Transposeعندئذ من أخذ منقول)
ولأننا  Aالمباريات ذات المجموع الصـــــفري ولابد من تحويله إلى لاعب ســـــطر كما هي الحال للاعب 

فقط في المباريات ذات المجموع الصـــــفري لشـــــخصـــــين. وعندئذ نطلق على قيمة  Aعوائد نتعامل مع 
 AG     اســم مســتوى أمانA  وقيمة منقول BG  اســم مســتوى أمانB وتبرير هذه التســمية يعود إلى أنه.

لا يمكن أن يحصـــــــل على أقل   Bو Aوفي المباريات ذات المجموع الصـــــــفري فإن أي من اللاعبين 
 من قيمة مباراته الصفرية والتي تساوي مستوى الأمان المشار إليه أعلاه.ولا على أكثر 
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 ( أمثلة توضيحية للفروق بين المباريات الصفرية وغير الصفرية 2ـ  3) 
كقـــاعـــدة عمليـــة أيجـــاد بعي نقـــاط التوازن و قبـــل إعطـــاة أمثلـــة فـــإننـــا نود اأشـــــــــــــــــارة أولًا إلى أنـــه

 2×  2)كإســـتراتيجيات خالصـــة فقط( لمباراة ذات مجموع غير صـــفري لشـــخصـــين والتي من الشـــكل 
فتكون نقاط التقاة هذه الأســهم هي نقاط  Bو Aنقوم برســم أســهم باتجاه تزايد عوائد كل من اللاعبين 

 m  nا تكون مصــــفوفة المباراة من الشــــكل . وعندم (3.1شــــريطة أن أيا منها يحقق الشــــرط )توازن 
الناتجة .وبشكل عام  2×  2فإننا نطبق القاعدة على المصفوفات الجزئية  2أكبر من  nأو  mحيث 

 فإن هذه القاعدة لا تعطي جميع نقاط التوازن كما سنرى أدناه . 
 ( 1ـ  3مثال ) 
 : Bو  Aلنأخذ المباراة التالية بين اللاعبين  

 
        

    ( 1,1 ) ( 2,2 )    

G =       A 

    ( 0,0 ) ( 3,3 )    

        

    B    

( 3,3وهي مباراة ثنائية ذات مجموع غير صفري لشخصين .وبحسب قاعدة الأسهم    وعائدها )
أعلاه فإن نقطة التوازن الوحيدة هي  ),( 22 BA    .وكذلك         

  

    1 0      1 2  

 
t

BG
 =     , GA =     

    2 3      0 3  

 

tولــــــــ  A 1 =هو  A، فمستوى أمان  1نقطة سرجيه هي  AGولــــــــ 

BG  فمستوى  2نقطة سرجيه هي
. فباعتماد كل من اللاعبين مبدأ أكبر الأقل كطرف مســــــــــــــتقل عن الآخر فإن  2B =هو  Bأمان 

.إن نقطة الأمان هي    إســـــــــــــتراتيجية مختلطة )لأن العائد  s ( 1,2 )قيمة المباراة هي نقطة الأمان 
. 2B =و  A 1 =( يكون عندهاG( لا يقابل أي من اأســـــــتراتيجيات الثنائية في المصـــــــفوفة 1,2)

( هي نقطة التوازن. 3,3هي نقطة الأمان وسنقول إن النقطة ) s ( 1,2 )ولكننا وللسسهولة سنقول إن 
بلعـــب  Aجيتين مقـــابلتين كطرفين غير مســــــــــــــتقلين. فمثلا لو قـــام ولكن لو لعـــب الطرفـــان إســــــــــــــتراتي

والذي يختلف عن   )2,2 (فإن العائد المقابل هو   2Bبلعب اأســـــتراتيجية  Bوقام  1Aاأســـــتراتيجية 
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 )تختلف عن نقطة الأمان ) لاحظ أن  ( 3,3 )نقطة الأمان . كما أن نقطة التوازن الوحيدة للمباراة 

( وهذا ما يؤكد مضـــــــمون ما جاة في النقطة ( 3.1 )حيدة التي تحقق العلاقتين هي النقطة الو  ( 3,3
 الأولى . 

 أما ما يخص النقطة الثانية فقد أثبت ناش
 

 (  1ـ  3نظرية ) 
ــــــــــــــــــــــواةً كانت ذات مجموع صــــــــفري أو غير صــــــــفري . إذا كان عدد  في أي مباراة لشــــــــخصــــــــين ســـــــــ

 .  فإن لهذه المباراة نقطة توازن واحدة على الأقلالاستراتيجيات الخالصة لكلا اللاعبين منتهياً 
فحســـــب ما رأيناه في الفصـــــل الخاص بالمباريات ذات المجموع الصـــــفري لشـــــخصـــــين فإن لكل مباراة 
نقطة توازن واحدة على الأقل هي أحد حلول تلك المباراة .كذلك فقد وجدت نقطة توازن للمباراة في 

 التوازن واختلاف القيم المتوقعة فيوضحه المثال التالي . ( أعلاه . أما تعدد نقاط 1ـ  3مثال ) 
 ( 2ـ  3مثال ) 
 لو أخذنا المباراة : 

 
   ( 4,2 )  ( 0,0 )  ( 0,0 )  

       

G = ( 0,0 )  ( 3,3 )  ( 0,0 ) 

       

  ( 0,0 )  ( 0.0 )  ( 2,4 ) 

 

 و ( 3,3 )،  ( 4,2 )فحسـب  ما ورد في قاعدة الأسهم أعلاه فـإن كـلًا من النقاط 
 )B3A,3(و  )B2A,2(و  )B1A,1(هي نقطــــــــــــــــــة توازن للمباراة وهي تقابل الاســــتراتيجيات   )2,4 ( 

 ( 4,2 )على الترتيــب . ولتبرير أن كــل من النقــاط الثلاث الأولى هو نقطــة توازن ، لنــأخــذ النقطــة 
 1A التحول من  Aفلو أراد  1Bللاســــــــــتراتيجية  Bواختيار  1Aللاســــــــــتراتيجية  Aوالتي تقابل اختيار 

إلى  1Bالتحول من  Bولو أراد  0إلى  4فإن عائده ســــــــيتراجع من  1Bعلى  Bوبقي  3Aأو  2Aإلى 
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2B  3أوB  وبقيA  1علىA  فلا يوجــد إذاً حــافز لأي من  0إلى  2فــإن عــائــده ســــــــــــــيتراجع من .
إلى أي اســــــــــــــتراتيجيـة أخرى الأمر الـذي يبرر كون  )B1A ,1(للتحول بمفرده عن  Bو  Aرفين الط

)1,B1A(  هي نقطة توازن . ويمكن تبرير أن)2,B2A(  و)3,B3A(  هي نقاط توازن بطريقة مماثلة
و  A. لاحظ اختلاف العوائد عند نقاط التوازن هذا الأمر الذي يعطيها أفضـــلية مختلفة لدى الطرفين 

B  فمن الواضــــ  أن .A  ــــــــــــــــــ  )4,2 (يفصــــل المقابلة   )2,4 ( Bبينما يفضــــل  )B1A,1 (المقابلة لـ
ـــــ لاختيار نقطة التوازن التي تقود إلى  Bو  A. وفي مثل هذه الحالة قد يتوصل الطرفان  )B3A ,3(لـ

 .  )B2A,2(التي تقابل الاستراتيجية   )3,3 (حل مرضي لكل منهما وهي بالطبع النقطة 
ــــــــد ــــــــيلن   وقـ ــــــــار شـ ــــــــاها اسم     Schellingأشـ ــــــــذه الاستراتيجية وأعطـ    استراتيجية بارزةإلى مثل هـ

(Prominent)  وقد يُستدل من المثالين أعلاه للمباريات ذات المجموع غير الصفري لشخصين أنه .
وجد أكثر إذا وجدت نقطة توازن وحيدة للمباراة فإن هذه النقطة هي حل مناســـــــــب لهذه المباراة أما إذا 

من نقطة توازن وكان أحدها يمثل اســــــــتراتيجية بارزة فإن هذه الأخيرة قد تكون حلًا مناســــــــباً للمباراة . 
ولكننا قد نصــــــــادف الكثير من المباريات ذات المجموع غير الصــــــــفري لشــــــــخصــــــــين التي تكون نقاط 

 مثالين التاليين :توازنها ليست من النوع الذي وجدناه في المثالين أعلاه ولتوضي  ذلك نسوق ال
 ( 3ـ  3مثال ) 

 Bو  Aلو أخذنا المباراة التالية بين 
 

   ( 4,2 ) ( 0,0 )  

G =   

  ( 0,0 ) ( 2,4 )  

 

هي نقطة توازن لهذه المباراة ومع ذلك  ( 2,4 )و  ( 4,2 )فيمكننا التأكد بسهولة أن كلًا من النقطتين 
التي هي في  )B1A ,1(فأي منهما لا يمثل اســـــــــتراتيجية بارزة فهل ســـــــــيختار الطرفين الاســـــــــتراتيجية 

؟ ويبقى   Bالتي هي في صـــــــال  الطرف  )B2A,2(أم ســـــــيختاران الاســـــــتراتيجية  Aصـــــــال  الطرف 
 الجواب في مثل هذه الحالة غير معروف .

 (  4ـ  3مثال ) 
بالعودة إلى مثال الســـــجينين المتهمين بســـــرقة أحد محلات المجوهرات فقد وجدنا أن مصـــــفوفة المباراة 

 ( [ .  2ـ  1هي ] راجع مثال ) 
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   ( -9,-9 ) ( -10,0 )  

G =   

  ( 0,-10 ) ( -1,-1 ) 

 
هي نقطة التوازن  )B1A,1(والتي تقابل الاســــــــــــــتراتيجية  )-9,-9(فيمكننا التأكد بســــــــــــــهولة أن النقطة 

الوحيدة لهذه المباراة . ومن الواضـــ  أن هذه النقطة ليســـت حلًا مقنعاً للمباراة إذ أنه من الواضـــ  بأن 
 . (9-,9-)هي أفضل لطرفي المباراة من  (1-,1-)النقطة 

 
 ( 2ـ  3ملاحظة ) 

ــــ  3تعريف ) إن إيجاد نقاط التوازن في المباريات ذات المجموع غير الصفري لشخصين بموجب ال  1ـ
( قد لا يكون دوماً بالســهولة التي وجدنا فيها نقاط التوازن في جميع الأمثلة أعلاه ، وعلاوة على ذلك 
فإن البحث عن نقاط التوازن بموجب هذا التعريف قد لا يوصـــــــــلنا إلى جميع نقاط التوازن ولتوضـــــــــي  

 ذلك نسوق المثال التالي :
 

 

 

 ( 5ـ  3مثال ) 
 ة التالية :لو أخذنا المبارا

 
   ( 2,1 )  ( 1,0)   x 

         

G = (-1,2)  (3,3) 1-x 

   y  1-y   
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هي نقطة توازن لهذه المباراة .  ( 2,1 )( يدل على أن النقطة  1ـــــــــــ  3فمن الواضـــــــــــ  أن التعريف ) 
 والسؤال هنا : 

 هل توجد نقاط توازن أخـرى للمباراة ؟ 

على جزة من هذا الســـــــــــؤال ، وقدم طريقة  أيجاد جميع نقاط  (Swastika) ســـــــواســـــــت القد أجاب 
وذات المجموع غير الصــــفري لشــــخصــــين والتي ســــنوضــــحها  22التوازن للمباريات التي من الشــــكل 

 فيما يلي :

 
 . 22( طريقة سواست ا لإيجاد نقاط التوازن للمباريات من الش ل  3ـ3) 

 
ــــ  3بموجب التعريف )  .تقوم هذه الطريقة على التحليل التالي   A( لدينا ما يلي : بالنسبة للاعب  1ـ

  حققالتي ت )Y *X ,*(عليه أن يبحث عن النقطة 
 

 )Y, (XP)Y, (XP *

A

**

A   من أجل أيAS X  
 

أكبر ما يمكن من أجل  AP ( X , Y )التي تجعل الدالة   )Y *X ,*(ويكافية ذلك إيجاد النقطة 
أن يبحث عن  Bفإن على اللاعب ،  Bبالنسبة للاعب  ( . كذلك الأمر Y*) هي  Yقيمة محددة لـ 

   حققالتي ت  )Y *X ,*(النقطة 
 )Y, (XP)Y, (XP *

B

**

B   من أجل أيBT Y  

أكبر ما يمكن من  BP(X,Y) التي تجعل الدالة  )Y *X ,*(والذي يكافية بدوره إلى إيجاد النقطة 
ستكون من الشكل   Xفإن  22( . ولما كانت المباراة من الشكل  X*) هي  Xأجل قيمة محددة لـــ 

X = (x, 1-x)  وY  من الشــــــكلY = (y, 1-y)  ( أعلاه نجد  5ــــــــــــــــــــ  3. ففي مثالنا ) أن العوائد
,𝑃𝐴(𝑋 المتوقعة  𝑌)  و𝑃𝐵(𝑋, 𝑌) ما يلي :هي ك 

 

𝐺𝐴 =     [
    2 1
−1 3

] 

 

𝑃𝐴(𝑋, 𝑌) = 𝑋𝑇𝐺𝐴𝑌 = (𝑥 1 − 𝑥) [
   2 1
−1 3

] [
𝑦

1 − 𝑦] =   
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= 2𝑥𝑦 + 𝑥(1 − 𝑦) + (−1)(1 − 𝑥)𝑦 + 31 − 𝑥)(1 − 𝑦) 
 

= 𝑥(5𝑦 − 2) + 3 − 4𝑦 
 

⇒ 𝑃𝐴(𝑋, 𝑌) = 𝑥(5𝑦 − 2) + 3 − 4𝑦 

 

 

𝐺𝐵 =     [
1 0
2 3

] 

 

 

𝑃𝐵(𝑋, 𝑌) = 𝑋𝑇𝐺𝐵𝑌 = (𝑥 1 − 𝑥) [
1 0
2 3

] [
𝑦

1 − 𝑦] =   
 

= xy + 0. x(1 − y) + 2y(1 − x + 3(1 − y)(1 − x) = 
 

= 𝑦(2𝑥 − 1) + 3 − 3𝑥 
 

⇒ 𝑃𝐵(𝑋, 𝑌) = 𝑦(2𝑥 − 1) + 3 − 3𝑥 
 

كـدالـة   AP (x , y)محــددة فيمكن النظر إلى الـدالـة  yوبـاعتبــار أن قيمــة  AP (x , y)ففي الـدالـة 
 كما يلي : xوبالتالي فإن بلوغ هذه الدالة أكبر قيمة لها يتعلق بإشارة أمثال   xخطية في 

ســـالبة أي  xإذا كانت أمثال 
5

2
y  فـــإن أكـــبر قيمة للدالة تقـــع عندما x = 0   أما إذا كانت أمـــثال

x  مســــاوية للصــــفر أي
5

2
y   1فــــإنها تبلــــً قيماً كبرى متعددة من أجــــل أي x   0  ذا كانت , وا 

موجبة أي  xأمثال 
5

2
y   ــــــــــــــبرى عندما ــــــــــــــط  x = 1فإن الدالة تبلً قيمتها الكـ . وبذلك يصب  الخـ

 ( ) القسم المطموس ( 1ـ3كما في الشـكل )  حلولالبياني لل
 محددة نجد ما يلي : xوباعتبار أن قيمة  BP (x,y)و بالمثل وفي الدالة 

إذا كان 
2

1
x   فإن هذه الدالة تبلً أكبر قيمة لها عندماy = 0   ذا كان وا 

2

1
x   فإن جميع القيم

1 y   0  هي قيم كبرى لهذه الدالة ، أما إذا كان
2

1
x   فإن الدالة تبلً قيمتها الكبرى عندما y
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( . وبموجب  1ـ3هو القسم المنقط المطموس في الشكل ) للحلول . وبذلك فإن الخط البياني  1 =
 لخطين البيانيين هي فإن نقاط تقاطع ا ( 3.1 )( القاضي بوجوب تحقق المتباينتين  1ـ3التعريف ) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 1 

 

 

 

(،  )0,0(( وهذه النقـاط هي  5ـ3في المثال )  Gنقـاط توازن للمبـاراة 
5

2
,

2

1
. أما   )1,1 (،  )

 الاستراتيجيات والعوائد المقابلة لهذه النقاط فهي على النحو التالي :
 Y = ( 0,1 )و X = (0,1)حيـث  (X,Y)تقابل الاسـتراتيجيـة  (x = 0 , y = 0)النقطة  ـ

وهي ما سبق وأوجدناها  )B 2A ,2(أي أنها تقـابل الاســتراتيجية  )3,3(والعـائد المقابل هو 
 مباشرة من مصفوفة العوائد .

x 
0 

 

1 

Y 

A اللاعب 

B  اللاعب    
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(النقطة ـ
5

2
y  ,  

2

1
(x   تقابل اأستراتيجيـة)X,Y( حيـث)

2

1
 , 

2

1
(X  و

)
5

3
 , 

5

2
(Y  والعـائد المقابل هو)

2

3
 , 

5

7
 فهي إستراتيجية مختلطة . )

والعائد  Y = (1,0)و X = (1,0)حيـث  (X,Y)لاسـتراتيجيـة تقابل ا (x = 1 , y = 1)النقطـة  ـ
 .)B1A ,1(أي أنها تقابل الاستراتيجية   )2,1 (المقابل هو 

 
 ثانياً : المباريات التعاونية ) التفاوضية (

Cooperative Games 

 
) مثال السجينين المتهمين بسرقة أحد محلات المجوهرات ( فقد وجدنا أن   4.3بالعودة إلى مثال  

) أي كلاهما يعترف بالسرقة ( هي نقطة   )B 1A ,1 (والتي تقابل الاستراتيجية  )-9,-9(النقطة 
 التوازن الوحيدة للمباراة ، وقد أشرنا أن هذا الحل غير مقنع لطرفي المباراة إذ أن النقطة 

أي عدم الاعتراف لكل منهما هي الأفضل . ومن  )B 2A ,2 (لتي تقابل الاستراتيجية وا  )-1  ,-1(
الواض  أنه لم يكن باأمكان الوصول إلى مثل هذه الاستراتيجية إلا بالتنسيق والتعاون بين السجينين 

ند إلى . ولمزيد من اأيضاح لايجابيات التعاون بين أطراف النزاع والتي تستلزم عمليات تفاوضية تست
 معايير مختلفة نسوق المثال التالي والذي سندرسه بشية من التفصيل .  

  ( 6ـ  3مثال )  
لأجهزة الهاتف الجوال على تسويق الاشتراكات لدى إحدى الدول . ولكل من  Bو  Aتتنافس شركتان 

ممكنتين للتسويق ، وقد تبين لكل منهما أن العوائد المقابلة للاستراتيجيات  نالشركتين استراتيجيتي
 المختلفة تعطي كما في المصفوفة التالية ) الأرقــام بمليارات الدولارات ( .

 

G =  

(-2 , 2)  (1 , -2) 

   

(3 , 1)  (0 , 5) 

 
 3ترب   A( فإن الشركة  B 2A ,1( يعني أنه لو اُستخدمت الاستراتيجية )  3  ,1مثلًا العائد )  

مليار دولار. وكما هو ملاحظ فإنه باستثناة العوائد المقابلة  Bمليارات دولار بينما ترب  الشركة 
( فإن مجموع العوائد المقابلة لكل استراتيجية ليس صفراً ، كما أنه لا توجد  B 1A ,1للاستراتيجية ) 
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 سواست الهذه المباراة نقطة توازن يمكن إيجادها مباشرة من المباراة  بطريقة الأسهم, إلا أن طريقة 

(حيث )Y*X,*(ستقود إلى نقطة التوازن الوحـيدة 
2

1
,

2

1
(X*  ،)

6

5
,

6

1
(Y*  والتي تقود إلى

(العائد 
2

3
,

2

1
) تحقق من ذلك ( . والسؤال الآن ما هي الاستراتيجية المثلى لكل من الشركتين ؟  )

نلاحظ أن أي من الشركتين لن يقبل أن تستخدم الأخرى إحدى الاستراتيجيات الأربعة وللإجابة :
 ويعود السبب في ذلك إلى التحليل التالي :  Gالمقابلة للعوائد الأربع المعطاة في المصفوفة 

 A( فإن ذلك سيؤدي إلى خسارة كبيرة للشركة  B 1A ,1باستخدام الاستراتيجية )  Bلو قامت الشركة 
من أي  A(فإن ذلك سيحرم الشركة  B 2A ,2باستخدام الاستراتيجية )  Bوكذلك لو قامت الشركة 

لك إلى خسارة ( فسيؤدي ذ B 1A ,2باستخدام الاستراتيجية )  Aرب  . وبالمقابل فـإنه لو قامت الشركة 
( فسيؤدي ذلك إلى تقليل أرباح  B 2A ,1باستخدام الاستراتيجية )  Aولو قامت  Bكبيرة للشركة 

. وينظر إلى مثل هذه الاستراتيجيات التي تقود إلى رب  أحد اللاعبين وخسـارة الأخر أو  Bالشركة 
 استراتيجيات تهديديهتلك التي تؤدي إلى رب  أكبر لأحـد اللاعبين ورب  أقـل بكثير للاعب الأخـر بأنها 

(Threat Strategies ( . ولذا فـإنه في مثل هـذا النوع من المباريات ) ذات المجمو ) ع غير الصفري
بين اللاعبين لمصلحتهما  (Bargaining) مسـاومةأو  تفاوضيكون من المنطقي أن يكـون هناك 

المشتركة حيث يطم  كل من اللاعبين عندئذ بالحصول على عائد أفضل ولذا فإنه يطلق على هذا 
 هذه سؤالًا آخر هو ؟   . وتثير عملية التفاوي المباريات التفاوضيةالنوع من المباريات أيضاً اسم   

 
 ما دمنا سنتفاوي فمن أي نقطة ) أو على أي أساس ( نبدأ التفاوي ؟                    

 
 Status  ) نقطة الوضع الراهننعرّف أولًا النقطة التي تبنى عليها عملية التفاوي بأنها   للإجابة:

Quo Point يصّر أحد اللاعبين استخدام ما ( . وهناك عدة إمكانيات لنقطة الوضع الراهن . فقد
أسميناه   استراتيجية تهديديه   وعندئذ تكون هذه الاستراتيجية التهديديه هي نقطة الوضع الراهن مع 
ما لهذه النقطة من مخاطر على أحد اللاعبين. ولذا فقد لا يفضل أي من اللاعبين أن يختار هذه 

عبين في هذه الحالة أن ينطلق اللاعبان من نقطة النقطة كأساس للتفاوي . وما هـو منطقي لكلا اللا
لا يقبل أي منهما أن يحصل على عائد أقل من العائد في هذه النقطة . ويطلق على مثل هذه النقطة 

 وهي ذات النقطة التي نوهنا عنها أعلاه  . (Security Point )نقطة الأمـان   اسم
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كأساس للتفاوي هو   أن يعتبر كل من اللاعبين العوائد والفلسفة القائمة وراة اختيار نقطة الأمـان هذه 
التي يحصل عليها كما لو أنها عوائد للعبة ذات مجموع صفري   ثم يحسـب قيمة المباراة الناتجة فعندئذ 
تكون هذه القيمة هي أقل ما يمكن أن يحصل عليه هذا اللاعب مهما كانت الاستراتيجية التي ينتهجها 

تعطيان بالمصفوفتين  Bو  Aمثالنا أعـلاه فـإن عـوائد اللاعبين ) الشـركتين ( اللاعب الأخر . ففي 
 A, G BG : التاليتين على الترتيب 
 

GB = 

 2  -2  

, GA = 

 -2  1  3/6 

       

1  5 3  0 3/6 

 
 أي : BGلابد من أخذ منقول  BGوأجراة الحسابات المتعلقة بـ 

 

t

B
G  = 

 2  1  7/8 

    

-2  5 1/8 

 
كما لو أنه يلعب مباراة ذات مجموع صفري ونوجد قيمة المباراة الخاصة به  Bوذلك لجعل اللاعب 

tمن المصفوفة 

B
G  وليس من المصفوفةBG  .كما نوهنا أعلاه 

ولا توجـد لأي من المصفوفتين نقطة سرجيه وبإجراة الحسابات نجد أن قيم المباراتين ) ذات المجموع 
t الصفري ( الممثلتين بالمصفوفتين

B
G وAG  هو

2

1
و  

2

3
uυ AB

  على الترتيب وبذلك فإن نقطة

الأمان للشركتين هي 









2

3
'

2

1
S  والتي تعني أن اللاعبA  لن يقبل بأي استراتيجية تجعل عائده

أقل من
2

لن يقبل بأي استراتيجية تجعل عائده أقل من  B. كما أن اللاعب  1
2

. كذلك وكما ذكرنا  3

أعلاه فقد اصطل  على تسمية القيمة 
2

1
u

A

 مستوى الأمان (Security Level للاعب )A  وعلى

القيمة 
2

3
B
  مستوى الأمـان للاعبB  لاحـظ أن النقطة ( .)

2

3
,

2

1
تقابل نقطـة توازن للمبـاراة  )
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تراتيجية مختلطة كما وجدنا أعلاه مع أن هذا الأمر قد لا يقع في الكثير من المباريات وأنها تقـابل اس
 في مطلع هذا الفصل ( . (i)كما أشرنا في الفرق الرئيس 

 
 ( التمثيل البياني للمباريات ذات المجموع غير الصفري لشخصين  4ـ  3) 

 
 ) مضلـع المبـاراةمضلـع يطلـق عليـه بفي حالة التفاوي يمكن تمثيل كل العوائد المتوقعة للاعبين 

Game Polygon  مضلع العوائد( أو (Payoff Polygon ). 
 ( . 2ـ  3أعــلاه فـإن مضلـع العوائد يعطي كما في الشكل )   Bو    Aففي مثال الشـركتين  
 
 
 
 
 
 
 
 

      A(-2, 2) 
 
 

 
 
 

 

D  (1, -2)              

                                                                         

 

 

 

 (  6ـ  3( مضلع العوائد لمثال )  2ـ  3شكل ) 
 

 

𝑢( A) مستوى الأمان لـ  = −2 v   

B(0,5) 
 

 

C (3 , 1) 

  (Bلـ )مستوى الأمان
3

2
=  v

 
 

u  

 

 

 

45 

 مجموعة التفاوض

 
’C 

 
’B 
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كما نلاحظ فإن هذا المضلع هو مجموعة محدبة ويعني ذلك أن أي نقطة في داخل المضلع ) مثل 
نقطة الأمان أو غيرها ( أو على محيطه يمكن تمثيلها كعبارة محدبة في استراتيجيتين خالصـتين أو 

لطة . ) لمزيد من المعرفة حول العبارات المحدبة راجع   مختلطتين أو إحداهما خالصة والأخرى مخت
 الملحق   في نهاية الكتاب ( .

 أما مستويات الأمان فيمكن تمثيلها على هذا المضلع بالمستقيمين )المنقطين (  

2

1
u   المستقيم الذي يمثل مستوى الأمان للشركة (A . ) 

2

3
v   المستقيم الذي يمثل مستوى الأمان للشركة (B . ) 

 ( فئة التفاوض.  5ـ  3) 
بشكل عام تعرف فئة التفاوي بأنها أي مجموعة جزئية من مضلع العوائد يمكن للاعبين أن يختاروا 
منها استراتيجية تعطي عوائد مقبولة لدى طرفي النزاع. وبشكل عام أيضاً فإن لهذه الفئة علاقة بما 

 A)الشركة( ( . إن اللاعب  6ـ  3أسميناه نقطة الوضع الراهن . وسنوض  ذلك من خلال المثال ) 
قع على يمين المستقيم عائد ييطم  بأن يحصل على 

2

1
u   ) كما أن اللاعب ) الشركةB   يطم

فوق المستقيم  عائدبأن يحصل على 
2

3
v 
 

تقع عوائد . أي أن الشركتين تطمحان بأن تحصلا على 
 باسم : C’B’الممثلة بنقاط القطعة المستقيمة  العوائد. وتسمى  C’B’المستقيم على قطعة

 ( Bargaining Set) فئة التفاوض(أو Negotiation set) مجموعة التفاوض
  .( على مضلع العوائدBoldونقوم عادة باأشارة إلى فئة التفاوي وذلك بطمسها)

 

 (  7ـ  3مثال ) 
 . B و  Aن لدينا المباراة ) ذات المجموع غير الصفري ( التالية للاعبي 
 

G =  

(0 , -2) (2 , 2) 

 
  

(4 , 1)  (-2 , -1) 
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 ( 3ـ  3شكل ) 
 

 

 المطلوب تحديد كلًا من مستوى الأمان ، وفئة التفاوي للاعبين . 
 الحـــل 

 الموض  بالشكل ABCDإن مضلع العـوائد هـو داخـل ومحيـط المضلـع 
هو  A. وبذلك فإن مستوى أمان  s= (1,0)( . ويمكننا التحقق أن نقطة الأمان هي النقطة  3ـ  3)  
1  =Au  ومسـتوى أمانB  0 =هو Bv  ولتحـديد فئة التفاوي نلاحظ أنها ممثلة بالقطعة المستقيمة .

BC  . فقط 
 

 ( 8ـ  3مثال ) 
 أوجـد مستوى الأمان وفئة التفاوي للمباراة ذات المجموع غير الصفري التالية : 

 

 

 

G =  

(-2 , 2) (1 , 5) 

   

(3 , 4) (4 , 2) 

 

 

 

D  (0 , -2) 

C (4,1) 

A ( -2,-1) 

B (2,2) 

 Bمستوى أمان  

y 

u 

  Aمستوى أمان 

S 
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 ( 4ـ  3شكل ) 
 الحـــل  

 ( . 4ـ  3شكل )  ABCDإن مضلع العوائد هو داخل ومحيط المضلع 
 

هو  Aوبحساب قيم المباريات الصفرية لكلا اللاعبين نجد أن مستوى الأمـان للاعب 
4

7
u A  ومستوى

هو  Bالأمان للاعب 
5

16
v B  ( وفي هذه الحالة فإن فئة التفاوي  4ـ  3الموضحان على الشكل . )

 لأنهما الجزة الأبعد من مضلع العوائد .  DC’و  C’Bتتألف من القطعتين 
 

   نقطة الوضع الراهن

تهديديه أو أنها قد تكون نقطة الأمـان .  عوائدألمحنا فيما سبق أن نقطة الوضع الراهن قد تكون أي 
وبعد أن تعرفنا على ما أسميناه مضلع العوائد نعّرف   نقطة الوضع الراهن   بشكل أعم بأنها   أي 
نقطة من مضلع العوائد   . وكما هو واض  من اسمها بأن هذه النقطة يجب أن تعكس الوضع 

اوضي لكلا اللاعبين كأن يكون أحدهما في الراهن للاعبين أي أنها يجب أن تعكس الوضع التف
مركز أقوى من الأخر . ويرى البعي أن تكون هذه النقطة هي   الحد الأدنى المقبول لكلا الطرفين 
  كما يرى آخرون أن   نقطة الأمان   هي نقطة مناسبة كأساس للتفاوي وذلك لأنها تأخذ بعين 

سابها .الاعتبار كل العوائد في مصفوفة المباراة عند ح  

 

 
 

A ( -2,2) 

u 
  

4

7
u 

 

C (3,4)   

D  (4 , 2) 

B (1,5) 

  B’ 

  

 D’ 

  

v 
 

5

16
v 

 



17 

 

   الإستراتيجية التهديديه المثلى 
( فقـد ذكــرنا أن لكل من اللاعبين استراتيجياته التهديديه الخاصة به .  6ـ  3بالعودة إلى مثال ) 

والسؤال الآن : لو أصرّ أحد اللاعبين على استخدام استراتيجية تهديديه فما هي الاستراتيجية التهديديه 
 المثلى لهذا اللاعب ؟ 

قبل اأجابة يجب التنويه إلى أن الاستراتيجية التهديديه المثلى لأي من اللاعبين قـد تكون إحـدى 
الاستراتيجيات البحتة أو أنها استراتيجية مختلطة . وتتلخص عملية إيجاد مثل هذه الاستراتيجية المثلى 

 للمباريات ذات المجموع غير الصفري للاعبين بما يلي : 
( فإننا نطرح عوائد  B) للاعب  Aيجاد الاستراتيجية التهديديه المثلي للاعب إذا أردنا إ ـ 1

( في مصفوفة المباراة ذات المجموع  B) لـ  A( من مقابلاتها لـ  A) اللاعب  Bاللاعب 
 Aغير الصفري ونضع النوات  في أماكنها بنفس الترتيب لتعطينا بذلك مصفوفة خاصة بـ 

 ( .  B)خاصة بـ 
( كما لو أنها مصفوفة خاصة بمباراة ذات   B) الخاصة بـ  Aالمصفوفـة الخاصة بـ نعتبر  ـ 2

 مجموع صفري ثم نوجد الحل الأمثل لهذه الأخيرة . 

( من الحل الأمثل الذي حصلنا عليه  B) للاعب  Aنستنت  المباراة التهديديه المثلى للاعب  ـ 3
 ( .  2في ) 

 
كما يلي : بعد طرح  Aمكننا إيجاد الاستراتيجية التهديديه المثلى لـ ( ي 6ـ  3فبالعــودة إلى مثالنا ) 

 نحصل على المصفوفة التالية :  Aمن مقابلاتها لـ  Bعائدات 
 

T
AG  =  

-4 3  A1 

    

2 -5  A2 

 
( وليس لهذه المباراة الصفرية نقطة سرجيه وحلها هو الاستراتيجية المختلطة 

2

1
,

2

1
. وتعني هذه  )

1A  ,) الشركة ( أن يلعب ) أن تطبق ( كــلًا من استراتيجياتها الاثنتين  Aالنتيجة أن على اللاعب 

2A  ) نصف العدد من المرات والتي تمثل له ) لها ( أفضـل استراتيجية تهديديه للاعب ) الشركةB . 
 على المباراة الصفرية التالية :فنحصل  Bأما بالنسبة للاعب ) الشركة (  
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   B1  B2   

T
BG  =  

4  -3 

 

 

    

-2  5  

       

 
وكذلك ليس لهذه المباراة نقطة ســــــــــــرجيه وحلها هو الاســــــــــــتراتيجية المختلطة 









7

3
,

7

والتي تعني أن  4

هو أن يلعب ) أن تطبق ( اســـــــتراتيجيته الأولى  Bأفضـــــــل اســـــــتراتيجية تهديديه للاعب ) الشـــــــركة ( 
1B  ,  

7

  ,  2Bالمرات ويلعب استراتيجيته الثانية  4
7

 من المرات .  3
 . 

  ( 2ـ  3ملاحظة ) 
ألمحنا أعلاه على أنه لدى تمثيل مضلع العوائد بيانياً فعلينا أن نحرص على أن يكون هذا المضلع 

 وسنوض  ذلك من خلال المثال التالي :. محدبة هو مجموعة 
 ( 9ـ  3مثال )  

ع أدناه نجد أنه يمكننا تمثيل مضل Gإذا أخذنا المباراة ذات المجموع غير الصفري الممثلة بالمصفوفة 
 ABCDEF. ( 5ـ  3العوائد كما في الشكل) 

 

G =  

(0 , 5) (-2 , 2) (3 , 3)  

    

(0 , 1) (3 , 1) (0 , -2)  
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A ( -2,2) 

C (3,3) 

D (3 , 1) 

 

 

 

 

          

A ( -2,2) 

C (3,3) 

D (3 , 1) 

 

 

 

 

          

 

 

 
 

 

 

  

  
 

 

 

 

 

 

 ( 5ـ  3شكل )                          
 

 E (0, 1)ليصب  مضلع محدب فنجعل النقطة  .حدبةليس مجموعة م ABCDEFلكن المضلع 

 (6.3داخلية كما في الشكل )نقطة 
 
 

 

 
 

 

 

  

  
 

 

 

 

 

 

 ( 5ـ  3( تصحي  الوضع لشكل )  6ـ  3شكل )      
 

 

  F (0, -2) 

B (0,5) 

x 

y 

E (0, 1) 

  F (0, -2) 

B (0,5) 

x 

y 

E (0, 1) 
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سنتعرف فيما يلي على بعي طرق الحل للمباريات التفاوضية ذات المجموع غير الصفري لشخصين 
. نشير أخيرا إلى أن اسـم   المباريات التفاوضية   يطلق على مباريات الشخصين ذات المجموع غير 

د نقطة الصـفري ذلك أن التفاوي قد يلعب دوراً ) في حال عدم وجود إستراتيجية تهديديه ( في تحدي
الوضع الراهن والذي يؤدي بدوره إلى تحديد فئة التفاوي . وهناك العديد من الطـرق التي تم اقتراحها 
لحـل المباريات التفاوضية نتعرف فيما يلي على بعي منها . ونود التأكيد هنا إلى أنه قبل الشـروع في 

ًَ من تحديد نقطة الوضع  َ  الراهن وفئة التفاوي بدقة .  تطبيق أي من هذه الطرق فلا بد لنا أولًا
 

  
 Shapleyطريقة ناش وشابلي حل المباريات التفاوضية ذات المجموع غير الصفري لشخصين .   

and Nash Method  
 :( 2ـ  3نظرية ) 

v, (u (إذا كانت                         BA ةهي نقطـة الوضـع الراهن ، عندئذٍ توجــد نقطـة وحيد 

                      ) *v, *u(  ( وهذه النقطة هي التي تجعل الدالة  6( إلى ) ش 1تحقق الشروط ) ش 

 التالية :                        

                                      𝐹(𝑢, 𝑣) = (𝑢 − 𝑢𝐴)(𝑣 − 𝑣𝐵)          (3.3)                  

 أكبر ما يمكن وتحقق بنفس الوقت 

                             𝑢 ≥ 𝑢𝐴  ,   𝑣 ≥ 𝑣𝐵      (3.4)           

,𝑢)حيث  𝑣 ) .تنتمي لفئة التفاوض 

  .( بهذه الطريقة 6ـ3من خلال إعادة حل المثال )  ناش ـ شابليسنوض  الآن طريقة 
 

 :  1مثال 
 (  6ـ3بالعودة إلى مثال ) 

 

G =  

(-2 , 2)  (1 , -2) 

   

(3 , 1)  (0 , 5) 
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 معتبراً الحالتين التاليتين :ناش ـ شابلي أوجد الحل الأمثل بطـريقة 
نقطة الوضع الراهن هي نقطة الأمان  أ ـ










2

3
 , 

2

1
 S . 

 . (2 , 2-)نقطة الوضع الراهن هي الاستراتيجية التهديدية  ب ـ

 
   الحــل
الحل يجب أن يقع على حدود مضـــلع العوائد والذي ســـميناه فئة التفاوي  علمنا مما ســـبق أن أ ـ

ــ3. وفي هذه الحالة فإنه يمكن تطبيق النظرية )  C’B’وهو القطعة  ( أعـــلاه دون صعـــوبة . فعلينا  2ـ
(  3.3والتي تجعل الدالة )  C’B’من فئة التفاوي  )v *u ,*(في هــــــــــــــــــــذه الحالة البحث عن النقطة 

حيث أكبر ما يمكن 
2

1
u  ,  

2

3
v A B   . 

هي  C’B’والذي تقع عليه فئة التفاوي  C(  3,1و )  B(  0,5 معادلة المستقيم المار بالنقطتين )
 : 

30

15

3u

1
5u  أو 

3

4-
v











v 
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𝑢𝐴من أجل  B’ومنها نجـد إحـداثيات  =
1

2
حداثيات   𝑣𝐵من أجل  C’وا  =

3

2
هي و  




















3

13
 ,  

2

1
 B  , 

2

3
 ,

8

21
 C '' . 

 
 تحويل الدالةيمكن الآن 

                           𝐹(𝑢, 𝑣) = (𝑢 −
1

2
) (𝑣 −

3

2
) 

 

الحامل لفئة  BCعلى المســــــتقيم  u , vإلى دالة ذات متغير واحد وذلك بالاســــــتفادة من العلاقة بين  
 التفاوي حيث وجدنا أن معادلة هذا المستقيم هي :

5u
3

4
-  v  

 وبذلك فإن : 

 

4

7
u

6

25
u

3

4
)

2

3
5u

3

4
( )

2

1
 -(u   (u) f   v),(u  F 2  

  

 f''(u) و    0'f = (u)التي تجعل   u*ومن المعروف أن هـذه الدالــة تبلـً قيمتها الكــبرى عند النقطة 

< 0 . 
 الآن : 

0
6

25
u 

3

8
(u) f '   : 1.5625ومنها نجد

16

25
u*  

  

ــــــان  ـــــــ  0ولما كـ
3

8
(u)f ''   ــــــة ـــــــ ــــــإن الدالـ ــــــة  F (u , v) = f (u)فـ ــــــد القيمـ ــــــً قيمتها الكبرى عنـ تبلـ

16

25
u*  ومن هذه القيمة  ومعادلة المستقيم .BC : نجد 

 
2.9166

12

35
5

16

25

3

4
v*  

  

*Au1.5625 uلاحظ أن     وأنBv 2.9166v* 
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ساوي ي A لى التي تجعل عائدوالحل الأمثل هنا هو إيجاد الاسـتراتيجية المختلطة المث
16

 Bوعائد  25

ساويي
12

 . وهذه الاستراتيجية هي تركـيب محـدب أو عبارة محدبة للاستراتيجيتين الخالصتين 35

 (5,  0 )B ( 3  ,1و )C حيث يتعين علينا إيجاد قيمة  بين الصفر والواحد التي يكون من أجلها
C (1 + )B   =  (𝑢∗, 𝑣∗)والتي تكافئ  

 

48

23

12

35
14λ

16

25
3λ3

λ)1(15λ

λ)3(1   


























































12

35

16

25

 

 

وتعني هذه النتيجة أن على اللاعبين )الشركيتين ( أن يلعبا ) يطبقا( الاستراتيجية المختلطة  









C  

48

25
  ,  B  

48

)  العوائد ليحصلا على  23
25

16
 ,

35

12
) = ( 𝑢∗, 𝑣∗). 

 

 ـب 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 G( مضلع العوائد للمباراة  7ـ  3شكل ) 
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( [ فإنه يجب أن يقع  7 - 3] راجع شــكل )   v = 2و   u = -2لو قمنا برســم المســتقيمين  

′C  ,2 (حيث BC’ ةالحل على القطع = (
9

4
, 

3)u
3

4
( 2)(u2)(v 2)(u v),(u  F  

6أو            
3

u
u

3

4
(u) f 2  

0ومــنــهـــــــا 
3

1
u

3

8
(u) f   ـــــــا وتــعــطــيــن

8

1
u   ويــقـــــــابــلــهـــــــا ،

6

29
v    والــنــقــطـــــــة الــنـــــــاتــجـــــــة

  (
1

8
 ,

29

6
) = ( 𝑢∗, 𝑣∗)  تجعـــل)v,  uF (  0أكبر مـــا يمكن لأن

3

8
(u) f   كمـــا أن هـــذه

 . ′BCالنقطة تقع على القطعة 

 وهذه النقطة هي تركـيب محـدب أو عبارة محدبة للاستراتيجيتين الخالصتين 
(5,  0 )B ( 3  ,1و )C حيث يتعين علينا إيجاد قيمة  بين الصفر والواحد التي يكون من أجلهاC 
(1 + )B   =  (𝑢∗, 𝑣∗)والتي تكافئ  
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وتعني هذه النتيجة أن على اللاعبين )الشركيتين ( أن يلعبا ) يطبقا( الاستراتيجية المختلطة  








C  

24

1
  ,  B  

24

) ليحصلا على العوائد   23
1

8
 ,

29

6
) = ( 𝑢∗, 𝑣∗). 

 

(  Aقد ارتفعت كثيراً في حين أن عوائد اللاعب ) الشــــــركة  Bلاحظ أن عوائد اللاعب ) الشــــــركة (  
هي أصـــلًا في غير صـــال   (2 , 2-)قد انخفضـــت كثيراً وتبدو هذه النتيجة منطقية لأن الاســـتراتيجية 

 . Aاللاعب ) الشركة ( 
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 : 2مثال 
 لدينا المباراة التالية ذات المجموع غير الصفري لشخصين  

 

G =  

(-3 , 0) 
 

(-1 , -2)  

    

(2 , 1 )  (1 , 3)  

 
 المطلوب :

وذلك باعتبار أن نقطة الوضــــــــع الراهن هي نقطة  شـــــابليإيجاد الحل الأمثل للمباراة بطريقة  أ ـ
 الأمان .

إيجاد الحل الأمثل للمباراة بطريقة ناش وذلك باعتبار أن نقطة الوضــــــــــــــع الراهن هي النقطة  ب ـ
 . (2- , 1-)التهديديه 

 

( 13ـ3( مضلع العوائد لمثال )  9ـ3شكل )    

( 6ـ  3( مضلع العوائد لمثال )  7ـ  3شكل )   

 

 



26 

 

 

 

 

 الحـــل
 ( . 9ـ  3إن مضلع العوائد لهذه المباراة معطى كما في الشكل ) 

 طريقة شابلي : أ ـ
 

GB = 

     Max 

 و

     
 

 Min 

 0  -2  0 

AG =  

-3  
-1 

 

-3 

        

1  3 3 2  1 1 

 Min 0  -2   
 Max 2                      

1 
  

 
 s = )1,0 (. فنقطة الأمان هي  0كما أن للثانية نقطة سرجيه هي  1نقطة سرجيه هي  AGوللأولى 

,∗𝑢 ). فعلينا إذاً أن نبحث عن النقطة BCوفئة التفاوي هي  𝑣∗)  على المســــــتقيمBC  التي تجعل
 الدالة 

F (u , v) = (u – 1) (v – 0) 

 

التي تجعل الدالة  u*ولذا علينا إيجاد   u2-=  v 5 +هي  BCأكبر ما يمكن .معادلة المســــــــــــــتقيم 
 التالية أكبر ما يمكن

57u2u5)2u1)((uf(u) 2  

 
 u4-) = u( '  f 0 = 7 +        لدينا 

 
)وهـذه تعطينا 

7

4
 ,

3

2
) = ( 𝑢∗, 𝑣∗)  وهي تقـابل قيمـة كبرى للدالةF (u , v) لأن 

 4 < 0-) = u( f   .وهذه النقطة هي تركـيب محـدب أو عبارة محدبة للاستراتيجيتين الخالصتين 
 (3,  1 )B ( 2  ,1و )C حيث يتعين علينا إيجاد قيمة  بين الصفر والواحد التي يكون من أجلها

C (1 + )B   =  (𝑢∗, 𝑣∗)والتي تكافئ  
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وتعني هذه النتيجة أن على اللاعبين )الشركيتين ( أن يلعبا ) يطبقا( الاستراتيجية المختلطة  








C  

4

3
  ,  B  

4

) ليحصلا على العوائد   1
7

4
 ,

3

2
) = ( 𝑢∗, 𝑣∗). 

 

 

 :  3مثال 
  Bو  Aلدينا المباراة التالية ذات المجموع غير الصفري لشخصين  

 

G =  

( -4,-4 ) 
 

( 4,-8 )  

    

( -8,4 ) 
 

( 0,0 )  

 
 ؟ ناش ـ شابليفهل لهذه المباراة حلًا بطريقة 
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 ( 14ـ  3( مضلع العوائد لمثال )  10ـ  3شكل ) 
 

ــ3إن مضلع العوائد لهذه المباراة معطى كما في الشكل )  الحــــــــــــل . ( ويمكننا التحقق بسهولة أن  10ـ
فإذا اعتبرنا أن هذه النقطة هي نقطة الوضع الراهن فإن فئة التفاوي  S( -4 , -4 )نقطة الأمان هي 

 علينا أن نجعل الدالة شابليوللحصول على الحل بطريقة  .O’Pو  O’Rتتكون من القطعتين 

 F (u,v) = ( u + 4 ) ( v + 4 )  .أكبر ما يمكن 
 و R  )-8  ,4 (نجد أن معادلة المستقيم المار بالنقطتين  O’Rفلو أخذنا 

 O ( 0 , 0 )  هي 
 

 
8

4

8u

4v 





uvو أ   

2

1
    

 

 نجد أن : O’Rفعلى المستقيم 
 

4)u
2

1
( 4)(u(u) fv)F(u,    

162uu    أو
2

1
(u) f 2    

2u(u) f ولما كان   01و(u) f  
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 مضلع العوائد .والتي تقع خارج   Q (2,-1)تقع عند النقطة  f (u)فإن أكبر قيمة للدالة 

  ),P (4-8 ( و  O )0,0(نجد أن معادلته )معادلة المستقيم المار بالنقطتين  O’Pولو أخذنا 
 v = -2u   وعلى هذا المستقيم نجد أن . 

 
+ 16 u4- 2u2-+4) = u2-+4) (u) = (u) = f (v,uF ( 

 

44u(u) f  ولما كان     04و(u) f  

 
والتي تقع هي الأخرى خارج مضلع العوائد .  T ( -1 , 2 )فإن أكبر قيمة لهذه الدالة تقع عند النقطة 

غير مقبولين كحلول للمباراة لأنهما يتناقضـــــــــــــان مع  Q = ( 2 , -1 )  ،T = ( -1 , 2 )فالحلين 
. في مثل هذه الحالة لابد لنا أن نبحث عن نقطة على حدود مضــــــلع العوائد  2مضــــــمون الشــــــرط ش
في  F (u,v) = f (u)في الحالتين متســاوية وأكبر ما يمكن . فبمســاواة  F(u,v)تكون فيها قيم الدالة 

 ن نحصل على العلاقةالحالتي
164u2u162uu

2

1 22  

 02uu والتي تكافية 
2

3 2     : ولهذه المعادلة حلان هما 
 والتي تقع على مضلع العوائد . ( 0 , 0 )ويعطينا النقطة   u = 0الأول : 

  الثاني :
3

4
u   ويعطينا النقطة










3

64
 , 

3

 والتي تقع خارج مضلع العوائد . 4

كأكبر قيمة لها على  16القيمة  F (u,v)هو الحل المقبول حيث تبلً  O ( 0 , 0 )فالحل الأول 
, 𝐴2)في المصفوفة توافق اأستراتجيات الخالصة   ( 0 , 0 )مضلع العوائد . لاحظ أن النقطة  𝐵2) 

. 
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 (  1ـ  3تمارين )                                                  
 
لتصنيع السلاح في تسويق منتجاتهما ولدى كل منهما استراتيجيتان  Bو  Aتتنافس شركتان  ـ 1

مختلفتان لهذا الغري . ونتيجة للدراســــــــــات فقد وجد أن العوائد المقابلة لهذه الاســــــــــتراتيجيات 
 معطاة كما في المصفوفة التالية :

 
 

G =  

 

(3, -1) 

 

 (-1, 1) 

 

   

 

(1, 0) 

 

 (-2, -1) 

 

 أوجد جميع نقاط التوازن لهذه المباراة . ( 1) 
إذا اعتبرنا هذه المباراة تفاوضــية أوجد أفضــل اســتراتيجية لكلا الشــركتين والتي تجعل  ( 2) 

عوائــدهــا أكبر مــا يمكن بكــل من الطرق التــاليــة معتبراً أن نقطــة الأمــان هي نقطــة 
 الوضع الراهن :

 طريقة الأمثلية الكلية . ) أ (  
 طريقة منصف الربع الأول . ) ب (  
 طريقة تكبير حاصل ضرب العوائد . )جـ(  
  . شابليطريقة  ) د (  

إن الحفاظ على مواقـــــــــع التحكم والسيطرة من الأمور ذات الشــــــــــــــــــأن الكبير في الدول . ولدى  ـ 2
ضعاف هذه   المواقع ) من الجو ، من الطرف المعادي ثلاث  استراتيجيات مختلفة لضرب وا 

البحر ، من القوات البرية ( كما أن لدى الطرف المدافع أيضــــــــــاً ثلاث اســــــــــتراتيجيات مختلفة 
 للدفاع وقد تم تقدير العوائد المقابلة لهذه الاستراتيجيات المختلفة كما في المصفوفة التالية :

 

G =  
 

(1 , 4)  
(3 , -1) (-2 , -2) 
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(1 , 0) 

 

(-1 , 2)  (3 , 3) 

(5 , 1) (4 , 2) (-1 , -1) 

 
 هل لهذه المباراة نقاط توازن ؟ ما هي في حال اأيجاب ؟ ( 1) 
 هل يوجد لهذه المباراة استراتيجيات بارزة ؟ وما هي في حال اأيجاب ؟ ( 2) 
ارسم مضلع العوائد ، ثم أوجد أفضل استراتيجية لكلا الطرفين معتبراً أن هذه المباراة  ( 3) 

 وذلك بكل من الطرق التالية : Bو  Aتفاوضية بين طرفين 
 الأمثلية الكلية . ) أ (
 طريقة منصف الربع الأول معتبراً نقطة الأمان كنقطة للوضع الراهن . )ب(
ئد معتبراً نقطة الأمان كنقطة للوضــــــــــع طريقة تكبير حاصــــــــــل ضــــــــــرب العوا )جـ(

  الراهن . 
ــدولــة الأخرى  ـ 3 لــدى كــل من دولتين جــارتين بينهمــا نزاع طويــل الأمــد ثلاث طرق لمواجهــة ال

ضعافها ) سياسية ـــــــــــ عسكرية ـــــــــــ اقتصادية ( ونتيجة للدراسات فقد تبين أن العوائد المقابلة  وا 
 تالية :لاستراتيجيات الدولتين هي كما في المصفوفة ال

 هل هذه المباراة قابلة للاختصار بواسطة الهيمنة . ( 1) 
 أوجد نقاط التوازن للمباراة غير التعاونية . ( 2) 
ارســم مضــلع العوائد وأوجد أفضــل الاســتراتيجيات لكلا الدولتين بكافة الطرق الممكنة  ( 3) 

 معتبراً أنها مباراة تعاونية .
 
 
 

 

G =  
 

(1 , 5) 
(4 , -1) (3 , 2) 
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(2 , 3) 

 

(2 , 4) (5 , 0) 

(4 , 1) (3 , -1) (0 , 3) 

 
تواجه إحدى الدول تمرداً مســـــلحاً من إحدى الجماعات فيها والتي تســـــتخدم حرب العصـــــابات  ـ 4

أحياناً واختطاف الرهائن أحياناً أخرى ولدى الجيش في هذه الدولة أيضـــــــــــــــاً خطتان ممكنتان 
إما الهجوم الشـــــــــــامل أو بالقصـــــــــــف الجوي لأماكن المتمردين . يبين لمواجهة هذا التمرد هما 

 الجدول التالي العوائد المقابلة للاستراتيجيات المختلفة :
 

 
   الدولـــة 

 المتمردين هجوم شامل  قصف جوي
 حرب عصابات (5 , 1)  (3- , 2-)
    

 اختطاف الرهائن (5 , 1)  (0 , 5-)
 

 . سواست اأوجد جميع نقاط التوازن للمباراة بطريقة  ( 1) 
ما هي الاســــــــتراتيجية المثلى لكل من الدولة والمتمردين باســــــــتخدام ) اعتبر أن نقطة  ( 2) 

 الأمان هي نقطة الوضع الراهن ( .
 طريقة الأمثلية الكلية . ) أ (  
 طريقة منصف الربع الأول . )ب(  
 العوائد .طريقة تكبير حاصل ضرب  )جـ(  
 . شابليطريقة  ) د (  
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تتنافس شـــــركتان عالميتان لتســـــويق الملابس الجاهزة ولدى كل منهما اســـــتراتيجيتان مختلفتان  ـ5
لهذا الغري ، وقد تبين أن العوائد المقابلة للاســــــتراتيجيات المختلفة لهاتين الشــــــركتين معطاة 

 كما في المصفوفة التالية :
 

G =  

 

(1 , 4) 

 

(-1.5 , 2) 

 

 

(3 , 1)  

 

(4 , 1) 

 

. هل للمباراة حل بالمعنى  ســـــواســـــت اأوجد جميع نقاط التوازن لهذه المباراة بطريقة  ( 1) 
 العام .

ما هي الاســـــــتراتيجية المثلى لكلا الشـــــــركتين والتي تحقق لها أكبر العوائد إذا اعتبرنا  ( 2) 
 أن هذه المباراة تفاوضية وما هي الطريقة التي تم على أساسها التفاوي ؟ . 

 لدينا المباراة التالية ذات المجموع غير الصفري لشخصين : ـ 6
  

G =  

 

(3 , 2) 

 

(3 , 0) (2 , 2) 

 

 

(1 , 0) 

 

(3 , 3) (0 , 3) 

(0 , 2) (0 , 0) (2 , 3) 

 
 ما هي نقـاط التوازن لهذه المبـاراة ؟ وهل يوجد بينهما استراتيجية بارزة ؟  ( 1) 
 هل توجد نقاط توازن قابلة للمبادلة ؟ ما هي في حال اأيجاب ؟ ( 2) 
 وض  إجابتك . هل للمباراة حل بالمعنى الدقيق ؟ وهل لها حل بالمعنى العام ؟ ( 3) 
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إذا اعتبرنا أن المباراة تفاوضية وأن نقطة الأمان هي نقطة الوضع الراهن فالمطلوب  ( 4) 
: 

 رسم مضلع العوائد وتحديد نقطة الأمان . ) أ (
 إيجاد الحل الأمثل بطريقة منصف الربع الأول . )ب(
اتيجية معتبراً الاســــــــــــــتر  ناشثم بطريقة  شـــــــــابليإيجاد الحل الأمثل بطريقة  )جـ(

 . ( 0,3 )التهديدية 
هل المباراة قابلة للاختصـــــــــــــــار ؟ وما هي أقل مباراة مختصــــــــــــــرة في حال  ) د (

 اأيجاب .
 هل للمباراة حل بالمعنى الدقيق ؟ بالمعنى العام ؟ وض  إجابتك . )هـ(

 لدينا المباراة الثنائية التفاوضية التالية : ـ 7

G =  

 

(a , 2) 

 

(3 , 0) 

 

 

(2 , 0)  

 

(2 , 2) 

 
 شابليهي معلمة تأخذ قيماً اختيارية . أوجد نقطة الأمان ثم وض  أن الحل بطريقة  aحيث  

 يعطي كما يلي 

  (1 ) 








2

3
 .  a 2من أجل  9/4 , 

  (2 ) 









2

3
 , 

4a

3

4

 . a < 3<  2من أجل  3

  (3 ) ( a , 2 )   من أجلa  3 . 
 ( ؟  3( و )  2( و )  1ماذا يلفت انتباهك في النتائ  التي حصلت عليها في )  

اعتبر المباراة الثنائية التالية كمباراة تعاونية نقطة الوضــــــــــــــع الراهن فيها هي نقطة الأمان .  ـ 9
 والمطلوب :

 ارسم مضلع العوائد ثم وض  أن فئة التفاوي تتكون من أكثر من قطعة مستقيمة . ) أ (
 . ماذا تلاحظ ؟ شابليأوجد الحل بطريقة   )ب(          
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G =  

 

(2 , 1) 

 

(3 , 2) (0 , 4) 

 

 

(0 , 1) 

 

(4 , 1) (2 , 1) 

 
لديك المباراة الثنائية التالية والتي ســنعتبرها مباراة تعاونية نقطة الأمان فيها هي نقطة الوضــع  ـ 10

 الراهن .
 

G =  

 

(1 , 4) 

 

(-1 , -4) 

 

 

(-4 , -1)  

 

(4 , 1) 

 
 المطلوب : 

 ارسم مضلع العوائد ووض  أنه متناظر بالنسبة لمنصف الربع الأول . ) أ (
 Y *X =*يحقق   )Y *X ,* (الأمثل  شــابليوضـــ  وبموجب شـــروط ناش أن حل  )ب (

 وتحقق من صحة ذلك بالنسبة لهذه المباراة .
ـــــــل الأمثل بطريقة ناش  )جـ( ـــــــاد الحـ ـــــــد إيجـ ثم  (1-,4-)باستخدام الاستراتيجية التهديديهأعـ

  . ماذا تلاحظ ؟ ( 4- , 1- )باستخدام الاستراتيجية التهديديه 
 


