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: درجات) 6) الأول السؤال
: لمايلي مثالاً أعط .1

[1] . fg ∈ R(a, b) بينما f, g /∈ R(a, b)مختلفتين دالتين (i)
: بحيث f, g : [0, 1] −→ Rلتكن : الحل .2

f(x) =

 1 x ∈ Q ∩ [0, 1]

−1 x ∈ Qc ∩ [0, 1]

g(x) =

 −1 x ∈ Q ∩ [0, 1]

1 x ∈ Qc ∩ [0, 1]

. f, g /∈ R(0, 1) عندئذ
. fg ∈ R(0, 1) وبالتالي متصلة دالة وهي x ∈ [0, لكل[1 (fg)(x) = 1 بينما

[1] . Ω ∈ Mحيث f /∈ L1 (Ω) دالة (ii)

. f ∈ L0
+ (Ω) و Ω ∈ M عندئذ ، Ω = [1,∞) و f(x) = 1

x
لتكن : الحل

. n ∈ Nلكل fn(x) =
n∑

k=1

1

k + 1
χ[k,k+1)(x)ولتكن

∫
Ω

f dm ≥
∫
Ω

fn dm وبالتالي n ∈ Nلكل Ω على f ≥ fn أن لاحظ

. n ∈ Nلكل
∫
Ω

f dm ≥
n∑

k=1

1

k + 1
m ([k, k + 1)) =

n∑
k=1

1

k + 1
أن أي

. f /∈ L1 (Ω) وبالتالي
∫
Ω

f dm ≥ lim
n→∞

n∑
k=1

1

k + 1
=

∞∑
k=1

1

k + 1
= ∞

∫ b

a

|f(x)− g(x)| dx = 0 وكان [a, b] الفترة على متصلتان دالتان f, gكانت إذا .3

[2] . x ∈ [a, b]لكل f(x) = g(x) أن فأثبت
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x ∈ [a, b]لكل h(x) = |f(x)− g(x)|لتكن : الحل
. [a, b] على متصلة دالة h فإن [a, b] على متصلتان دالتان f, g أن بما

. h(x) = |f(x)− g(x)| ≥ 0 : x ∈ [a, b]لكل∫ b

a

h(x) dx =

∫ b

a

|f(x)− g(x)| dx = 0 أيضاً

h(x) = 0 =⇒ |f(x)− g(x)| = 0 فإن x ∈ [a, b]لكل أن أي
=⇒ f(x)− g(x) = 0 =⇒ f(x) = g(x)

[2] .
∫ ∞

0

1

1 + x4
dxالمعتل التكامل تقارب ادرس .4

∫ ∞

0

1

1 + x4
dx =

∫ 1

0

1

1 + x4
dx+

∫ ∞

1

1

1 + x4
dx : الحل

.
∫ 1

0

1

1 + x4
dx < ∞ وبالتالي ، متصلة 1

1 + x4
الدالة [0, 1] الفترة على

وبالتالي ، 1 + x4 > x4 =⇒ 1

1 + x4
<

1

x4
: [1,∞) الفترة على

. ( p = 4 > 1 ) لأن
∫ ∞

1

1

1 + x4
dx <

∫ ∞

1

1

x4
dx < ∞

. متقارب المعتل التكامل أن أي

: ( درجات 6) الثاني السؤال

[0, a] على fn(x) = xn

2 + xn
حيث (fn) الدوال لمتتالية المنتظم التقارب ادرس .1

[3] . 0 < a < حيث1
، 0 ≤ x ≤ a < 1 فإن x ∈ [0, a]لكل : الحل

. نقطياً الصفر إلى تتقارب الدوال متتالية أن أي ، fn(x) = xn

2 + xn
−→ 0

2 + 0
= 0 أن أي

sup
x∈[0,a]

|fn(x)− f(x)| = sup
x∈[0,a]

∣∣∣∣ xn

2 + xn

∣∣∣∣ = sup
x∈[0,a]

xn

2 + xn

d

dx
fn(x) =

nxn−1 (2 + xn)− xn
(
nxn−1

)
(2 + xn)

2 =
2nxn−1

(2 + xn)
2 ≥ 0

. n ∈ Nلكل [0, a] الفترة على تزايدية fn الدالة أن أي
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. n → ∞ عندما sup
x∈[0,a]

|fn(x)− f(x)| = fn(a) =
an

2 + an
−→ 0

. الصفر إلى بانتظام تتقارب (fn) الدوال متتالية أن أي

وبالتالي 2 + xn ≥ 2 > 1 فإن 0 < a < حيث1 x ∈ [0, a]لكل : الآخر الحل

0 ≤ fn(x) =
xn

2 + xn
≤ xn ≤ an

n −→ ∞ عندما an −→ 0 فإن 0 < a < 1 أن وبما
. الصفر إلى بانتظام تتقارب (fn) الدوال متتالية أن أي

[3] . R على
∞∑

n=1

(−1)n

|x|+
√
n
الدوال لمتسلسلة المنتظم التقارب ادرس .2

: الحل
عندئذ ، un(x) = (−1)n لتكن (1)

. n ∈ Nولكل x ∈ Rلكل ، Un(x) =
n∑

k=1

un(x) =
n∑

k=1

(−1)n ≤ 1

. محدودة (Un(x)) الجزئية المجاميع متتالية أن أي

: فإن n ∈ Nولكل x ∈ Rلكل ، vn(x) = 1

|x|+
√
n
لتكن (2)

. تناقصية (vn(x)) الدوال متتالية أن أي ، vn+1(x) =
1

|x|+
√
n+ 1

<
1

|x|+
√
n
= vn(x)

0 ≤ |vn(x)| =
1

|x|+
√
n
≤ 1√

n
: x ∈ Rلكل

. الصفر إلى بانتظام تتقارب (vn(x)) الدوال متتالية أن أي

. R على بانتظام تتقارب
∞∑

n=1

(−1)n

|x|+
√
n
فإن الدوال لمتسلسلات المنتظم للتقارب ديرشلية اختبار من

: درجة) 13 ) الثالث السؤال
[1] .E ⊂ R مجموعة لأي الخارجي القياس عرف .1

Eبأنه ⊂ R مجموعة ∗mلأي الخارجي القياس يعرف : الحل
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m∗(E) = inf
{ ∞∑

i=1

l (Ii) : Ii ∈ I, E ⊂
∞∪
i=1

Ii

}

يكون Eبحيث Gتحتوي مفتوحة مجموعة أثبتوجود ϵ > Eولكل0 ⊂ Rلكل .2
[2].m∗(G) ≤ m∗(E) + ϵ

: الحل
E ⊂ G و مفتوحة Gمجموعة عندئذ ،G = R خذ ،m∗(E) = ∞ كان إذا

. ϵ > 0 m∗(G)لأي = ∞ ≤ m∗(E) + ϵ = ∞ و
يكون بحيث I في {Ii : i ∈ N} غطاء يوجد تعريفm∗(E)فإنه من ، ϵ > ولتكن0 ،m∗(E) < ∞ لنفرضأن

.
∞∑
i=1

l (Ii) ≤ m∗(E) +
ϵ

2
Eو ⊂

∞∪
i=1

Ii

i ∈ N ، ai, bi ∈ Rحيث Ii = [ai, bi)لتكن

. Ii ⊂ Ji و i ∈ Nلكل مفتوحة فترة Ji عندئذ ، Ji =
(
ai −

ϵ

2i+1
, bi

)
ضع

E ⊂
∞∪
i=1

Ii ⊂
∞∪
i=1

Ji = G و ، مفتوحة Gمجموعة Gعندئذ =
∞∪
i=1

Ji ضع

m∗(G) = m∗

( ∞∪
i=1

Ji

)
≤

∞∑
i=1

m∗ (Ji) =
∞∑
i=1

l (Ji) =
∞∑
i=1

[
(bi − ai) +

ϵ

2i+1

]

=

∞∑
i=1

(bi − ai) +

∞∑
i=1

ϵ

2i+1
=

∞∑
i=1

l (Ii) +
ϵ

2
≤ m∗(E) +

ϵ

2
+

ϵ

2
= m∗(E) + ϵ

[1] . لبيق Eلقياس ⊂ R المجموعة قابلية عرف .3
كان إذا لبيق لقياس قابلة E ⊂ R المجموعة أن نقول : الحل
A ⊂ Rلكلm∗(A) = m∗ (A ∩ E) +m∗ (A ∩ Ec)

[2] . قياسها واحسب ، [0, 1] ∩ F c ∈ B أن فأثبت ، كانتور مجموعة هي F ⊂ [0, كانت[1 إذا .4

. [0, 1] ∈ B وبالتالي مغلقة فترة [0, 1] وأيضاً ، F ∈ B وبالتالي مغلقة مجموعة F : الحل

. سيجما - جبر B لأن [0, 1] ∩ F c = [0, 1] \ F ∈ B

: m(Fفإن ) = 0 < ∞ أن بما
m ([0, 1] ∩ F c) = m ([0, 1] \ F ) = m ([0, 1])−m(F ) = (1− 0)− 0 = 1
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[2] .m(E \ F ) = وتحقق0 F ⊂ E و F ∈ B مجموعة وجود Eفأثبت ∈ Mكانت إذا .5
الأولى التقريب نظرية باستخدام : الحل

.m (E \ Fn) <
1

n
و Fn ⊂ Eبحيث Fn مغلقة مجموعة توجد n ∈ Nلكل

.F ⊂ E و F ∈ B عندئذ F =

∞∪
n=1

Fn ضع

.n ∈ NلكلE \ F ⊂ E \ Fn وبالتالي n ∈ Nلكل Fn ⊂ F أن لاحظ

. n ∈ Nلكل 0 ≤ m (E \ F ) ≤ m (E \ Fn) ≤
1

n
أن أي

.m (E \ F ) = 0 وبالتالي

[1] . Ω ∈ Mحيث ، لبيق لقياس f : Ω −→ R الدالة قابلية عرف .6
،B ∈ B لكل f−1(B) ∈ Mكانت إذا لبيق لقياس قابلة f : Ω −→ R الدالة أن نقول : الحل

. f−1 ({−∞}) ∈ M و f−1 ({∞}) ∈ M و

[1] . لبيق لقياس قابلة f2 بينما ، لبيق لقياس قابلة غير f لدالة مثالاً أعط .7
: بحيث f : R −→ Rلتكن : الحل .8

. فيتالي مجموعة هي V /∈ Mحيث ، f(x) =
 1 x ∈ V

−1 x /∈ V

. لبيق لقياس قابلة غير f وبالتالي f−1 ({1}) = V /∈ M بينما {1} ∈ B

. لبيق لقياس قابلة وبالتالي R على متصلة دالة f2 = 1

f(x) =

 x3 , x ∈ Q ∩ [0, 4]

5 x ∈ Qc ∩ [0, 4]
كانت إذا .9

[3] .
∫
[0,4]

f dmواحسب ، f ∈ L0(0, 4) أن أثبت

. [0, 4] على f = 5 (a.e.) mفإن (Q ∩ [0, 4]) = 0 أن بما : الحل
. f ∈ L0(0, 4) أن نستنتج ذلك ومن 5 ∈ L0(0, 4) وبالتالي [0, 4] على متصلة فهي ثابتة دالة 5 الدالة أن وبما
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: فإن [0, 4] على f = 5 (a.e.) أن ∫بما
[0,4]

f dm =

∫
[0,4]

5 dm = 5m ([0, 4]) = 5(4− 0) = 20

: ( درجة 15 ) الرابع السؤال
Ω على f = g (a.e.)وكانت f ∈ L1(Ω)كانت إذا .1

[3] .
∫
Ω

f dm =

∫
Ω

g dm وأن g ∈ L1(Ω) أن أثبت

. f ∈ L0 (Ω) فإن f ∈ L1 (Ω) أن بما : الحل
. g ∈ L0 (Ω) فإن Ω على f = g (a.e.) أن وبما

. Ω \ E ∈ M m(E)وأيضاً = 0 Eو = {x ∈ Ω : f(x) ̸= g(x)} ∈ M فإن Ω على f = g (a.e.) أن وبما

. g ∈ L1 (E) أن أي ،
∫
E

g dm = 0 < ∞ فإن g ∈ L0 (Ω) Eو ⊂ Ω m(E)و = 0 أن وبما

. f ∈ L1 (Ω \ E) فإن f ∈ L1 (Ω) و Ω \ E ∈ M و Ω \ E ⊂ Ω أن بما

. g ∈ L1 (Ω \ E) أن أي ،
∫
Ω\E

g dm =

∫
Ω\E

f dm < ∞ فإن Ω \ E على f = g أن بما

. g ∈ L1 (Ω) فإن ، ( منفصل (اتحاد Ω = (Ω \ E) ∪ E و g ∈ L1 (Ω \ E) و g ∈ L1 (E) أن ∫بما
Ω

g dm =

∫
E

g dm+

∫
Ω\E

g dm = 0 +

∫
Ω\E

g dm

=

∫
E

f dm+

∫
Ω\E

f dm =

∫
Ω

f dm

[3] . وبرهنها فاتو نصتمهيدية أذكر .2
: فاتو نصتمهيدية : الحل

أن كما ، lim inf fn ∈ L0
+ (Ω) فإن L0

+ (Ω) في دوال متتالية (fn)كانت ∫إذا
Ω

lim inf fn dm ≤ lim inf
∫
Ω

fn dm

. Ω على lim inf fn ≥ 0 فإن n ∈ Nلكل Ω على fn ≥ 0 أن بما : البرهان
. lim inf fn ∈ L0

+ (Ω) وبالتالي ، lim inf fn ∈ L0 (Ω) فإن ، n ∈ Nلكل fn ∈ L0 (Ω) أن بما
. n ∈ Nلكل gn = inf {fk : k ≥ n} ضع

. g = lim inf fn = lim gn ولتكن
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: على نحصل المطرد التقارب نظرية فمن ، gn ↗ g و gn ∈ L0
+ (Ω) ∫عندئذ

Ω

lim inf fn dm =

∫
Ω

g dm = lim
∫
Ω

gn dm

n ∈ Nلكل
∫
Ω

gn dm ≤
∫
Ω

fn dm وبالتالي n ∈ Nلكل gn ≤ fn فإن gnتعريف من ولكن

.
∫
Ω

lim inf fn dm = lim
∫
Ω

gn dm ≤ lim inf
∫
Ω

fn dm ، أن أي

[2] ، المحدود التقارب نصنظرية أذكر .3
[2] lim

n→∞

∫
[0,2]

n2

n2 + x3
dm(x)لحساب واستخدمها

: المحدود التقارب نصنظرية : الحل
f ∈ L1 (Ω) فإن fn −→ f (a.e.)كانت إذا . L0 (Ω) في محدودة متتالية (fn) mوأن (Ω) < ∞ افرضأن

. lim
n→∞

∫
Ω

fn dm =

∫
Ω

f dm ولدينا

: lim
n→∞

∫
[0,2]

n2

n2 + x3
dm(x)حساب

Ω = [0, ولتكن[2 ، fn(x) = n2

n2 + x3
لتكن

.m (Ω) = m ([0, 2]) = 2− 0 = 2 < ∞ (1)
. n ∈ Nلكل ، fn ∈ L0(0, 2) وبالتالي [0, 2] الفترة على متصلة fn الدالة (2)

. [0, 2] على fn −→ 1 (3)

. 0 <
n2

n2 + x3
≤ 1 وبالتالي ، n2 + x3 ≥ n2 > 0 : n ∈ Nولكل x ∈ [0, لكل[2 (4)

. n ∈ Nولكل x ∈ [0, لكل[2 ، |fn(x)| = n2

n2 + x3
≤ 1 أن أي

: على نحصل المحدود التقارب نظرية من

lim
n→∞

∫
[0,2]

n2

n2 + x3
dm(x) =

∫
[0,2]

1 dm = m ([0, 2]) = 2− 0 = 2

[2] ، المسقوف التقارب نصنظرية أذكر .4
[3] lim

n→∞

∫
[0,∞)

(
1− x

n

)n
cos
(
x2

n

)
dm(x)لحساب واستخدمها
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: المسقوف التقارب نصنظرية : الحل
بحيث g ∈ L1 (Ω) دالة هناك كانت إذا . fn −→ f (a.e.) وأن L0 (Ω) في متتالية (fn) افرضأن

. lim
n→∞

∫
Ω

fn dm =

∫
Ω

f dm أن كما ، f ∈ L1 (Ω) فإن n ∈ Nلكل |fn(x)| ≤ g(x) (a.e.)

: lim
n→∞

∫
[0,∞)

(
1− x

n

)n
cos
(
x2

n

)
dm(x)حساب

. fn(x) =
(
1− x

n

)n
cos
(
x2

n

)
لتكن

. n ∈ Nلكل ، fn ∈ L0(0,∞) وبالتالي [0,∞) الفترة على متصلة fn الدالة (1)
. [0,∞) على fn −→ e−x cos(0) = e−x (2)

. e−x =
(
e−

x
n

)n ≥
(
1− x

n

)n وبالتالي ، e− x
n ≥ 1− x

n
: n ∈ Nولكل x ∈ لكل(∞,0] (3)

. n ∈ Nولكل x ∈ لكل(∞,0] ، |fn(x)| =
∣∣∣∣(1− x

n

)n
cos
(
x2

n

)∣∣∣∣ ≤ (1− x

n

)n
≤ e−x = g(x) أن أي

∫
[0,∞)

g dm =

∫ ∞

0

g(x) dx =

∫ ∞

0

e−x dx فإن x ∈ لكل(∞,0] g(x) ≥ 0 أن بما (4)

= lim
t→∞

(
−
∫ t

0

e−x(−1) dx

)
= lim

t→∞

(
−
[
e−x

]t
0

)
= lim

t→∞

(
−
[
e−t − e0

])
= 1 < ∞

. g ∈ L1(0,∞) أن أي
: على نحصل المسقوف التقارب نظرية من

lim
n→∞

∫
[0,∞)

(
1− x

n

)n
cos
(
x2

n

)
dm(x) =

∫
[0,∞)

e−x dm =

∫ ∞

0

e−x dx = 1


