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ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ

ّأݠلژ
.R আॻ༟ ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء V ܳ٭ܝ݆

ঌॻل ؇݁ ႟၍ ොູگݑ إذا V আॻ༟ ঌॻ༠دا ๤ཚب ሒሃ 〈 , 〉 : V × V −→ R ᄭᄟاᄴᄟا أن َگިل
.α ∈ R ,u, v,w ∈ V ႟ၽܳ

〈u, v〉 = 〈v, u〉 1
〈u + v,w〉 = 〈u,w〉+ 〈v,w〉 2

〈αu, v〉 = α〈u, v〉 3
〈u, u〉 ≥ 0 4

〈u, u〉 = 0 ⇐⇒ u = 0 5

ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

ᄭᄥأ݁ټ

:ঌॻل პაႰ ݁أݠف Rn আॻ༟ اৎ৊أٺ؇د ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب 1
,v = (v1, . . . , vn) و u = (u1, . . . , un) ,u, v ∈ Rn Ⴄ၍ن إذا

〈u, v〉 =
n∑

j=1

ujvj = u1v1 ++ . . .+ unvn.

, f, g ∈ E ႟ၽܳ .[0, 1] আॻ༟ ᄭᄥٺݱৎ৊ا اᄴᄟوال ڣݯ؇ء E = C([0, 1]) Ⴄ၍ن إذا 2
:ঌॻل პაႰ E আॻ༟ ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب َأݠف

〈f, g〉 =
∫ 1

0
f(t)g(t).

ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

ఈః݁ۋޙ۰

a, b, c, d ∈ R ,u, v,w, x ∈ E Ⴄ၍ن وᎂذا ঌॻ༠دا ๤ཚب ڣݯ؇ء (E, 〈 , 〉) Ⴄ၍ن إذا
ڣ؆ن

〈u + v,w + x〉 = 〈u,w〉+ 〈u, x〉+ 〈v,w〉+ 〈v, x〉.

ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

ا৙৑ول اৎ৊ټ؇ل

َأݠف ،v = (a, b) و u = (x, y) ܳ٭ܝ݆
〈u, v〉 = 2ax + by − bx − ay

.R2 ሒᇭ دا༠ܹ٭؇ ؇ً๤ཚ ஓ஄ټܭ 〈 , 〉
.〈u, u〉 = 0 ⇐⇒ u = 0 و 〈u, u〉 ≥ 0 أن ཹྦྷٴب أن لܝࠕࠫ

〈u, u〉 = 2x2 + y2 − 2xy = (x − y)2 + x2 ≥ 0

.〈u, u〉 = 0 ⇐⇒ u = 0 و
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ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

ሒᇃ؇اܳټ اৎ৊ټ؇ل

َأݠف ،v = (a, b, c) و u = (x, y, z) ܳ٭ܝ݆
〈u, v〉 = 2ax + by + 3cz − bx − ay + cy + bz

.R3 ሒᇭ دا༠ܹ٭؇ ؇ً๤ཚ ஓ஄ټܭ 〈 , 〉
.〈u, u〉 = 0 ⇐⇒ u = 0 و 〈u, u〉 ≥ 0 أن ཹྦྷٴب أن لܝࠕࠫ

〈u, u〉 = (y + z − x)2 − (z − x)2 + 2x2 + 3z2

= (y + z − x)2 + (x + z)2 + z2 ≥ 0

ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

اܳټ؇ܳت اৎ৊ټ؇ل

َأݠف ،v = (a, b, c) و u = (x, y, z) ܳ٭ܝ݆
〈u, v〉 = 2ax + by + cz − bx − ay + cy + bz

.R3 ሒᇭ دا༠ܹ٭؇ ؇ً๤ཚ ஓ஄ټܭ ৖৑ 〈 , 〉

〈u, u〉 = (y + z − x)2 − (z − x)2 + 2x2 + z2

= (y + z − x)2 + x2 + 2xz
= (y + z − x)2 + (x + z)2 − z2.

ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

اෂීاًؕ اৎ৊ټ؇ل

َأݠف ,A = (aj,k) ∈ Mn(R) ݁ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا

tr(A) =

n∑
j=1

aj,j

و
〈A,B〉 = tr(ABT)

.A,B ∈ Mn(R) ႟ၽܳ.Mn(R) اܳڰݯ؇ء আॻ༟ دا༠ܹ٭؇ ؇ً๤ཚ ஓ஄ټܭ (A,B) 7−→ 〈A,B〉

ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

દઊݠஓ஄
اܳٺ؇ܳ٭۰ اᄴᄟوال َأݠف ,v = (y1, y2, y3) ,u = (x1, x2, x3) Ⴄ၍ن ,f.إذا g, h, k : R2 × R3 −→ R

.f(u, v) = x1y1 + x2y2 + 2x3y3 + x2y1 + 2x1y2 + x2y3 + y2x3 1
g(u, v) = x1y2 + x2y1 + x2y3 + x3y2 + 3x1y3 + 3x3y1. 2

h(u, v) = 3
x1y1 + x2y2 + x3y3 + x2y1 + x1y2 + x2y3 + y2x3 + x3y1 + x1y3.

k(u, v) = x1y1 + x2y2 + x3y3−x2y3−x3y2 + x1y3 + y1x3. 4
.R3 ሒᇭ دا༠ܹ٭؇ ؇ً๤ཚ ஓ஄ټܭ ݆݁ f, g, h, k اᄴᄟوال ݆݁ ݆݁ ༡ڎد

ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

اࠍ੆ܭ
.R3 ሒᇭ دا༠ܹ٭؇ ؇ً๤ཚ ஓ஄ټܭ ৖৑ f إذاً .f(u, v)− f(v, u) = x1y2 − x2y1 1

g(u, u) = 2x1x2+2x2x3+6x1x3 = 2(x1+x3)(x2+3x3)−6x23 = 2
. .(x1 + x2 + 4x3)2 − (x1 − x2 − 2x3)2 − 6x23

.R3 ሒᇭ دا༠ܹ٭؇ ؇ً๤ཚ ஓ஄ټܭ ৖৑ g إذاً
3

h(u, u) = x21 + x22 + x23 + 2x1x2 + 2x2x3 + 2x1x3
= (x1 + x2 + x3)2

৙৑ن R3 ሒᇭ دا༠ܹ٭؇ ؇ً๤ཚ ஓ஄ټܭ ৖৑ h إذاً
h(u, u) = 0 6⇒ u = 0.

4
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ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

k(u, u) = x21 + x22 + x23 − 2x2x3 + 2x1x3
= (x1 + x3)2 + x22 − 2x2x3
= (x1 + x3)2 + (x2 − x3)2 − x23

৙৑ن R3 ሒᇭ دا༠ܹ٭؇ ؇ً๤ཚ ஓ஄ټܭ ৖৑ k إذاً
k(u, u) = 0 6⇒ u = 0.

ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

݁ټ؇ل
لܝިن ปฆۋ a, b ڢࡗࡲ أو༥ڎ

〈(x1, x2), (y1, y2)〉 = x1y1 + x2y2 + ax1y2 + bx2y1

.R2 ሒᇭ دا༠ܹ٭؇ ؇ً๤ཚ

ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

اࠍ੆ܭ

.a = b لܝިن أن ࢻࣖ ৖৑ 〈(x1, x2), (y1, y2)〉 = 〈(y1, y2), (x1, x2)〉 لܝިن ปฆۋ

〈(x1, x2), (x1, x2)〉 = x21 + x22 + 2ax1x2
= (x1 + ax2)2 + x22(1− a2).

.|a| < 1 Ⴄ၍ن إذا و ৖৑إ R2 ሒᇭ دا༠ܹ٭؇ ؇ً๤ཚ ஓ஄ټܭ 〈 , 〉 إذاً

ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

ّأݠلژ
.ঌॻ༠دا ๤ཚب ڣݯ؇ء (E, 〈 , 〉) ܳ٭ܝ݆

:ঌॻل ؇ஓ୾ ۬༶ٺৎ৊ا ݁أ٭؇ر أو ޗިل َأݠف ,u ∈ E Ⴄ၍ن إذا 1

‖u‖ =
√

〈u, u〉.

:ঌॻل ؇ஓ୾ v و u ඔ൹ً اৎ৊ފ؇ڣ۰ َأݠف ,u, v ∈ E Ⴄ၍ن إذا 2

d(u, v) = ‖u − v‖.

:ঌॻل ؇ஓ୾ u, v ∈ E ඔ൹۳۠݁ٺ ඔ൹ً 0 ≤ θ ≤ π ل۰ اෑෂاو َأݠف و 3

cos θ =
〈u, v〉

‖u‖.‖v‖

ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

ঌॻل ؇ஓ୾ اৎ৊أݠف M2(R), 〈 , 〉) ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب اܳڰݯ؇ء ܳ٭ܝ݆
〈A,B〉 = tr(ABT).

ඔ൹ݱڰިڣٺৎ৊ا ඔ൹ً ل۰ اෑෂاو ሒሃ θ ೑಻Ⴄ၍ إذا cos θ أو༥ڎ
.B =

(
2 1
1 1

)
و A =

(
1 −1
2 3

)
.‖B‖2 = 7 ,‖A‖2 = 15 ,ABT =

(
1 0
7 5

)
إذاً

cos θ =
2
√
3√

35
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ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

ނިارߙ߳) ๴ཇި܋ ۰਍ಱ؇݁ٺٴ) ۱ଫଊ݁ٷ۰
u, v ∈ E و ঌॻ༠دا ๤ཚب ڣݯ؇ء (E, 〈 , 〉) Ⴄ၍ن إذا

إذاً
|〈u, v〉| ≤ ‖u‖‖v‖

ۊޚ٭؇. ඔ൹ޚਊಾਵਦ u, v ඔ൹۳۠ٺৎ৊ا Ⴄ၍ن إذا ৖৑إ اৎ৊ފ؇وات ّܝިن ৖৑و

ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

اڤո٢જ੻ن

اܳٺ؇ܳ٭۰ اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃة Q(t) ܳٺܝ݆
Q(t) = ‖u + tv‖2 = ‖u‖2 + 2t〈u, v〉+ t2‖v‖2.

أي ݿ؇ܳٴ؇، لܝިن Q(t) ଩ଃᆙᆘ ڣ؆ن ,t ∈ R ႟ၽܳ Q(t) ≥ 0 أن ؇ஓ୾
〈u, v〉2 ≤ ‖u‖2‖v‖2.

اৎ৊ޚߺࠊب. ި۱ ۱ڍا و
ݬڰݠ. ૭૏؇وي ଩ଃ݄ৎ৊ا أن มฃلأ ڣ۳ڍا ،|〈u, v〉| = ‖u‖‖v‖ Ⴄ၍ن إذا

.Q(t) = 0 ොຳ٭ت t ∈ R ل༥ިڎ إذاً
ۊޚ٭؇. ඔ൹ޚਊಾਵਦ u, v ඔ൹۳۠ٺৎ৊ا إذاً

ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

۱ଫଊ݁ٷ۰
u, v ∈ E و (E, 〈 , 〉) Ⴄ၍ن إذا

إذاً
‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖.

اڤո٢જ੻ن
‖u+v‖2 = ‖u‖2+‖v‖2+2〈u, v〉 ≤ ‖u‖2+‖v‖2+2‖u‖ ‖v‖ = (‖u‖+‖v‖)2.

ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

ّأݠلژ
و દઊ݁ٺأ؇݁ڎ u, v ∈ E ඔ൹۳۠݁ٺ أن َگިل .ঌॻ༠دا ๤ཚب ڣݯ؇ء (E, 〈 , 〉) Ⴄ၍ن إذا

.〈u, v〉 = 0 Ⴄ၍ن إذا ,u ⊥ v َܝٺص
྘ྲྀٺ؇ؗިرس) ڢ؇༟ڎة ) ۱ଫଊ݁ٷ۰

ڣ؆ن u ⊥ v Ⴄ၍ن إذا
‖u + v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2.

اڤո٢જ੻ن
‖u + v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2 + 2〈u, v〉 = ‖u‖2 + ‖v‖2.

ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

ّأݠلژ
݆݁ S = {e1, . . . , en} ۰༟ިᆇ୞୘ أن َگިل .ঌॻ༠دا ๤ཚب ڣݯ؇ء (E, 〈 , 〉) Ⴄ၍ن إذا

Ⴄ၍ن إذا ݁ٺأ؇݁ڎة ل۰ ݬڰݠ ଫଃاܳ؞ اৎ৊ٺ۳۠؇ت
〈ej, ek〉 = 0, ∀1 ≤ j 6= k ≤ n.

Ⴄ၍ن إذا ل۰ ؜٭؇ر ؇ዛኡأ َگިل و
‖ej‖ = 1, ∀1 ≤ j ≤ n.

Ⴄ၍ن إذا ݁ٺأ؇݁ڎة و ل۰ ؜٭؇ر ؇ዛኡأ َگިل و
〈ej, ek〉 = δj,k, ∀1 ≤ j, k ≤ n.

(.δj,j = 1 و j 6= k Ⴄ၍ن إذا δj,k = 0)
ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

۱ଫଊ݁ٷ۰
ۊޚ٭؇. ᄭᄥ݁ފٺگ ሒሃ اܳݱڰݠي ۬༶ٺৎ৊ا আॻ༟ ොູٺިي ৖৑ و ݁ٺأ؇݁ڎة ۰༟ިᆇ୞୘ ႟၍

۱ଫଊ݁ٷ۰
أݿ؇ݿ؇ S = {e1, . . . , en} ೑಻Ⴄ၍ إذا و ঌॻ༠دا ๤ཚب ڣݯ؇ء (E, 〈 , 〉) Ⴄ၍ن إذا

ڣ؆ن u ∈ E Ⴄ၍ن إذا و ݁ٺأ؇݁ڎا و ل؇ ؜٭؇ر
u = 〈u, e1〉e1 + . . .+ 〈u, en〉en.

ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

۱ଫଊ݁ٷ۰
E ሒᇭ ۊޚ٭؇ ᄭᄥ݁ފٺگ ۰༟ިᆇ୞୘ (v1, . . . , vn) و ঌॻ༠دا ๤ཚب ڣݯ؇ء (E, 〈 , 〉) Ⴄ၍ن إذا

ොຳ٭ت (e1, . . . , en) ݁ٺأ؇݁ڎة و ل۰ ؜٭؇ر وۋ٭ڎة ۰༟ިᆇ୞୘ ༥ިّڎ
,k ∈ {1, . . . , n} ႟ၽܳ 1

Vect(e1, . . . , ek) = Vect(v1, . . . , vk),

,k ∈ {1, . . . , n} ႟ၽܳ 2
〈ek, vk〉 > 0.
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ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

اڤո٢જ੻ن
:ঌॻل პაႰ (u1, . . . , un) ݁ٺأ؇݁ڎة ۰༟ިᆇ୞୘ আॻ༟ ا৙৑ول ሒᇭ ౫ౖరت

u1 = v1
u2 = v2 −

〈u1, v2〉
‖u1‖2

u1

...
un = vn −

n−1∑
i=1

〈ui, vn〉
‖ui‖2

ui.

:ঌॻل პაႰ (u1, . . . , un) ۰༟ި݄௵௯௫ا ݆݁ (e1, . . . , en) ۰༟ި݄௵௯௫ا আॻ༟ ౫౜రݱܭ
ek =

uk
‖uk‖

, k ∈ {1, . . . , n}.
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ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

݁ټ؇ل

اৎ৊؇ًᄴᄟިৎ৊ٺ۳۠؇ت R4 ݆݁ F ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء ܳ٭ܝ݆
S = {u = (1, 1, 0, 0), v = (1, 0,−1, 0), w = (0, 0, 1, 1)}.

.F ሒᆶݞ੊اࠍ ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س ި۱ S أن أཿྟب 1

ᆙᆍ٭ڎ. රජام ۊިارز݁٭۰ ً؇ݿٺأ݄؇ل F ሒᆶݞ੊اࠍ ይዧڰݯ؇ء ݁ٺأ؇݁ڎا ل؇ ؜٭؇ر أݿ؇ݿ؇ أو༥ڎ 2
ا৕৑ڢܹ٭ڎي). ا๤ཟܳب ި۱ ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب (ۋ٭ت
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ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

اࠍ੆ܭ

.u, v,w ؇ዛኤڎᆇᅦأ มฆܳوا A =


1 1 0
1 0 0
0 −1 1
0 0 1

 ܳٺܝ݆ 1

S أن ඔ൹ਊಱ و۱ڍا A =


1 1 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0

 ሒሃ A గጻዧݱڰިڣ۰ اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰

.F ሒᆶݞ੊اࠍ ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س ި۱
,u2 =

1√
6
(1,−1,−2, 0) ,u1 =

1√
2
(1, 1, 0, 0) 2

.u3 =
1√
12
(1,−1, 1, 3)

F ሒᆶݞ੊اࠍ ይዧڰݯ؇ء ݁ٺأ؇݁ڎ ؜٭؇ري أݿ؇س ި۱ {u1, u2, u3}
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ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

દઊݠஓ஄

.R2 ሒᇭ دا༠ܹ٭؇ ؇ً๤ཚ ஓ஄ټܭ 〈(a, b), (x, y)〉 = ax+ ay+ bx+2by أن أཿྟب 1

ا৙৑ݿ؇س لܭ ܳٺۜި ᆙᆍ٭ب රජام لگ۰ ޗݠ إݿٺأ݄ܭ 2

݁ٺأ؇݁ڎ. و ؜٭؇ري أݿ؇س ሌᇿإ {u1 = (1,−1), u2 = (1, 2)}
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ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

اࠍ੆ܭ

• 〈(a, b) + (c, d), (x, y)〉 = (a + c)x + (a + c)y + (b + d)x + 1
2(b + d)y = 〈(a, b), (x, y)〉+ 〈(c, d), (x, y)〉

• 〈(a, b), (x, y)〉 = ax + ay + bx + 2by = 〈(x, y), (a, b)〉
• 〈λ(a, b), (x, y)〉 = λax+λay+λbx+2λby = λ〈(a, b), (x, y)〉

• 〈(a, b), (a, b)〉 = a2 + 2ab + 2b2 = (a + b)2 + b2 ≥ 0

• 〈(a, b), (a, b)〉 = 0 ⇐⇒ a + b = 0 = b ⇐⇒ a = b = 0

v2 = (1, 0) ި۱ ሒᇃ؇اܳټ ۬༶ٺৎ৊وا ؜٭؇ري u1 ۬༶ٺৎ৊ا 2

݁ٺأ؇݁ڎ. و ؜٭؇ري أݿ؇س ި۱ {v1 = (1,−1), v2 = (1, 0)} إذاً
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ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

݁ټ؇ل
أن ۋ٭ت M2(R) ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ S = {u1, u2, u3, u4} ܳٺܝ݆

u1 =

(
1 −1
0 1

)
, u2 =

(
1 0
1 1

)
, u3 =

(
1 0
0 2

)
, u4 =

(
0 1
1 1

)
݁ٺأ؇݁ڎ. و ؜٭؇ري أݿ؇س ሌᇿإ S ا৙৑ݿ؇س لܭ ܳٺۜި ᆙᆍ٭ب රජام لگ۰ ޗݠ ݿྡྷފٺأ݄ܭ

v1 =
1√
3

(
1 −1
0 1

)
.

,〈u2, v1〉 =
2√
3

u2 − 〈u2, v1〉v1 =
1

3

(
1 2
3 1

)
.

v2 =
1√
15

(
1 2
3 1

)
.
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ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

〈u3, v2〉 =
3√
15

,〈u3, v1〉 =
√
3

u3 − 〈u3, v1〉v1 − 〈u3, v2〉v2 =
1

5

(
−1 3
−3 4

)
.

v3 =
1√
35

(
−1 3
−3 4

)
.

〈u4, v3〉 =
4√
35

,〈u4, v2〉 =
6√
15

,〈u4, v1〉 = 0

u4 − 〈u4, v1〉v1 − 〈u4, v2〉v2 − 〈u4, v3〉v3 =
1

35

(
−10 −39
−29 −29

)
.

v4 =
1√
7

(
2 1
−1 −1

)
.
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ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

દઊݠஓ஄
اܳٺ؇ܳ٭۰ ً؇ৎ৊ٺ۳۠؇ت ᄴᄟިৎ৊ا R4 ا৕৑ڢܹ٭ڎي اܳڰݯ؇ء ݆݁ F ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء ܳ٭ܝ݆

u1 = (1, 2, 0, 2), u2 = (−1, 1, 1, 1).

ᆙᆍ٭ڎت. රජام ۊިارز݁٭۰ ً؇ݿٺأ݄؇ل F ይዧڰݯ؇ء ݁ٺأ؇݁ڎا ل؇ ؜٭؇ر أݿ؇ݿ؇ أو༥ڎ 1

اܳٺ؇ܳ٭۰ ۰༟ި݄௵௯௫ا أن أཿྟب 2
.R4 ݆݁ ؇ਃಮඹජ ڣݯ؇ءا ஓ஄ټܭ F⊥ = {u ∈ R4 : 〈u, v〉 = 0, ∀v ∈ F}

.F⊥ ይዧڰݯ؇ء ݁ٺأ؇݁ڎا ل؇ ؜٭؇ر أݿ؇ݿ؇ أو༥ڎ 3
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ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

اࠍ੆ܭ
,〈u2, v1〉 = 1 ,v1 = 1

3
u1 1

u2 − 〈u2, v1〉v1 = (0, 3, 1,−1)− 1
3(−1, 1, 1, 1) = 1

3(−4, 1, 3, 1).

.v2 = 1
3
√
3
(−4, 1, 3, 1) إذاً

.F ይዧڰݯ؇ء ݁ٺأ؇݁ڎا ل؇ ؜٭؇ر أݿ؇ݿ؇ ஓ஄ټܭ (v1, v2)
ڣ؆ن u ∈ F و α, β ∈ R ,v1, v2 ∈ F⊥ Ⴄ၍ن إذا 2

〈αv1 + βv2, u〉 = α〈v1, u〉+ β〈v2, u〉 = 0.

.R4 ݆݁ ؇ਃಮඹජ ڣݯ؇ءا ஓ஄ټܭ F⊥ اܳٺ؇ܳ٭۰ ۰༟ި݄௵௯௫ا إذاً
.u = (x, y, z, t) ∈ R4 ܳ٭ܝ݆ 3

u ∈ F⊥ ⇐⇒
{
〈u, u1〉 = 0
〈u, u2〉 = 0

⇐⇒
{

x + 2y + 2t = 0
−x + y + z + t = 0
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ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

{
x + 2y + 2t = 0

−x + y + z + t = 0
⇐⇒

{
x = 2

3z
y = − z

3 − t

.u ∈ F⊥ ⇐⇒ u = − z
3(−2, 1,−3, 0) + t(0,−1, 0, 1) إذاً

.F⊥ ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ ஓ୷ټఈఃن e1 = (−2, 1,−3, 0), e2 = (0,−1, 0, 1) ඔ൹۳۠ٺৎ৊ا
,〈w1, e2〉 = − 1√

14
,w1 =

1√
14

e1
.e2 − 〈e2,w1〉w1 =

1
14(2, 13, 3, 14)

ይዧڰݯ؇ء ݁ٺأ؇݁ڎا ل؇ ؜٭؇ر أݿ؇ݿ؇ ஓ஄ټܭ ( 1√
14
(−2, 1,−3, 0), 1

3
√
42
(2, 13, 3, 14)) إذاً

.F⊥
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ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

:ঌॻل ؇ஓ୾ واৎ৊أݠف R3 اܳڰݯ؇ء আॻ༟ ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب ܳ٭ܝ݆
〈(x, y, z), (x′, y′, z′)〉 = 2xx′ + 4yy′ + zz′ + 2xy′ + 2yx′.

اৎ৊أٺ؇د ا৙৑ݿ؇س আॻ༟ ᆙᆍ٭ڎت රජام ۊިارز݁٭۰ اݿٺأ݄ܭ 1
اݿ؇س ෠ຬ৕৑؇د C = {u1 = (1, 0, 0), u2 = (0, 1, 0), u3 = (0, 0, 1)}

R3 ይዧڰݯ؇ء B = {v1, v2, v2} و݁ٺأ؇݁ڎ ؜٭؇ري
.R3 اܳڰݯ؇ء ሒᇭ ۬༶݁ٺ u = (1, 2, 3) ܳ٭ܝ݆ 2

B ఋዳዧݿ؇س ً؇ܳྡྷފٴ۰ u ۬༶ٺৎ৊ا إ༡ڎاਃು؇ت [u]B أو༥ڎ
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ঌॻ༠اᄴᄟا ا๤ཟܳب لژ ّأݠ
اܳٺأ؇݁ڎ
ل۰ اܳأ٭؇ر ا৙৑ݿ؇ݿ؇ت

R3 ይዧڰݯ؇ء و݁ٺأ؇݁ڎ ؜٭؇ري { 1√
2
u1,

1√
2
(u2 − u1), u3} ا৙৑ݿ؇س 1

ڣ؆ن ،R3 ሒᇭ ݁ٺ۳۠؇ u = (1, 2, 3) Ⴄ၍ن إذا 2

.[u]B =

〈u, v1〉
〈u, v2〉
〈u, v3〉

 =


6√
2
4√
2

3


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