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اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
ّأݠلژ

:ঌॻل ؇݁ ොູگݑ ೑಻Ⴄ၍ إذا R আॻ༟ ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء ሒሃ E ۰༟ިᆇ୞୘ أن َگިل
.u + v ∈ E ڣ؆ن u, v ∈ E Ⴄ၍ن إذا (ؕ৵৩ৠا ܳأ݄ܹ٭۰ اఈః༚৕৑ق (༠؇ݬ٭۰ 1

ڣ؆ن u, v,w ∈ E Ⴄ၍ن إذا (ؕ৵৩ৠا ܳأ݄ܹ٭۰ اܳٺ݄۠٭أ٭۰ (اࠍ੅؇ݬ٭۰ 2
.u + (v + w) = (u + v) + w

ොຳ٭ت (௧ਤ৵৩ৠا ا௱௯௫؇ࢴࣖ ް݄૭૏) 0 ∈ E ๤ཡ؜ٷ ل༥ިڎ (௧ਤ৵৩ৠا ا௱௯௫؇ࢴࣖ (༠؇ݬ٭۰ 3
.u + 0 = 0 + u = u∀u ∈ E

ොຬگݑ و ௧ਤ৵৩ৠا u ଫଃَޙ ް݄૭૏و −u ਲ਼ਦීෂ؇ً ᄩᄟ ਲ਼ਦߌߵ ๤ཡ؜ٷ ل༥ިڎ u ∈ E ႟ၽܳ 4
.u + (−u) = (−u) + u = 0

.u + v = v + u ڣ؆ن u, v ∈ E Ⴄ၍ن إذا ࠯࠵࠾݄ؕ) ا৕৑ࢻࣖاܳ٭۰ (اࠍ੅؇ݬ٭۰ 5
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ڣ؆ن α ∈ R و u ∈ E Ⴄ၍ن إذا ًأڎد) ا๤ཟܳب ܳأ݄ܹ٭۰ اఈః༚৕৑ق (༠؇ݬ٭۰ 1
.αu ∈ E

.α(u + v) = αu + αv ڣ؆ن α ∈ R و u, v ∈ E Ⴄ၍ن إذا 2
.(α+ β)u = αu + βu ڣ؆ن α, β ∈ R و u ∈ E Ⴄ၍ن إذا 3
.(α.β)u = α(βu) ڣ؆ن α, β ∈ R و u ∈ E Ⴄ၍ن إذا 4

.1.u = u ڣ؆ن u ∈ E Ⴄ၍ن إذا 5
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ᄭᄥأ݁ټ
݁ٺ۳۠؇ت. ڣݯ؇ء Rn 1

݁ٺ۳۠؇ت. ڣݯ؇ء ި۱ {(x, y, 2x + 3y); x, y ∈ R} ۰༟ި݄௵௯௫ا 2
݁ٺ۳۠؇ت. ڣݯ؇ء ި۱ P = R[X] اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃات ۰༟ިᆇ୞୘ 3

ڣݯ؇ء ި۱ Pn = Rn[X] ,n ૭૏؇وي أو أڢܭ ۰༥ࢻࣖر اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃات ۰༟ިᆇ୞୘ ዻዧᄔც
݁ٺ۳۠؇ت.
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۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات

ّأݠلژ
V ݆݁ ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء ሒሃ F أن َگިل .V ݆݁ ۰ਃಮඹජ ۰༟ިᆇ୞୘ F و ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء V ܳ٭ܝ݆

.V আॻ༟ اܳأ݄ܹ٭؇ت ਍ಸڰݴ ዻዧوذ ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء ި۱ F Ⴄ၍ن إذا
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۱ଫଊ݁ٷ۰
.V ݆݁ ۰ਃಮඹජ ۰༟ިᆇ୞୘ F و ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء V ܳ٭ܝ݆
اܳٺ؇ܳ٭۰ ا๤དྷܳوط ොູگگب إذا V ݆݁ ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء ሒሃ F

0 ∈ F 1
u + v ∈ F ڣ؆ن ,u, v ∈ F Ⴄ၍ن إذا 2

.αu ∈ F ڣ؆ن α ∈ R ,u ∈ F Ⴄ၍ن إذا 3
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ᄭᄥأ݁ټ
݆݁ ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء ሒሃ F .F = {

(
a b
0 2a − b

)
; a, b ∈ R} ܳ٭ܝ݆ 1

.V = M2(R)
ሒሃ F .F = {X ∈ Rn; AX = 0} ܳ٭ܝ݆ و ݁ݱڰިڣ۰ A ∈ Mm,n(R) ܳٺܝ݆ 2
.(AX = 0 ྵฺ؇༶ٺৎ৊ا اܳٷޙ؇م ༡ߺࠊل ۰༟ިᆇ୞୘ ި۱ F) .V = Rn ݆݁ ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء

.R2 ݆݁ ؇ਃಮඹජ ڣݯ؇ءا ྘ܳފب F = {(x, x + 1); x ∈ R} ۰༟ި݄௵௯௫ا 3
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݁ټ؇ل

ۋ٭ت ,Mn ݆݁ ؇ਃಮඹජ ڣݯ؇ءا ႟ၽ૰૜W = {A ∈ Mn/ A = −AT} ۰༟ި݄௵௯௫ا 1
.n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ اৎ৊ݠًأ۰ اৎ৊ݱڰިڣ؇ت ڣݯ؇ء ި۱ Mn إن

λ ∈ R و A,B ∈ W ೑಻Ⴄ၍ إذا اݾষڞ
(A + B)T = AT + BT = −A − B

و
(λA)T = λAT = −λA.

.ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء ި۱W إذاً
৙৑ن ؇ਃಮඹජ ڣݯ؇ءا ྘ܳފب E = {(x, y, z) ∈ R3; xy = 0} ۰༟ި݄௵௯௫ا 2

وܳـܝ݆ (0, 1, 0) ∈ E و (1, 0, 0) ∈ E
.(1, 0, 0) + (0, 1, 0) = (1, 1, 0) ̸∈ Eٺ۳۠؇تৎ৊ا ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.
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ّأݠلژ
أن َگިل اৎ৊ٺ۳۠؇ت. ݆݁ ۰༟ިᆇ୞୘ v1, . . . , vn ∈ V ܳٺܝ݆ و ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء V ܳ٭ܝ݆

ොຳ٭ت α1, . . . , αn ∈ R و༥ڎ إذا v1, . . . , vn గጻዧٺ۳۠؇ت ۊޚ޶ ܋ߵ٭ص ߙ ި۱ w ∈ V

w = α1v1 + . . .+ αnvn.

݁ټ؇ل
గጻዧٺ۳۠؇ت ۊޚ޶ ܋ߵ٭ص ߙ ި۱ (4, 1, 1) ۬༶ٺৎ৊ا
৙৑ن (0,−1, 1) ,(2,−1, 3),(1, 0, 2)

(4, 1, 1) = −2(1, 0, 2) + 3(2,−1, 3)− 4(0,−1, 1).
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۱ଫଊ݁ٷ۰

۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ X =

x1...
xn

 ܳٺܝ݆ و (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆

ڣ؆ن A اৎ৊ݱڰިڣ۰ أᆇᅦڎة ሒሃ C1, . . . ,Cn ೑಻Ⴄ၍ إذا .(n, 1)
AX = x1C1 + . . .+ xnCn.

۰༶ཹྥ٭
৖৑إ ݁ྥފگ؇ AX = B اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م لܝިن ؜ٷڎࢱࣕ .(m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆

.A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ᆇᅦ৙৑ڎة ۊޚ٭؇ ܋ߵ٭ٴ؇ ߙ B Ⴄ၍ن إذا
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ّأݠلژ
.V ۬༶݁ٺ ڣݯ؇ء ሒᇭ اৎ৊ٺ۳۠؇ت ݆݁ ۰༟ިᆇ୞୘ S = {v1, . . . , vn} ܳٺܝ݆
.S ๤ཛྷ؇ܳأٷ ۊޚ٭؇ ܋ߵ٭ٴ؇ ߙ V ݆݁ ๤ཡ؜ٷ ႟၍ Ⴄ၍ن إذا V ᄴᄟިّ S أن َگިل

۱ଫଊ݁ٷ۰
و (n, k) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆ و S = {v1, . . . , vk} ⊂ Rn ܳٺܝ݆

.؇ዛኤڎᆇᅦأ C1, . . . ,Ck.B ∈ Rn ႟ၽܳ ݁ྥފگ؇ AX = B اܳٷޙ؇م Ⴄ၍ن إذا ৖৑إ Rn اܳڰݯ؇ء ᄴᄟިّ S ۰༟ި݄௵௯௫ا ؜ٷڎࢱࣕ

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.
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اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

۱ଫଊ݁ٷ۰
؜ٷڎࢱࣕ ،V ۬༶݁ٺ ڣݯ؇ء ሒᇭ اৎ৊ٺ۳۠؇ت ݆݁ ۰༟ިᆇ୞୘ S = {v1, . . . , vn} ܳٺܝ݆

.V ݆݁ ؇ਃಮඹජ ڣݯ؇ءا ႟ၽ૰૜ S ৎ৊Wٺ۳۠؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت ᆇᅹ٭ؕ ۰༟ިᆇ୞୘ 1

.S আॻ༟ ොຬٺިي ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء أݬ؞ݠ ި۱W 2

.Vect(S) أو ⟨S⟩ ً۬ ਲ਼ਦߖߵ و S ۰༟ި݄௵௯௫؇ً ᄴᄟިৎ৊ا اܳڰݯ؇ء اܳڰݯ؇ء، ۱ڍا ް݄૭૏

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

݁ټ؇ل

.e2 = (1,−2, 3,−4) و e1 = (1, 2, 3, 4) اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎ৊ٺ۳۠؇ت R4 ሒᇭ ܳ٭ܝ݆
ً؇ৎ৊ٺ۳۠؇ت ᄴᄟިৎ৊ا اܳڰݯ؇ء ݆݁ ؜ٷ๤ཡا (a, 1, b, 1) ۬༶ٺৎ৊ا لܝިن ปฆۋ b و a ل༥ިڎ ۱ܭ

,e1؟ e2ٺ۳۠؇تৎ৊؇ً ᄴᄟިৎ৊ا اܳڰݯ؇ء ݆݁ ؜ٷ๤ཡا (a, 1, 1, b) ۬༶ٺৎ৊ا لܝިن ปฆۋ b و a ل༥ިڎ ۱ܭ و
,e1؟ e2

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

اࠍ੆ܭ

݁ྥފگ؇ AX = B اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م لܝިن أن ෠ຬص (a, 1, b, 1) ∈ ⟨e1, e2⟩ لܝިن ปฆۋ

ඔ൹أ؇دܳٺৎ৊ا ৙৑ن ݁ྥފگ؇ ྘ܳݴ اܳٷޙ؇م وܳـܝ݆ .B =


a
1
b
1

 و A =


1 1
2 −2
3 3
4 −4

 ؕ݁
واෂීاًأ۰ ۰ਃ಻؇اܳټ

اܳިڢب. َڰݴ ሒᇭ ඔ൹ྟٺཬ؇ݬ ّܝިَ؇ أن ஓ୷ܝ݆ ৖৑ (2a − 2b = 1, 4a − 4b = 1)

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

ؕ݁ ݁ྥފگ؇ AX = B اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م لܝިن أن ෠ຬص (a, 1, 1, b) ∈ ⟨e1, e2⟩ لܝިن ปฆۋ

.B =


a
1
1
b

 و A =


1 1
2 −2
3 3
4 −4


.b = 2 و a = 1

3 ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ و وۋ٭ڎ. ༡ܭ ᄩᄟ اܳٷޙ؇م و۱ڍا

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

݁ټ؇ل

و (1,−1,−2) ,(2, 3,−1) اܳٺ؇ܳ٭۰: ً؇ৎ৊ٺ۳۠؇ت ᄴᄟިৎ৊ا R3 ݆݁ ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء E ܳ٭ܝ݆
.(3, 7, 0), (5, 0,−7) اܳٺ؇ܳ٭۰: ً؇ৎ৊ٺ۳۠؇ت ᄴᄟިৎ৊ا R3 ݆݁ ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء F ܳ٭ܝ݆

ل؇ن. ݁ྥފ؇و F و E ඔ൹اܳڰݯ؇ف

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

اࠍ੆ܭ
݁ྥފگ؇ ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷޙ؇م لܝިن أن ࢻࣖ ৖৑ E اܳڰݯ؇ء ሒᇭ (a, b, c) ۬༶ٺৎ৊ا لܝ݆ ปฆۋ

2x + y = a
3x − y = b
−x − 2y = c

ሒᇿ؇اܳٺ اܳٷޙ؇م ؕ݁ ሐᇭႤၽ݁ٺ اܳٷޙ؇م ۱ڍا و
x + 2y = −c
−3y = a + 2c
−7y = b + 3c

.

.7a − 3b + 5c = 0 Ⴄ၍ن إذا و ৖৑إ ݁ྥފگ؇ لܝިن اܳٷޙ؇م ۱ڍا
اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

.ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ොູگݑ (1,−1,−2) و (2, 3,−1) اৎ৊ٺ۳۠؇ت أن ఈఃَۋޓ و
.F ⊂ E إذاً

۱ڍا و F ሒᇭ ݁ިۏިدة (1,−1,−2) و (2, اৎ৊ٺ۳۠؇ت(1−,3 أن ཹྦྷٴب لگ۰ اܳޚݠ ਍ಸڰݴ و
.E = F أن ཯ྦྷٴب

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

݁ټ؇ل

ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء ሒᇭ ݁ިۏިدا v = (−2, a, b, 5) ۬༶ٺৎ৊ا لܝިن ปฆۋ a, b ∈ R ل༥ިڎ ۱ܭ
.v = (−1, 2, 3, 1) و u = (1,−1, 1, 2) اܳٺ؇ܳ٭۰: ً؇ৎ৊ٺ۳۠؇ت ᄴᄟިৎ৊ا R4 ݆݁

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

اݾষڞ

ᄴᄟިৎ৊ا R4 ݆݁ ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء ሒᇭ ݁ިۏިدا v = (−2, a, b, 5) ۬༶ٺৎ৊ا لܝިن ปฆۋ
اܳٷޙ؇م لܝިن أن ࢻࣖ ৖৑ .v = (−1, 2, 3, 1) و u = (1,−1, 1, 2) اܳٺ؇ܳ٭۰: ً؇ৎ৊ٺ۳۠؇ت

.B =


−2
a
b
5

 و A =


1 −1
−1 2
1 3
2 1

 ؕ݁ AX = B ݁ྥފݑ ሒᇿ؇اܳٺ اࠍ੅ޚ޶

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

.3 = a − 2 = b+2
4 Ⴄ၍ن إذا و ৖৑إ ݁ྥފݑ اܳٷޙ؇م ۱ڍا و

.b = 10 و a = 5 إذاً

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

ّأݠلژ
Ⴄ၍ن إذا ৖৑إ ۊޚ٭؇ ᄭᄥ݁ފٺگ ሒሃ V ڣݯ؇ء ሒᇭ v1, . . . , vn اৎ৊ٺ۳۠؇ت ݆݁ ۰༟ިᆇ୞୘ أن اܳݱڰݠي.َگިل اࠍ੆ܭ ި۱ a1v1 + . . . ,+anvn = 0 ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳިۋ٭ڎ اࠍ੆ܭ

݁ټ؇ل
.R3 ሒᇭ ۊޚ٭؇ ᄭᄥ݁ފٺگ w = (3, 0, 2) v = (1,−1, 2), ,u = (1, 1,−2)

.xu + yv + zw = (0, 0, 0) ⇐⇒


x + y + 3z = 0

x − y = 0
−2x + 2y + 2z = 0

اܳٺ؇ڣ۬. اࠍ੆ܭ و۱ި وۋ٭ڎ ༡ܭ ᄩᄟ اܳٷޙ؇م ۱ڍا
.−4 ި۱ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۱ڍه ො੼ڎد و

 1 1 3
1 −1 0
−2 2 2

 ሒሃ اܳٷޙ؇م ۱ڍا ݁ݱڰިڣ۰
اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

ّأݠلژ
೑಻Ⴄ၍ إذا ۊޚ٭؇ ਊಾਵਦޚ۰ ሒሃ V ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء ሒᇭ v1, . . . , vn ݁ٺ۳۠؇ت أن ۊޚ٭؇.َگިل ᄭᄥ݁ފٺگ ྘ܳފب

݁ټ؇ل
ሒᇭ ۊޚ٭؇ ਊಾਵਦޚ۰ w = (3, 2, 2,−1) v = (1, 0, 2,−1), ,u = (0, 1,−2, 1)

.R4

.xu + yv + zw = (0, 0, 0, 0) ⇐⇒


y + 3z = 0
x + 2z = 0

−2x + 2y + 2z = 0
x − y − z = 0

اࠍ੆ߺࠊل. ݆݁ ሒᆶ؇ዛኡ ৖৑ ༟ڎد ᄩᄟ اܳٷޙ؇م ۱ڍا
اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰ و


0 1 3
1 0 2
−2 2 2
1 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
0
0
0
0

 ሒሃ اܳٷޙ؇م ୒ୖڍا اৎ৊ިݿأ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

.

1 0 2
0 1 3
0 0 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
0
0
0
0

 :ሒሃ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ୒ୖڍه ᄭᄟ଩ଐ௰௯௫ا

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

۱ଫଊ݁ٷ۰
ۋ٭ت V ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء ሒᇭ اৎ৊ٺ۳۠؇ت ݆݁ ۰༟ިᆇ୞୘ S = {v1, . . . , vn} ೑಻Ⴄ၍ إذا
ܳٴگ٭۰ ۊޚ٭؇ ܋ߵ٭ٴ؇ ߙ ؇ዛኤ؇۳۠݁ٺ أ༡ڎ Ⴄ၍ن إذا وڣگޔ إذا ۊޚ٭؇ ਊಾਵਦޚ۰ S ؜ٷڎࢱࣕ .n ≥ 2

اৎ৊ٺ۳۠؇ت.
۱ଫଊ݁ٷ۰

؇ዛኤڎᆇᅦأ و (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆ و S = {v1, . . . , vn} ⊂ Rm ܳٺܝ݆
ྵฺ؇༶ٺৎ৊ا اܳٷޙ؇م Ⴄ၍ن إذا وڣگޔ إذا ۊޚ٭؇ ᄭᄥ݁ފٺگ S ّܝިن ؜ٷڎࢱࣕ .S ݁ٺ۳۠؇ت

اܳٺ؇ڣ۬. اࠍ੆ܭ ި۱ و وۋ٭ڎ ༡ܭ ᄩᄟ AX = 0

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

ᄭᄥأ݁ټ
݆݁ ݁ٷٺ۬ ଫଃ༚ ༟ڎد ل༥ިڎ ڣ؆َ۬ m < n و (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ೑಻Ⴄ၍ إذا 1

.AX = 0 ይዧٷޙ؇م اࠍ੆ߺࠊل
ۊޚ٭؇. ਊಾਵਦޚ۰ S ڣ؆ن m < n و S = {v1, . . . , vn} ⊂ Rm ೑಻Ⴄ၍ إذا 2

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س

ّأݠلژ
.V ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء ሒᇭ اৎ৊ٺ۳۠؇ت ݆݁ ۰༟ިᆇ୞୘ S = {v1, . . . , vn} ܳٺܝ݆

:ඔ൹اܳٺ؇ܳ٭ ඔ൹ޗ๤དྷܳا ۋگگب إذا V ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س ሒሃ S أن َگިل
V ᄴᄟިّ S 1

ۊޚ٭؇. ᄭᄥ݁ފٺگ S 2

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

۱ଫଊ݁ٷ۰
لܝٺص v ڣ؆ن v ∈ V Ⴄ၍ن و V ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ S = {v1, . . . , vn} ೑಻Ⴄ၍ وۋ٭ڎة.إذا لگ۰ ًޚݠ v1, . . . , vn గጻዧٺ۳۠؇ت ۊޚ޶ ܋ଫଐ܋٭ص

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

ఈః݁ۋޙ۰
Rn اܳڰݯ؇ء ሒᇭ اৎ৊ٺ۳۠؇ت ݆݁ اܳٺ؇ܳ٭۰ ۰༟ި݄௵௯௫ا S = {e1, . . . , en} ܳٺܝ݆

e1 = (1, 0, . . . , 0), . . . , ek = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1).

ይዧڰݯ؇ء ௧ਤاܳޚٴ٭ ا৙৑ݿ؇س أو اৎ৊أٺ؇د ا৙৑ݿ؇س ް݄૭૏ و Rn ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س ሒሃ S ۰༟ި݄௵௯௫ا
.Rn

દઊݠஓ஄
.Pn اৎ৊ٺ۳۠؇ت ܳڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ S = {1,X, . . . ,Xn} أن أཿྟب

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

݁ټ؇ل
λ ∈ R ڢࡗࡲ أو༥ڎ .v3 = (1, 1, λ) و v2 = (1, λ, 1) ,v1 = (λ, 1, 1) ܳ٭ܝ݆

?R3 ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ ّܝިن {v1, v2, v3} اࠍ੆ܭොຳ٭ت
ᄭᄟأ؇دగጻዧ اܳިۋ٭ڎ اࠍ੆ܭ Ⴄ၍ن إذا ۊޚ٭؇ ᄭᄥ݁ފٺگ {v1, v2, v3} ۰༟ި݄௵௯௫ا

xv1 + yv2 + zv3 = 0

.A =

λ 1 1
1 λ 1
1 1 λ

 ݁أܝިس: ؇ୖ୒ اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ أن ؕ݁ ሐᇭႤၽ݁ٺ ۱ڍا و اܳٺ؇ڣ۬ اࠍ੆ܭ ި۱
.λ ̸∈ {−2, 1} إذاً

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

႟ၽܳ ݁ྥފݑ AX = B اࠍ੅ޚ޶ اܳٷޙ؇م ৙৑ن Rn ይዧڰݯ؇ء ᄴᄟި݁ة {v1, v2, v3} ۰༟ި݄௵௯௫ا
݁أܝިس. ؇ୖ୒ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ৙৑ن B ∈ Rn

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

۱ଫଊ݁ٷ۰
݆݁ ۰༟ިᆇ୞୘ T = {u1, . . . , um} و V ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ S = {v1, . . . , vn} اৎ৊ٺ۳۠؇ت.ܳ٭ܝ݆

ۊޚ٭؇. ਊಾਵਦޚ۰ T ڣ؆ن m > n Ⴄ၍ن إذا
۰༶ཹྥ٭

V ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ T = {u1, . . . , um} و S = {v1, . . . , vn} ݆݁ ႟၍ ೑಻Ⴄ၍ m.إذا = n ڣ؆ن

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

ّأݠلژ
ًأڎ ް݄૭૏ S ሒᇭ n اৎ৊ٺ۳۠؇ت ༟ڎد ڣ؆ن V ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ S = {v1, . . . , vn} Ⴄ၍ن إذا

.dimV = n َܝٺص و V اܳڰݯ؇ء
۱ଫଊ݁ٷ۰

݆݁ ۰༟ިᆇ୞୘ S = {v1, . . . , vn} ೑಻Ⴄ၍ إذا و n ًأڎه و ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء V Ⴄ၍ن إذا
؜ٷڎࢱࣕ V اܳڰݯ؇ء ሒᇭ اৎ৊ٺ۳۠؇ت

.V ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س S ڣ؆ن ۊޚ٭؇ ᄭᄥ݁ފٺگ S ೑಻Ⴄ၍ إذا 1

.V ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س S ڣ؆ن V ᄴᄟިّ S ೑಻Ⴄ၍ إذا 2

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

۱ଫଊ݁ٷ۰
ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س আॻ༟ ොູٺިي S ڣ؆ن V ይዧڰݯ؇ء ᄴᄟި݁ة ۰༟ިᆇ୞୘ S = {v1, . . . , vn} ೑಻Ⴄ၍ V.إذا

ఈః݁ۋޙ۰
ඔ൹اܳٺ؇ܳ٭ٺ ඔ൹ިارز݁٭ٺ੅اࠍ ݆݁ ఈ႙၍ ڣ؆ن ᄴᄟި݁ة ۰༟ިᆇ୞୘ S = {v1, . . . , vm} ⊂ Rn ೑಻Ⴄ၍ إذا

.S ۰༟ި݄௵௯௫؇ً ᄴᄟިৎ৊ا ሒᆶݞ੊اࠍ ይዧڰݯ؇ء ً؊ݿ؇س ߙ߳ودَ؇

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

1 ػܙارزڲמ١

S ݁ٺ۳۠؇ت ݬڰިڣ۳؇ A ݁ݱڰިڣ۰ ܋ިن 1

أو ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ আॻ༟ A ܳިݪؕ ۏިردن ༥؇وس أو ༥؇وس لگ۰ ޗݠ اݿٺ༱ڎم 2
.C ܳٺܝ݆ و ᄭᄟ଩ଐ᛻ෛ੼ ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰

.⟨S⟩ ሒᆶݞ੊اࠍ ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س ሒሃ ل۰ ݬڰݠ ଫଃاܳ؞ Cݬڰިف ؜ٷڎࢱࣕ 3

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

2 ػܙارزڲמ١

S ݁ٺ۳۠؇ت ؇ዛኤڎᆇᅦأ A ݁ݱڰިڣ۰ ܋ިن 1

أو ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ আॻ༟ A ܳިݪؕ ۏިردن ༥؇وس أو ༥؇وس لگ۰ ޗݠ اݿٺ༱ڎم 2
.C ܳٺܝ݆ و ᄭᄟ଩ଐ᛻ෛ੼ ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰

C ሒᇭ اৎ৊ٺگڎ۰݁ ๤ཛྷ؇اܳأٷ ذات اᆇᅦ৙৑ڎة ݆݁ اည৊ܝ۰َި اৎ৊ٺ۳۠؇ت ۰༟ިᆇ୞୘ C1 ܳٺܝ݆ 3

؜ٷڎࢱࣕ C1 ๤ཛྷ؇ܳأٷ ᄭᄥً؇گৎ৊ا A ሒᇭ اᆇᅦ৙৑ڎة ݆݁ اည৊ܝ۰َި اৎ৊ٺ۳۠؇ت ۰༟ިᆇ୞୘ S1 وܳٺܝ݆
.⟨S⟩ ሒᆶݞ੊اࠍ ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س S1

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

۱ଫଊ݁ٷ۰
ොູٺިي S ڣ؆ن V اৎ৊ٺ۳۠؇ت ܳڰݯ؇ء ᄴᄟި݁ة ۰༟ިᆇ୞୘ S = {v1, . . . , vn} ೑಻Ⴄ၍ إذا 1

.V ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س আॻ༟
ڣ؆َ۬ V ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء ሒᇭ ۊޚ٭؇ ᄭᄥ݁ފٺگ ۰༟ިᆇ୞୘ S = {v1, . . . , vn} ೑಻Ⴄ၍ إذا 2

.S আॻ༟ ොຬٺިي V ይዧڰݯ؇ء Tأݿ؇س ل༥ިڎ

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

݁ټ؇ل
اܳٺ؇ܳ٭۰: ً؇ৎ৊ٺ۳۠؇ت ᄴᄟިৎ৊ا R5 ݆݁ ሒᆶݞ੊اࠍ Wاܳڰݯ؇ء ܳ٭ܝ݆

,v3 = (1, 2,−1, 2, 0) ,v2 = (2, 0, 4,−2, 4) ,v1 = (1, 0, 2,−1, 2)
.v4 = (1, 4,−4, 5,−2)

.{v1, v2, v3, v4} ሒᇭ ො੼Wٺިى ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ أو༥ڎ 1

.{v1, v3} আॻ༟ ොຬٺިي R5 ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ أو༥ڎ 2

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

اࠍ੆ܭ

ا༡ڎاਃು؇ت ሒሃ ؇ዛኤڎᆇᅦأ มฆܳوا A =


1 2 1 1
0 0 2 4
2 4 −1 −4
−1 −2 2 5
2 4 0 −2

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆ 1

.v1, v2, v3, v4 اৎ৊ٺ۳۠؇ت
1 2 0 −1
0 0 1 2
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ሒሃ A గጻዧݱڰިڣ۰ ᄭᄟ଩ଐ௰௯௫ا اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰

.W ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س ި۱ {v1, v3} إذاً
اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

.e3 = (0, 0, 1, 0, 0) ,e2 = (0, 1, 0, 0, 0) ,e1 = (1, 0, 0, 0, 0) Ⴄ၍ن إذا 2
.{v1, v3} আॻ༟ ොຬٺިي و R5 ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س ި۱ {v1, v3, e1, e2, e3} إذاً

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

݁ټ؇ل

W = {(x, y, z, t) ∈ R4; 2x + y + z = 0, x − y + z = 0} ܳ٭ܝ݆
R4 ݆݁ ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء ި۱W أن أཿྟب 1

.W ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ أو༥ڎ 2

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

اࠍ੆ܭ

ۋ٭ت ،u = (x, y, z, t) ∈ W ⇐⇒ AX = 0 Ⴄ၍ن إذا 1

.X =


x
y
z
t

 ,A =

(
2 1 1 0
1 −1 1 0

)

W ڣ؆ن ،ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء ި۱ AX = 0 ྵฺ؇༶ٺৎ৊ا اࠍ੅ޚ޶ ይዧٷޙ؇م اࠍ੆ߺࠊل ᆇ୞୘ިع أن ؇ஓ୾ و
.R4 ݆݁ ሒᆶඹජ ڣݯ؇ء ި۱

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

AX = 0 ⇐⇒
{
2x + y + z = 0
x − y + z = 0

⇐⇒
{

x = −2y
z = 3y 2

.⇐⇒ X = y


−2
1
3
0

+ t


0
0
0
1


.W ሒᆶݞ੊اࠍ ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س ި۱ {(−2, 1, 3, 0), (0, 0, 0, 1)} إذاً

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

݁ټ؇ل

.V = R3 اܳڰݯ؇ء ܳ٭ܝ݆
و ᄴᄟި݁ة T ۰ਃಮඹජ ۰༟ިᆇ୞୘ إ؜ޔ و ᄴᄟި݁ة ྘ܳފب و ۊޚ٭۰ ᄭᄥ݁ފٺگ S ۰ਃಮඹජ ۰༟ިᆇ୞୘ إ؜ޔ

ۊޚ٭۰. ᄭᄥ݁ފٺگ ྘ܳފب
اݾষڞ

و S = {(1, 0, 0)} َ؊༡ڍ أن ஓ୷ܝ݆
.T = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 1)}

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
ّأݠلژ

ۋ٭ت v ∈ V Ⴄ၍ن و V ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ S = {v1, . . . , vn} ೑಻Ⴄ၍ إذا
v = x1v1 + . . . xnvn

ਲ਼ਦߖߵ و Sݿ؇سఋዳዧ ً؇ܳྡྷފٴ۰ v ۬༶ٺৎ৊ا إ༡ڎاਃು؇ت ް݄૭૜ (x1, . . . xn) ڣ؆ن

[v]S =

x1...
xn


.Sݿ؇سఋዳዧ ً؇ܳྡྷފٴ۰ v ۬༶ٺగጻዧ ሒᇉڎا༡৕৑ا ۬༶ٺৎ৊ا ް݄૭૏ و

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

۱ଫଊ݁ٷ۰
إذا و .V ይዧڰݯ؇ء ඔ൹أݿ؇ݿ C = {u1, . . . , un} و B = {v1, . . . , vn} Ⴄ၍ن إذا

CPB اৎ৊ݱڰިڣ۰ ؜ٷڎࢱࣕ [v1]C, . . . , [vn]C ؇ዛኤڎᆇᅦأ n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ CPB ೑಻Ⴄ၍و ݁أܝިس ؇ୖ୒
[v]C = CPB[v]B

.v ∈ V ႟ၽܳ
.Cݿ؇س৙৑ا ሌᇿإ Bݿ؇س৙৑ا ݆݁ اਐ಻৕৑گ؇ل ݁ݱڰިڣ۰ CPB اৎ৊ݱڰިڣ۰ ް݄૭૜

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

દઊݠஓ஄

ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ B = {v1 = (0, 1, 1), v2 = (1, 0,−2), v3 = (1, 1, 0)} ܳ٭ܝ݆
ا৙৑ݿ؇س C = {u1 = (1, 0, 0), u2 = (0, 1, 0), u3 = (0, 0, 1)} وܳ٭ܝ݆ R3

.R3 ይዧڰݯ؇ء اৎ৊أٺ؇د
.BPC و CPB ݆݁ ఈ႙၍ أو༥ڎ 1

.[v]C =

 1
0
−1

 Ⴄ၍ن إذا [v]B أو༥ڎ 2

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

દઊݠஓ஄

.BPC =

−2 2 −1
−1 1 −1
2 −1 1

 CPB =

0 1 1
1 0 1
1 −2 0

 1

.[v]B = BPC[v]C =

−1
0
1

 2

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

݁ټ؇ل
و v = (−1,−1, 2) ,u = (1, 0, 1) اৎ৊ٺ۳۠؇ت ,R3 ሒᇭ أن أཿྟب

۱ڍا ሒᇭ X = (x, y, z) ۬༶ٺৎ৊ا إ༡ڎاਃು؇ت أو༥ڎ و أݿ؇ݿ؇ ّܝިن w = (−2, 1,−2)

ا৙৑ݿ؇س.
.(2y + z, −x+z

3 , −x+3y+z
3 اࠍ੊ިاب

اݾষڞ
و v = (−1,−1, 2) ,u = (1, 0, 1) اৎ৊ٺ۳۠؇ت ؇ዛኤڎᆇᅦأ มฆܳا اৎ৊ݱڰިڣ۰

.A =

1 −1 −2
0 −1 1
1 2 −2

 ሒሃ w = (−2, 1,−2)

w = (−2, 1,−2) و v = (−1,−1, 2) ,u = (1, 0, 1) ڣ؆ن |A| = −3 أن ؇ஓ୾
.R3 ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ ّܝިن

.
a

b
c

 = A−1X =

 2y + z
−x+z

3−x+3y+z
3

 ڣ؆ن X = au + bv + cw Ⴄ၍ن إذا
اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

݁ټ؇ل

ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ ஓ஄ټܭ S = {(1, 1, 1), (−1, 1, 0), (1, 0,−1)} اৎ৊ٺ۳۠؇ت أن أཿྟب
۱ڍا ሒᇭ .(0, 0, 1) و (1, 0, 1) ,(1, 0, 0) اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎ৊ٺ۳۠؇ت إ༡ڎاਃು؇ت أو༥ڎ .R3

ا৙৑ݿ؇س.

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

اࠍ੆ܭ
اݾষڞ

:
.
∣∣∣∣∣∣
1 −1 1
1 1 0
1 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = −3 ̸= 0

.R3 ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ ஓ஄ټܭ S إذاً
.(1, 0, 0) = 1

3(1, 1, 1)−
1
3(−1, 1, 0) + 1

3(1, 0,−1)

.(13 ,−1
3 ,

1
3) ሒሃ Sݿ؇س৙৑ا ሒᇭ ّ۬؇ਃುڎا༡إ إذاً

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

اࠍ੆ܭ

.(0, 0, 1) = 1
3(1, 1, 1)−

1
3(−1, 1, 0)− 2

3(1, 0,−1)

.(13 ,−1
3 ,−

2
3) ሒሃ Sݿ؇س৙৑ا ሒᇭ ّ۬؇ਃುڎا༡إ إذاً

.(1, 0, 1) = (1, 0, 0) + (0, 0, 1)

.(23 ,−2
3 ,−

1
3) ሒሃ Sݿ؇س৙৑ا ሒᇭ ّ۬؇ਃುڎا༡إ إذاً

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

ّأݠلژ
.(m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆

و A గጻዧݱڰިڣ۰ اܳݱࠕࠫ اܳڰݯ؇ء ،A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ًݱڰިف ᄴᄟިৎ৊ا Rn ݆݁ ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء ް݄૭૏
.row(A) ਲ਼ਦීෂ؇ً ᄩᄟ ਲ਼ਦߌߵ

و A గጻዧݱڰިڣ۰ اܳأ݄ިدي اܳڰݯ؇ء ،A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ً؊ᆇᅦڎة ᄴᄟިৎ৊ا Rm ݆݁ ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء ް݄૭૏
.col(A) ਲ਼ਦීෂ؇ً ᄩᄟ ਲ਼ਦߌߵ

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

۱ଫଊ݁ٷ۰
݆݁؇ዛዀܹ༟ ොຶݱܭ มฆܳا اৎ৊ݱڰިڣ۰ ሒሃ B ೑಻Ⴄ၍ إذا .(m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆

.row(A) = row(B) ڣ؆ن A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݬڰިف আॻ༟ أوܳ٭۰ ᆇᅦܹ٭؇ت රජ؆࿓اء A
۱ଫଊ݁ٷ۰

A గጻዧݱڰިڣ۰ ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ ሒሃ B ೑಻Ⴄ၍ و (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆
ۊޚ٭؇. ᄭᄥ݁ފٺگ B اৎ৊ݱڰިڣ۰ ሒᇭ ل۰ ݬڰݠ ଫଃاܳ؞ اܳݱڰިف ۰༟ިᆇ୞୘ ڣ؆ن

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

ّأݠلژ
.(m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆

ً۬ ਲ਼ਦߖߵ و اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر A గጻዧݱڰިڣ۰ اܳݱࠕࠫ اܳڰݯ؇ء ًأڎ ૭૙݄޶
.rank(A) = dim(row(A))

ఈః݁ۋޙ۰
.(m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆

.A గጻዧݱڰިڣ۰ ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ أي ሒᇭ اৎ৊ٺگڎ۰݁ ๤ཛྷ؇اܳأٷ ༟ڎد ި۱ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
۱ଫଊ݁ٷ۰

ڣ؆ن (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆
rank(A) = dim(row(A)) = dim(col(A)).

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

۰༶ཹྥ٭
ڣ؆ن (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆

rank(A) = rank(AT).

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

۰༶ཹྥ٭
و m ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁أܝިس ؇ୖ୒ ݁ݱڰިڣ۰ P و (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ೑಻Ⴄ၍ إذا

ڣ؆ن n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁أܝިس ؇ୖ୒ ݁ݱڰިڣ۰ Q

rank(A) = rank(PAQ).

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

اڤո٢જ੻ن
ا྘ܳފ؇ر ݆݁ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ๤ཚب ሐᇭႤၽل A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݬڰިف আॻ༟ أوܳ٭۰ ᆇᅦܹ٭۰ إරජاء أن َأ޺޾
ஓ୷ܝ݆ ڣ؆َ۬ أوܳ٭۰ ݁ݱڰިڣ؇ت ๤ཚب ༡؇ݬܭ ሒሃ P اৎ৊ݱڰިڣ۰ أن ؇ஓ୾ و أوܳ٭۰. ஓ୾ݱڰިڣ۰

ڣ؆ن ᄳᄟا ا৙৑وܳ٭۰. اܳݱڰ٭۰ اܳأ݄ܹ٭؇ت ݆݁ ஓ୾ٺٺ؇ܳ٭۰ PA আॻ༟ اࠍ੆ݱިل
rank(A) = rank(PA).

૭૙ྥٷٺھ اܳފ؇ًگ۰ ۰༶اܳٷྥ٭ ً؇ݿٺأ݄؇ل و
rank(A) = rank(PAQ).

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

۱ଫଊ݁ٷ۰
݁ٺႤၽڣ۰٪ اܳٺ؇ܳ٭۰ اܳأٴ؇رات ڣ؆ن (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ೑಻Ⴄ၍ إذا

اܳٺ؇ڣ۬. اࠍ੆ܭ و۱ި وۋ٭ڎ ༡ܭ AX = 0 ይዧٷޙ؇م 1

ۊޚ٭؇. ᄭᄥ݁ފٺگ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ أᆇᅦڎة 2
rank(A) = n. 3

݁أܝިس. ATA గጻዧݱڰިڣ۰ 4

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

۱ଫଊ݁ٷ۰
݁ٺႤၽڣ۰٪ اܳٺ؇ܳ٭۰ اܳأٴ؇رات ڣ؆ن (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆

.B ∈ Rm ႟ၽܳ ݁ྥފݑ AX = B اܳٷޙ؇م 1

.Rm ᄴᄟިّ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ أᆇᅦڎة 2
rank(A) = m. 3

݁أܝިس. AAT గጻዧݱڰިڣ۰ 4

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

ّأݠلژ
ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء .(m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆

{X ∈ Rn; AX = 0}

ل۰ ݬڰݠ ًأڎه و૭૏݄޶ N(A) ਲ਼ਦීෂ؇ً ᄩᄟ ਲ਼ਦߖߵ و A గጻዧݱڰިڣ۰ اܳݱڰݠي اܳڰݯ؇ء ް݄૭૏
.nullity(A) ਲ਼ਦීෂ؇ً ᄩᄟ ਲ਼ਦߖߵ و A اৎ৊ݱڰިڣ۰

ሒᆶݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ء ዻዧᄔც
{AX; X ∈ Rn}

.Im(A) ਲ਼ਦීෂ؇ً ᄩᄟ ਲ਼ਦߖߵ و A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݬިرة ް݄૭૏

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

۱ଫଊ݁ٷ۰
.Im(A) = col(A) ڣ؆ن (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆

గጻዧݱڰިڣ؇ت اܳٴأڎ ۱ଫଊ݁ٷ۰
ڣ؆ن (m,n) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ݁ݱڰިڣ۰ A ܳٺܝ݆

nullity(A) + rank(A) = n.

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

݁ټ؇ل

A =


1 2 −1 −1
0 −1 2 3
2 3 0 1
1 1 1 2

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆
గጻዧݱڰިڣ۰. اܳݱڰݠي ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ أو༥ڎ 1

గጻዧݱڰިڣ۰. اܳأ݄ިدي ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ ඔ൹༟ 2

.A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر أو༥ڎ 3

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

اࠍ੆ܭ

.

1 0 3 5
0 1 −2 −3
0 0 0 0
0 0 0 0

 ሒሃ A గጻዧݱڰިڣ۰ ᄭᄟ଩ଐ௰௯௫ا اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰

గጻዧݱڰިڣ۰. اܳݱڰݠي ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س ި۱ (−5, 3, 0, 1) ,(−3, 2, 1, 0) 1

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

గጻዧݱڰިڣ۰. اܳأ݄ިدي ይዧڰݯ؇ء أݿ؇س ި۱ (−1, 2, 3, 1) ,(0, 1, 2, 1) 1
.2 ሒሃ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر 2

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

݁ټ؇ل

,e3 = (3, 2, 2,−1) e2 = (1, 0, 2,−1), ,e1 = (0, 1,−2, 1) ܳ٭ܝ݆
اܳٺ؇ܳ٭۰ اܳأٴ؇رات ۱ܭ .R4 ሒᇭ ݁ٺ۳۠؇ت e5 = (0, 0, 0, 1) و e4 = (0, 0, 1, 0)

:۰༲٭ොේ
.Vect{e1, e2, e3} = Vect{(1, 1, 0, 0), (−1, 1,−4, 2)} 1

.(1, 1, 0, 0) ∈ Vect{e1, e2} ∩ Vect{e2, e3, e4} 2
.Vect{e1, e2}+ Vect{e2, e3, e4} = R4 3

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

اࠍ੆ܭ
.e1, e2, e3 اৎ৊ٺ۳۠؇ت أ༡ڎاਃು؇ت ݬڰިڣ۳؇ มฆܳوا A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆ 1
.A గጻዧݱڰިڣ۰ اܳݱࠕࠫ اܳڰݯ؇ء ஓ୷ټܭ Vect{e1, e2, e3} اܳڰݯ؇ء

ሒሃ A గጻዧݱڰިڣ۰ ᄭᄟ଩ଐ௰௯௫ا اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰
.A1 =

1 0 2 −1
0 1 −2 1
0 0 0 0


.dimVect{e1, e2, e3} = 2 إذاً

و ৖৑إ Vect{e1, e2, e3} = Vect{(1, 1, 0, 0), (−1, 1,−4, 2)} لܝިن
2 ި۱ B اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر ೑಻Ⴄ၍ إذا

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

.B =


1 0 2 −1
0 1 −2 1
−1 1 −4 2
1 1 0 0



.A2 =


1 0 2 −1
0 1 −2 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ሒሃ B గጻዧݱڰިڣ۰ ᄭᄟ଩ଐ௰௯௫ا اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰

إذاً
.Vect{e1, e2, e3} = Vect{(1, 1, 0, 0), (−1, 1,−4, 2)}

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

.2(1, 1, 0, 0) = e3 − e2 ,(1, 1, 0, 0) = e1 + e2 2
.(1, 1, 0, 0) ∈ Vect{e1, e2} ∩ Vect{e2, e3, e4} إذاً
و (1, 1, 0, 0) ∈ Vect{e1, e2} ∩ Vect{e2, e3, e4} 3

.e2 ∈ Vect{e1, e2} ∩ Vect{e2, e3, e4}
و dimVect{e1, e2} ∩ Vect{e2, e3, e4} = 2 إذاً

dimVect{e1, e2}+ Vect{e2, e3, e4} ≤ 3

.Vect{e1, e2}+ Vect{e2, e3, e4} ̸= R4 إذاً

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

݁ټ؇ل

.u4 = (3, 8, 5) ,u3 = (1, 1, 0) ,u2 = (1, 3, 2) ,u1 = (1, 2, 1) ,R3 ሒᇭ ܳ٭ܝ݆
.F = G أن أཿྟب .G = Vect(u3, u4) و F = Vect(u1, u2) وܳ٭ܝ݆

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

اࠍ੆ܭ
ڣ؆ن ۊޚ٭؇ ݁ފٺگఈఃن u3, u4 اৎ৊ٺ۳۠؇ن ዻዧᄔც و ۊޚ٭؇ ݁ފٺگఈఃن u1, u2 اৎ৊ٺ۳۠؇ن أن ؇ஓ୾.dimE = dimF = 2

.A =


1 2 1
1 3 2
1 1 0
3 8 5

 ،2 اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر ೑಻Ⴄ၍ إذا و ৖৑إ F = G

.

1 0 −1
0 1 1
0 0 0
0 0 0

 ሒሃ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ୒ୖڍه ᄭᄟ଩ଐ௰௯௫ا اܳݱڰ٭۰ اᄴᄟرۏ٭۰ اܳݱ٭؞۰
.F = G إذاً

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

و F ∩ G إذاً .V ݆݁ ؇ًਃಮඹජ ً ڣݯ؇ء G و F ݆݁ ႟၍ و ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء E ܳ٭ܝ݆
إذا ۰݁؇༟ ًݱڰ۰ و .V ݆݁ ඔ൹ਃಮඹජ ඔ൹ڣݯ؇ف F + G = {u + v : u ∈ F, v ∈ G}
ڣݯ؇ءات F1 + . . .+ Fm و ∩m

j=1Fj ڣ؆ن ،۰ਃಮඹජ ڣݯ؇ف؇ت F1, . . . ,Fm ೑಻Ⴄ၍.V ݆݁ ۰ਃಮඹජ
.F1, . . . ,Fm ۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات আॻ༟ ොຬٺިي ڣݯ؇ء أݬ؞ݠ ި۱ F1 + . . .+ Fm اܳڰݯ؇ء

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

۱ଫଊ݁ٷ۰
ڣ؆ن ،V ݆݁ ؇ًਃಮඹජ ً ڣݯ؇ء G و F ݆݁ ႟၍ و ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء E Ⴄ၍ن إذا

dim(F + G) = dimF + dimG − dim(F ∩ G).

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

ّأݠلژ
Ⴄ၍ن إذا ،E = F ⊕ G َܝٺص و G و F ݆݁ ႟ၽܳ ๤ཇ؇݁ٴ ؕᆇᅹ E اܳڰݯ؇ء أن َگިل

.F ∩ G = {0} و E = F + G

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

۱ଫଊ݁ٷ۰
اܳٺ؇ܳ٭۰ اܳأٴ؇رات ڣ؆ن ،V ݆݁ ؇ًਃಮඹජ ً ڣݯ؇ء G و F ݆݁ ႟၍ و ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء E Ⴄ၍ن إذا

݁ٺႤၽڣ۰٪:
E = F ⊕ G 1

و v ∈ F ۋ٭ت u = v + w اܳݱިرة আॻ༟ وۋ٭ڎة لگ۰ ًޚݠ u ∈ E ႟၍ ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ 2
.w ∈ G

أݿ؇ݿ؇ C = {w1, . . . ,wn} و F ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ B = {v1, . . . , vm} Ⴄ၍ن إذا 3
.E ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ B ∪ C = {v1, . . . , vm,w1, . . . ,wn} ڣ؆ن G ይዧڰݯ؇ء

اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ءات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

۱ଫଊ݁ٷ۰
dimE = dimF + dimG ڣ؆ن E = F ⊕ G Ⴄ၍ن إذا
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اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

ّأݠلژ
๤ཇ؇݁ٴ ؕᆇᅹ E أن َگިل .E ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء ݆݁ ۰ਃಮඹජ ڣݯ؇ءات F1, . . . ,Fn ܳٺܝ݆

Ⴄ၍ن إذا E = F1 ⊕ . . .⊕ Fn َܝٺص و F1, . . . ,Fn ۰ਃಮݞ੊اࠍ ይዧڰݯ؇ءات
E = F1 + . . .+ Fn 1

.1 ≤ k ≤ n Fk ∩
(∑

j̸=k Fj
)
= {0} 2
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اৎ৊ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء لژ ّأݠ
۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳڰݯ؇ءات
اᄴᄟިৎ৊ة وا༟ި݄௵௯௫؇ت اࠍ੅ޚ٭۰ اଫଐܳ܋٭ٴ؇ت
اࠍ੅ޚ޶ وا৕৑ݿٺگఈఃل اࠍ੅ޚ޶ ا৕৑رਊಾ؇ط
واܳٴأڎ ا৙৑ݿ؇س
ا৙৑ݿ؇س ଫଃوّ؞٭ ا༡৕৑ڎاਃು؇ت
اৎ৊ݱڰިڣ۰ ۰ਊಾر
๤ཇ؇ٴৎ৊ا ؕ৵৩ৠا

۱ଫଊ݁ٷ۰
اܳٺ؇ܳ٭۰ اܳأٴ؇رات ڣ؆ن E ݁ٺ۳۠؇ت ڣݯ؇ء ݆݁ ۰ਃಮඹජ ڣݯ؇ءات F1, . . . ,Fn ೑಻Ⴄ၍ ݁ٺႤၽڣ٪۰:إذا

E = F1 ⊕ . . .⊕ Fn 1
ۋ٭ت u = v1 + . . .+ vn اܳݱިرة আॻ༟ وۋ٭ڎة لگ۰ ًޚݠ u ∈ E ႟၍ ۰ً؇঺঒ ஓ୷ܝ݆ 2

.1 ≤ k ≤ n ႟ၽܳ vk ∈ Fk

E ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇
n⋃

k=1

Bk ڣ؆ن 1 ≤ k ≤ n ႟ၽܳ Fk ይዧڰݯ؇ء أݿ؇ݿ؇ Bk Ⴄ၍ن إذا 3

dimE =
∑n

k=1 Fk أن و
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