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ا௱௯௫ڎد لژ ّأݠ
ا௱௯௫ڎدات ۊިاص
اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

ا௱௯௫ڎد لژ ّأݠ

ّأݠلژ
݆݁ ਵਦًأ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ Aj,k ਲ਼ਦߖߵ n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ A = (aj,k) ೑಻Ⴄ၍ k.إذا واܳأ݄ިد j اܳݱژ ොຳڍف A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݆݁ ؇ዛዀܹ༟ ොຶݱܭ n − 1 ۰༥رᄴᄟا

ڲ׭ոل:
.A2,3 =

(
1 2
2 −3

)
ڣ؆ن A =

 1 2 3
−1 2 −4
2 −3 4

 ೑಻Ⴄ၍ إذا

ا௱௯௫ڎدات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ا௱௯௫ڎد لژ ّأݠ
ا௱௯௫ڎدات ۊިاص
اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

ّأݠلژ
ঌॻل ؇ஓ୾ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد َأݠف A =

(
a b
c d

)
݁ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا 1

|A| = det(A) = ad − bc.

ঌॻل ؇ஓ୾ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد َأݠف A =

a b c
d e f
g h i

 ݁ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا 2

|A| = det(A) =

∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ = a
∣∣∣∣e f
h i

∣∣∣∣− b
∣∣∣∣d f
g i

∣∣∣∣+ c
∣∣∣∣d e
g h

∣∣∣∣ .
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ا௱௯௫ڎد لژ ّأݠ
ا௱௯௫ڎدات ۊިاص
اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

ّأݠلژ
݁ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا 3

A =


a1,1 a1,2 . . . a1,n
a2,1 a2,2 . . . a2,n...
an,1 am,2 . . . an,n


ঌॻل ؇ஓ୾ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد َأݠف

|A| = det(A) = a1,1detA1,1 + . . .+ (−1)n+1a1,ndetA1,n

=

n∑
j=1

(−1)j+1a1,jdetA1,j.
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ا௱௯௫ڎد لژ ّأݠ
ا௱௯௫ڎدات ۊިاص
اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

݁ټ؇ل
ި۱ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد ,A =

(
4 5
2 3

)
೑಻Ⴄ၍ إذا 1

|A| = det(A) =

∣∣∣∣4 5
2 3

∣∣∣∣ = 4.3− 5.2 = 2.

ި۱ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد ،A =

1 3 5
2 4 6
0 2 4

 ೑಻Ⴄ၍ إذا 2

|A| = det(A) =

∣∣∣∣∣∣
1 3 5
2 4 6
0 2 4

∣∣∣∣∣∣ = 1

∣∣∣∣ 4 6
2 4

∣∣∣∣−3

∣∣∣∣ 2 6
0 4

∣∣∣∣+5

∣∣∣∣ 2 4
0 2

∣∣∣∣
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ا௱௯௫ڎد لژ ّأݠ
ا௱௯௫ڎدات ۊިاص
اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

݁ټ؇ل

ި۱ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد A =

1 3 5
2 4 6
0 2 4

 , ೑಻Ⴄ၍ إذا 3

|A| = det(A) =

∣∣∣∣∣∣
1 3 5
2 4 6
0 2 4

∣∣∣∣∣∣ = 1

∣∣∣∣4 6
2 4

∣∣∣∣−3

∣∣∣∣2 6
0 4

∣∣∣∣+5

∣∣∣∣2 4
0 2

∣∣∣∣ = 0.

ّأݠلژ
aj,k ๤ཡاܳأٷ ݁ݱ؞ݠ detAj,k ا௱௯௫ڎد ް݄૭૏ ,n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ A ೑಻Ⴄ၍ إذا

aj,k ๤ཡأٷይዧ اৎ৊ݱ؇ۋص اৎ৊أ؇݁ܭ Cj,k = (−1)j+kdetAj,k اܳأڎد ް݄૭૏و
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ا௱௯௫ڎد لژ ّأݠ
ا௱௯௫ڎدات ۊިاص
اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

ఈః݁ۋޙ۰
૭૏؇وي A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد ,n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ਵਦًأ۰ ݁ݱڰިڣ۰ A ೑಻Ⴄ၍ إذا 1

detA =

n∑
j=1

a1,jC1,j.

ሌᇿإ ෛຶܹݧ اࠍ੆ڎود ߙߵ྘ོص ༟؆࿓؇دة 2

detA =

n∑
j=1

a1,jC1,j =
n∑

j=1

ak,jCk,j

=

n∑
k=1

ak,jCk,j.

ا௱௯௫ڎدات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ا௱௯௫ڎد لژ ّأݠ
ا௱௯௫ڎدات ۊިاص
اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

Sarrus ۱ଫଊ݁ٷ۰
اৎ৊ݱڰިڣ۰ و n = 3 ೑಻Ⴄ၍ إذا

A =

a1,1 a1,2 a1,3
a2,1 a2,2 a2,3
a3,1 a3,2 a3,3


a1,1 a1,2 a1,3 a1,1 a1,2
a2,1 a2,2 a2,3 a2,1 a2,2
a3,1 a3,2 a3,3 a3,1 a3,2

~ ~ ~
~ ~ ~
= = =

= = =

detA = a1,1(a2,2 · a3,3 − a2,3 · a3,2)
−a1,2(a2,1 · a3,3 − a2,3 · a3,1)
+a1,3(a2,1 · a3,2 − a2,2 · a3,1
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ا௱௯௫ڎد لژ ّأݠ
ا௱௯௫ڎدات ۊިاص
اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

݁ټ؇ل

,A =

3 −4 0
0 7 6
2 −6 1

 ೑಻Ⴄ၍ إذا

detA =
3 −4 0 3 −4
0 7 6 0 7
2 −6 1 2 −6

= 3 · 7 · 1 + (−4) · 6 · 2− (−6) · 6 · 3 = 81.

ا௱௯௫ڎدات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ا௱௯௫ڎد لژ ّأݠ
ا௱௯௫ڎدات ۊިاص
اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

ا௱௯௫ڎدات ۊިاص

۱ଫଊ݁ٷ۰
.detAT = detA ڣ؆ن ਵਦًأ۰ A ݁ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا 1

ො੼ڎد۱؇ ڣ؆ن ݬڰݠي ᆇᅦިد أو ݬژ আॻ༟ وොູٺިي ਵਦًأ۰ A ݁ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا 2
ݬڰݠ. ૭૏؇وي

૭૏؇وي ො੼ڎد۱؇ ڣ؆ن ݿڰܹ٭۰ أو ل۰ ༟ߺࠊ ݁ټܹټ٭۰ A ݁ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا 3

a1,1 . . . an,n.

ᆇᅦިد أو රඝآ ܳݱژ ݁ݯ؇؜ژ ݬژ আॻ༟ وොູٺިي ਵਦًأ۰ A ݁ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا 4
ݬڰݠ. ૭૏؇وي ො੼ڎد۱؇ ڣ؆ن රඝآ ܳأ݄ިد ݁ݯ؇؜ژ
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ا௱௯௫ڎد لژ ّأݠ
ا௱௯௫ڎدات ۊިاص
اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

۱ଫଊ݁ٷ۰
ڣ؆ن c ًأڎد ݬژ ๤ཟًب A ݁ݱڰިڣ۰ ݆݁ B ݁ݱڰިڣ۰ আॻ༟ ۋݱܹٷ؇ إذا 5

(|cRjA| = c|A| มฃلأ) .detB = cdetA

ڣ؆ن (દઊިدᆇᅦ (أو ඔ൹ݬڰ ྲྀྥٴڎلܭ A ݁ݱڰިڣ۰ ݆݁ B ݁ݱڰިڣ۰ আॻ༟ ۋݱܹٷ؇ إذا 6
(|Rj,kA| = −|A| มฃلأ) .detB = −detA

ܳݱژ ༇ຐ؇اܳٷ وᎂݪ؇ڣ۰ ًأڎد ݬژ ๤ཟًب A ݁ݱڰިڣ۰ ݆݁ B ݁ݱڰިڣ۰ আॻ༟ ۋݱܹٷ؇ إذا 7

(|cRj,kA| = |A| มฃلأ) .detB = detA ڣ؆ن රඝآ
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ا௱௯௫ڎد لژ ّأݠ
ا௱௯௫ڎدات ۊިاص
اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

݁ټ؇ل
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 2 2
2 3 3 1
3 3 4 2
1 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
(−2)R1,2,(−3)R1,3

=
(−1)R1,4

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 2 1
0 −3 −1 −3
0 −6 −2 −4
0 −2 −1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣
3 1 3
6 2 4
2 1 1

∣∣∣∣∣∣
(−2)R1,2

= −

∣∣∣∣∣∣
3 1 3
0 0 −2
2 1 1

∣∣∣∣∣∣
= −2

∣∣∣∣3 1
2 1

∣∣∣∣ = −2.
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ا௱௯௫ڎد لژ ّأݠ
ا௱௯௫ڎدات ۊިاص
اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

݁ټ؇ل
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 5 −2 −1
−2 3 −1 1 0
3 −3 2 0 −1
1 −1 2 1 −4
1 −2 4 −3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2R1,2,−3R1,3

=
−1R1,4,−1R1,5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −2 5 −2 −1
0 −1 9 −3 −2
0 3 −13 6 2
0 1 −3 3 −3
0 0 −1 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 9 −3 −2
3 −13 6 2
1 −3 3 −3
0 −1 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
3R1,2,1R1,3

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 9 −3 −2
0 14 −3 −4
0 6 0 −5
0 −1 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
ا௱௯௫ڎدات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ا௱௯௫ڎد لژ ّأݠ
ا௱௯௫ڎدات ۊިاص
اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

=

∣∣∣∣∣∣
14 −3 −4
6 0 −5
1 1 −2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
14 6 1
−3 0 1
−4 −5 −2

∣∣∣∣∣∣
(−1)R1,2,2R1,3

=

∣∣∣∣∣∣
14 6 1
−17 −6 0
24 7 0

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−17 −6
24 7

∣∣∣∣ |
1R1,2
=

∣∣∣∣−17 −6
7 1

∣∣∣∣
= 42− 17 = 25.
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ا௱௯௫ڎد لژ ّأݠ
ا௱௯௫ڎدات ۊިاص
اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

݁ټ؇ل
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 −1 2 1
1 0 1 1
1 2 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
0 −2 1 0
0 −1 0 0
0 1 0 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
−2 1 0
−1 0 0
1 0 −3

∣∣∣∣∣∣ = −3.
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ا௱௯௫ڎد لژ ّأݠ
ا௱௯௫ڎدات ۊިاص
اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

݁ټ؇ل
∣∣∣∣∣∣
1 a a2
1 b b2
1 c c2

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 a a2
0 b − a (b − a)(b + a)
0 c − a (c − a)(c + a)

∣∣∣∣∣∣
= (b − a)(c − a)

∣∣∣∣1 b + a
1 c + a

∣∣∣∣
= (b − a)(c − a)(c − b).

ا௱௯௫ڎدات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ا௱௯௫ڎد لژ ّأݠ
ا௱௯௫ڎدات ۊިاص
اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

۱ଫଊ݁ٷ۰
.detA ̸= 0 ڣگޔ و إذا ݁أܝިس ؇ୖ୒ A ڣ؆ن ਵਦًأ۰ A ݁ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆

۱ଫଊ݁ٷ۰
ڣ؆ن ඔ൹ًأٺਵਦ ඔ൹݁ݱڰިڣٺ B و A ܳٺܝ݆

det(AB) = detAdetB.

ا௱௯௫ڎدات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ا௱௯௫ڎد لژ ّأݠ
ا௱௯௫ڎدات ۊިاص
اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

ఈః݁ۋޙ؇ت

.|cA| = cn|A| ڣ؆ن n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ਵਦًأ۰ A ݁ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا 1
ڣ؆َ۬ .A గጻዧݱڰިڣ۰ ݬڰ٭۰ درۏ٭۰ ݬ٭؞۰ ሒሃ B ೑಻Ⴄ၍ إذا و ਵਦًأ۰ A ݁ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆ 2

ොຳ٭ت E1, . . . ,Em ا৙৑وܳ٭۰ اৎ৊ݱڰިڣ؇ت ݆݁ ݁ٷٺ۬ ༟ڎد ل༥ިڎ
إذا .E1 . . .EmA = B

det(E1) . . . det(Em)det(A) = det(B).

ا௱௯௫ڎدات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ا௱௯௫ڎد لژ ّأݠ
ا௱௯௫ڎدات ۊިاص
اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

ّأݠلژ
اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ް݄૭૜ و B = (Cj,k)

T اৎ৊ݱڰިڣ۰ َأݠف ਵਦًأ۰ A ݁ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆
.adj(A) ؇ዛኞ ਲ਼ਦߖߵ و A గጻዧݱڰިڣ۰

ا௱௯௫ڎدات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ا௱௯௫ڎد لژ ّأݠ
ا௱௯௫ڎدات ۊިاص
اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

۱ଫଊ݁ٷ۰
ڣ؆ن n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ਵਦًأ۰ A ݁ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا

(adj(A))A = A(adj(A)) = (detA)In.

۱ଫଊ݁ٷ۰
ڣ؆ن ݁أܝިس ؇ୖ୒ و ਵਦًأ۰ A ݁ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا

A−1 =
1

detAadj(A).

ا௱௯௫ڎدات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ا௱௯௫ڎد لژ ّأݠ
ا௱௯௫ڎدات ۊިاص
اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

݁ټ؇ل
و adj(A) =

(
1 1
−3 2

)
,detA = 5 ,A =

(
2 −1
3 1

)
,n = 2 1

.A−1 =
1

5

(
1 1
−3 2

)

detA = −13 ,A =

 2 1 0
1 −2 3
−1 0 2

 ,n = 3 2

adj(A) =

−4 −5 −2
−2 4 −1
3 −6 −5

T

=

−4 −2 3
−5 4 −6
−2 −1 −5


.A−1 =

1

13

−4 −2 3
−5 4 −6
−2 −1 −5

 و

ا௱௯௫ڎدات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ا௱௯௫ڎد لژ ّأݠ
ا௱௯௫ڎدات ۊިاص
اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

݁ټ؇ل

detA = 24 ,A =


3 1 1 1
1 3 1 1
1 1 3 1
1 1 1 3

 ,n = 4 3

,adj(A) = 2


5 −1 −1 −1
−1 5 −1 −1
−1 −1 5 −1
−1 −1 −1 5



A−1 =
1

12


5 −1 −1 −1
−1 5 −1 −1
−1 −1 5 −1
−1 −1 −1 5

 و

ا௱௯௫ڎدات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ا௱௯௫ڎد لژ ّأݠ
ا௱௯௫ڎدات ۊިاص
اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

દઊݠஓ஄

.A =

1 −4 3
0 2 −1
1 −2 3

 اৎ৊ݠًأ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆

.A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ො੼ڎد و adj(A) اৎ৊ݱڰިڣ۰ أو༥ڎ 1

و༥ڎت. إن A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس أو༥ڎ 2

ا௱௯௫ڎدات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ا௱௯௫ڎد لژ ّأݠ
ا௱௯௫ڎدات ۊިاص
اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

દઊݠஓ஄

B =

 3 −1 −1
2 0 −1
−2 1 4

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ و A =

2 0 1
0 2 1
2 −1 0

 اৎ৊ݱڰިڣ۰ ܳٺܝ݆
.A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ݁أܝިس واݿྥٷٺھ A2 − AB + aI3 = 0 ොຳ٭ت a اܳأڎد ڢ٭۰݄ أو༥ڎ

ا௱௯௫ڎدات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ا௱௯௫ڎد لژ ّأݠ
ا௱௯௫ڎدات ۊިاص
اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

દઊݠஓ஄

أن ڣ؊ཿྟب ݁أܝިس ؇ୖ୒ و n ≥ 2 ,A ∈ Mn(R) ೑಻Ⴄ၍ إذا 1
adj(adj(A)) = (detA)n−2A.

؇ୖ୒ adj(A) اৎ৊ݱڰިڣ۰ إذا ڣگޔ إذا و إذا ݁أܝިس ؇ୖ୒ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ أن أཿྟب 2
݁أܝިس

ا௱௯௫ڎدات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.



ا௱௯௫ڎد لژ ّأݠ
ا௱௯௫ڎدات ۊިاص
اৎ৊ݱ؇ۋٴ۰ اৎ৊ݱڰިڣ۰

اࠍ੆ܭ
و |adj(A)| = |A|n−1 أن ૭૙ྥٷٺھ Aadj(A) = |A|In اܳأఈఃڢ۰ ݆݁ 1

.|A| ̸= 0 Ⴄ၍ن إذا (adj(A))−1 = 1
|A|A

.A−1 =
1

|A|
adj(A) ڣ؆ن ݁أܝިس ؇ୖ୒ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا

ሒᇿ؇ܳٺ؇ً و Badj(B) = |B|In = |A|n−1In إذاً ،B = adj(A) ܳٺܝ݆
.adj(B) = |A|n−1B−1 = |A|n−2A

adj(adj(A) = (detA)n−2A. أن ڣ؊ཿྟب ݁أܝިس ؇ୖ୒ و
݁أܝިس ؇ୖ୒ A اৎ৊ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا أَ۬ ૭૙ྥٷٺھ Aadj(A) = |A|In اܳأఈఃڢ۰ ݆݁ 2

݁أܝިس. ؇ୖ୒ adj(A) اৎ৊ݱڰިڣ۰ ڣ؆ن
A اৎ৊ݱڰިڣ۰ و ݁أܝިس ؇ୖ୒ adj(A) اৎ৊ݱڰިڣ۰ ೑಻Ⴄ၍ إذا اܳأఈఃڢ۰ َڰݴ ݆݁ ዻዧᄔც

.Aadj(A)(adj(A))−1 = 0 و Aadj(A) = 0 ڣ؆ن ݁أܝިس ؇ୖ୒ ྘ܳݴ
.adj(A) = 0 ڣ؆ن A = 0 ೑಻Ⴄ၍ إذا َ۬৙৑ ਍ಾ؇ڢݥ ۱ڍا و A = 0 إذاً

ا௱௯௫ڎدات ఈఃًل اৎ৊ٷ۠޶ د.
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