
ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

ت ا
ن ر 1

ن ر ا وال ا 2

ار 3

ا و ا ب ا ا 4
ا ا 5

ا ا رب ر ا
رب آ ر ا

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

ن ر

إذا [a, b] ة أ σ = {x0, . . . , xn} و ودة ل
.σ ا ة ا [xj, xj+1]ات ا .a = x0 < . . . < xn = b ن
د ا ،σ ا س ف [a, b] ة σ = {x0, . . . , xn} ن إذا

∥σ∥ = sup
1≤j≤n−1

|xj+1 − xj|.

P[a, b] : [a, b] ة ت ا ع

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

.[a, b] ة يء σ = {x0, . . . , xn} و ودة دا f : [a, b] −→ R
: ا اد ا ف

Mj = sup
x∈[xj,xj+1]

f(x), mj = inf
x∈[xj,xj+1]

f(x),

U(f, σ) =
n−1∑
j=0

Mj(xj+1 − xj), L(f, σ) =
n−1∑
j=0

mj(xj+1 − xj).

ن ر ع و ا ن ر ع ا ا ن L(f, σ) و U(f, σ) د ا
.σ ا f ا ا

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

أ أو أدقّ σ1 = {x0, . . . , xn} إن ل 1
و {y0, . . . , ym} ⊂ {x0, . . . , xn} ن إذا σ2 = {y0, . . . , ym}

.σ2 < σ1

ة σ2 = {y0, . . . , ym} و σ1 = {x0, . . . , xn} ن إذا 2
ط ا ف ا ا σ1 ∪ σ2 ا ف ،[a, b]

.{y0, . . . , ym, x0, . . . , xn}

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

و y ∈ [a, b] ن إذا .[a, b] ة σ1 و ودة دا f : [a, b] −→ R
ن ،σ2 = {a, y, b} [a, b] ة ا σ = σ1 ∪ σ2

L(f, σ) ≤ L(f, σ1) ≤ U(f, σ1) ≤ U(f, σ).

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

ن ودة، دا f : [a, b] −→ R إذا و σ2 أدق σ1 ن إذا
L(f, σ2) ≤ L(f, σ1) ≤ U(f, σ1) ≤ U(f, σ2)

و
U(f, σ1)− L(f, σ1) ≤ U(f, σ2)− L(f, σ2).

ودة، دا f : [a, b] −→ R إذا و [a, b] ة σ2 و σ1 ن إذا
ن

L(f, σ1) ≤ U(f, σ2).

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

.J = {U(f, σ), σ ∈ P[a, b]} و I = {L(f, σ); σ ∈ P[a, b]}
و أ J ا و L(f) و أ ي I ا

.U(f)

[a, b] ة σ و إذا ودة. دا f : [a, b] −→ R
.[a, b] ة ا ن ر f ا ا ن ،L(f, σ) = U(f, σ)

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

ن إذا [a, b] ة ا ن ر f : [a, b] −→ R ودة دا إنّ ل
: د ا ا و L(f) = U(f)

L(f) = U(f) =
∫ b

a
f(x) dx

.[a, b] ة ا f ا ا و
.R([a, b]) [a, b] ة ا ن ر ا وال ا

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

ن إذا و إذا ن ر f : [a, b] −→ R ودة دا ن
σ = (a = x0, . . . , xn = b) ،ε > 0

.U(f, σ)− L(f, σ) ≤ ε

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

ن. ر [a, b] ة دة دا

ن. ر [a, b] ة دا

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

.[a, b] A و ودة دا f : [a, b] −→ R
.A ا f ا ا ب O(f,A) = sup

x∈[a,b]
f(x)− inf

x∈[a,b]
f(x) د ا

[ دار ]
ة ن ر f ا ا ن ودة. دا f : [a, b] −→ R

α > 0 ،ε > 0 ن إذا و إذا [a, b]
.∥σ∥ < α ،σ U(f, σ)− L(f, σ) ≤ ε

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

إذاً . I و ن ر دا f : [a, b] −→ R
|L(f, σ)− I| ≤ ε و |U(f, σ)− I| ≤ ε α > 0 ε > 0

.∥σ∥ < α σ

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

ت
و [a, b] ة σn = (x0, . . . , xn) 1

و ∀ j = 1, . . . , n ,λj ∈ [xj−1, xj] λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Rn

.σ ا λ أن ل
ا ن ر ع ،R(f, σ, λ) =

n−1∑
j=0

(xj+1 − xj)f(λj) ع ا
ن ،1 ≤ j ≤ n mj ≤ f(λj) ≤ Mj أن و .λ ا σ

.L(f, σ) ≤ R(f, σ) ≤ U(f, σ)
ε > 0 نّ ، I إذا و ن ر f ا ا إذا

.|σ| < α ،σ ،|R(f, σ)− I| ≤ ε α > 0

.cj ∈ [mj,Mj] د ي f(λj) إذا ا 2

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

،ε > 0 إذا إذا و إذا ن ر f : [a, b] −→ R دا ن
.
∫ b

a
(gε − fε) dx ≤ ε و fε ≤ gε gε و fε ,[a, b] ة ا در دا

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

ن ر إذا و إذا [a, b] ة ن ر دا ن
و [c, b] و [a, c] ات ∫ا b

a
f(x) dx =

∫ c

a
f(x) dx +

∫ b

c
f(x) dx

.c ∈ [a, b]

.R ت ء [a, b] ن ر ا وال ا ء

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

إذا و [a, b] ة ن ر دا f : [a, b] −→ [c, d] إذا
.[a, b] ة ا ن ر g ◦ f ا ا نّ ، دا g : [c, d] −→ R

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

( ار )
إذاً .[a, b] ة ن ر دا g و f

(∫ b

a
f(x)g(x) dx

)2 ≤ ∫ b

a
f2(x) dx

∫ b

a
g2(x) dx. (1)

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

[ ا و ا ا ]

و f ا ا أنّ ض .[a, b] ة ن ر دا g و f
c ∈ [a, b] إذاً .[a, b] ة ا رة إ g ا ا

∫ b

a
f(x)g(x)dx = f(c)

∫ b

a
g(x) dx. (2)

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

[ ]
نّ ،[a, b] ة ا ن ر دا g و f إذا

.(∫ b

a
(f(x) + g(x))2 dx

) 1
2 ≤

(∫ b

a
f2(x) dx

) 1
2 +

(∫ b

a
g2(x) dx

) 1
2

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

[ ا ا ا ]

دا g و و و دا f : [a, b] −→ R
c ∈ [a, b] إذاً .[a, b] ة ا ن ∫ر b

a
f(x)g(x) dx = f(a)

∫ c

a
g(x) dx.

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

دا g و [a, b] ة ا دة و دا f : [a, b] −→ R
c ∈ [a, b] ،[a, b] ة ا ن ∫ر b

a
f(x)g(x) dx = f(a)

∫ c

a
g(x) dx + f(b)

∫ b

c
g(x) dx.

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

[ ا و ا ب ا [ا
أ دا F(x) =

∫ x

a
f(t) dt ا ا ن ، دا f : I −→ R إذا

.a ∈ I ،f ا

إذاً ق. دا u : I −→ [a, b] و دا f : [a, b] −→ R

و I ة ا ق F(x) =
∫ u(x)

a
f(t) dt ا ا

.x ∈ I ،F′(x) = u′(x)f(u(x))

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

ن ،I ة Cn ر ا دا g و f

∫
f(x)g(n)(x)dx =

n−1∑
p=0

(−1)pf(p)(x)g(n−1−p)(x)+(−1)n
∫

g(x)f(n)(x)dx.

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

[ ر ك ]
ن ،I x و a ن إذا .Cn دا f : I −→ R

f(x) = f(a) +
n−1∑
p=1

(x − a)p

p! f(p)(a) +
∫ x

a

(x − t)n−1

(n − 1)!
f(n)(t)dt.

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

ر إ ن إذا I ة ا ن ر f : I −→ R دا إنّ ل 1
ن. ر [a, b] ⊂ I ة ا ا

(. ن ر ة، دة أو دا )
.b ∈ R ∪ {+∞} [a, b[ ة ن ر دا f 2

ا إذا رب [a, b[ ة ا f ا ا إنّ ل
ة ا f ا ا ا ه .R دة lim

x→b−

∫ x

a
f(t) dt

.
∫ b

a
f(t) dt و [a, b[

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

.a ∈ R ∪ {−∞} ،]a, b] ة ن ر دا f 3
ا إذا رب ]a, b] ة ا f ا ا إنّ ل

ة ا f ا ا ا ه .R دة lim
x→a+

∫ x

a
f(t) dt

.
∫ b

a
f(t) dt و ]a, b]

و a ∈ R ∪ {−∞} ،]a, b[ ة ن ر دا f 4
ن إذا رب ]a, b[ ة ا f ا ا إنّ ل .b ∈ R ∪ {+∞}
و .c ∈]a, b[ ر [c, b[ ة ا و ]a, c] ة ا f ا ا

(.c د ا ا ) .
∫ b

a
f(t) dt ـ ا ا

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

I ة |f| ا ا ن إذا رب I ة f دا إن ل
. ر

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

ا ا رب ر ا

( ر (ا
ن ا ه ض أن ) ن ر دا f : [a, b[−→ R

.b ∈ R ∪ {+∞} ة)، ا ا ا ن
إذا: و إذا ر

∫ b

a
f(t)dt ا ن

∀ε > 0, ∃ c < b :
∣∣∣∫ y

x
f(t)dt

∣∣∣ ≤ ε, ∀x, y ∈]c, b[.

وال. ا ر ا ر ا ا

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

ر
∫

I
f(x)dx ا ن إذا .I ة ن ر دا f

رب. ،

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

∫
I
f(x)dx ا ن . ن ر دا f : I −→ R+

.I a < b ،
∫ b

a
f(x)dx ≤ M M ≥ 0 و إذا و إذا ر

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

.f ≤ g I ة ن ر و دا g و f إذا
رب.

∫
I
f(x)dx ا ن ، ر

∫
I
g(x)dx ا ن إذا

رب.
∫

I
g(x)dx ا ن رب،

∫
I
f(x)dx ا ن إذا

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

|f| ≤ g أن ض .I ة ن ر و دا g و f∫
I
|f(x)|dx ا ن ، ر

∫
I
g(x)dx ا ن إذا إذاً، .I ة ا

. أ رب

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

أ

ا sin x
x ا ا ن ذ و رب

∫ 1

0

sin x
x dx ا 1

.[0, 1] ة ا
ن ذ و رب

∫ 1

0
sin 1

xdx ا 2

ن رب ا ا .
∫ 1

0
sin 1

xdx
t= 1

x=

∫ +∞

1

sin t
t2 dt

.
∫ +∞

1

1

t2 dt = 1 و
∣∣∣∣sin t

t2

∣∣∣∣ ≤ 1

t2

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

.α > 0 رب
∫ +∞

1

sin x
xα dx ا 3

،( 20) ا ا ل ،b > a > 1 ن إذا
.
∣∣∣∣∫ b

a

sin x
xα dx

∣∣∣∣ = 1

aα

∣∣∣∣∫ c

a
sin xdx

∣∣∣∣ −→
a,b→+∞

0 : c > 1

ا ن
∫ x

0
sin t2dt =

∫ 1

0
sin t2dt +

∫ √
x

1

sin t
2
√

t
dt أن 4

رب.
∫ +∞

0
sin x2dx

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

. رب
∫ +∞

1

sin x
x dx ا 5∫ +∞

1

cos(2x)
2x dx ا أن .| sin x| ≥ sin2 x = 1−cos(2x)

2∫ +∞

1

| sin x|
x dx ا ن رب،

∫ +∞

1

dx
x ا و رب

رب.
ى: أ

∫ nπ

π

| sin x|
x dx =

n−1∑
k=1

∫ (k+1)π

kπ

| sin x|
x dx

≥
n−1∑
k=1

1

(k + 1)π

∫ (k+1)π

kπ
| sin x|dx

=
n−1∑
k=1

2

(k + 1)π

رب
∫ +∞

1

sin x
x dx ا ن ، ر ∑

n≥1

1

n ا أن
.

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

. ن ر و دا f : [1,+∞[−→ R+

f ا ا ن ، lim
x→+∞

xαf(x) = c ∈ R α > 1 و إذا 1

رب. [1,+∞) ة ا
f ا ا ن ، lim

x→+∞
xαf(x) = c ∈]0,+∞] α < 1 و إذا 2

رب. [1,+∞) ة ا

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

. ن ر دا f : ]a, b] −→ R+ و a, b ∈ R
f ا ا ن ، lim

x→a+
(x − a)αf(x) = 0 α < 1 و إذا 1

رب. ]a, b] ة ا
f ا ا ن ، lim

x→+∞
(x − a)αf(x) = +∞ α > 1 و إذا 2

رب. ]a, b] ة ا

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

أ

.x ∈ [2,+∞[ ة ا ،fα,β(x) = 1

xα(ln x)β ا ا ف .R β و α
ن و lim

x→+∞
x−γfα,β(x) = 0 ،1 < γ < α ن ،α > 1 ن إذا •

رب. [2,+∞[ ة ا fα,β ا ا
و lim

x→+∞
x−γfα,β(x) = +∞ ،1 > γ > α ن ،α < 1 ن إذا •

رب. [2,+∞[ ة ا fα,β ا ا ن
f1,β ا ا ن و

∫ x

2

dt
t(ln t)β =

∫ ln x

ln 2

dt
tβ ن ،α = 1 ن إذا •

.β > 1 إذا و إذا ر [2,+∞[ ة ا

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

رب آ ر ا

[ آ ]
و دا g : [a, b[−→ R و ن ر دا f : [a, b[−→ R

أن: ض .b ∈ R ∪ {+∞} ،a ∈ R ،
،[a, b[ y و x

∣∣∣∫ y

x
f(t)dt

∣∣∣ ≤ M M ≥ 0 1

lim
x→b−

g(x) = 0 2

رب.
∫ b

a
f(x)g(x)dx ا إذاً

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

ن ا
،(18) ا ل .a ≤ x < y < b

∣∣∣∫ y

x
f(t)g(t)dt

∣∣∣ =
∣∣∣g(x) ∫ c

x
f(t)dt + g(y)

∫ y

c
f(t)dt

∣∣∣
≤ M(|g(x)|+ |g(y)|).

. lim
x→b−

∫ y

x
f(t)g(t)dt = 0 ن ، lim

x→b−
g(x) = 0 أن

ن ر ل ا د.



ن ر
ن ر ا وال ا
ار
ا و ا ب ا ا
ا ا

ل

.α > 0 رب
∫ +∞

0

sin(x)
xα dx ا

ن ر ل ا د.
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