
ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ت ا
ا ت ا ل 1

ر ا ق س 2
ق س 3

س ا وال ا 4
ا وال ا 5

ق 6
رب ا ت 7

ق و ن ر 8
ق و ا ا 9

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ب رأ ن. ر ر و ق س ب ا ا م
[a, b] ودة و ة ا ن ر أن ن ر

د ت ا (ox) ر ا و ا ا ن رة ا ا
أي (oy) ر ا f([a, b]) ⊂ [A,B] يء ق أ . ا

يء
ت ا f([a, b]) y0 < . . . < yn

Ek = f−1([yk, yk+1[)

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

و

: إذا A إن ل .R ا ت ا A 1
R ∈ A •

ق ا و Ac ∈ A ن A ∈ A ن إذا •
ق ا و ،∩n

j=1Aj ∈ A ن A1, . . . ,An ∈ A ن إذا •
ود.

و إذا أو ،A ا إن ل 2
ق ا ا ه .∩+∞

j=1 Aj ∈ A ن ،A (Aj)j∈N

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ت ا و س، ء (R,A ) ا ، A إذا 3
س. ت A ا

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

: ت، ا ل ، A ن إذا
∅ ∈ A 1

ق ا و ∪n
j=1Aj ∈ A ن ،A1, . . . ,An ∈ A ن إذا 2

ا د
ن ،A (Aj)j∈N و A إذا 3

ا د ق ا و ∪+∞
j=1 Aj ∈ A

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ل

P(R) أ و . و A = {∅,R} 1

P(R) أ و و A = P(R) 2

ا . Ac أو A R A ا ت ا A 3
. A

.Ac ∈ A ن ،A ∈ A إذا و ∅ ∈ A

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ا ن ، Ap ت و إذا .A (Aj)j

إذا أ و ∩+∞
j=1 Aj ∈ A ن و ∩+∞

j=1 Aj ⊂ Apا و ، Ac
j ت ا ن ، Aj ت ا

،A ا إذاً .∩+∞
j=1 Aj ∈ A و ∪+∞

j=1 Ac
j

د Ac أو A R A ا ت ا A 4
و A ا . ا

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

. ت و ت

ي أ .R ا ت ا ل B ⊂ P(R)
A(B) .B ة ا ا ا ه .A(B) و B

.B ي أ B ي ا ا ت ا
ا ه .σ(B) و B ي أ

ا ت ا σ(B) .B ة ا
.B ي أ B ي
ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ل

ة ا .A 6= R و A 6= ∅ R A 1
.{∅,R,A,Ac} {A}

ن R ئ F = {A,B,C} ن إذا 2

σ(F)=A(F)={∅,R,A,B,C,A∪B=Cc,A∪C = Bc,B∪C=Ac}

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

. أو ا ا ت ا A

.S = {{x} : x ∈ R} ت ة ،A ا أن أ

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ر

ر {[a, b[: (a, b) ∈ R2} ت ة ا
.R ر BR .BR و R

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

.R ا ت ا B و A

σ(A) = σ(B) ⇐⇒


∀A ∈ A A ∈ σ(B)

&
∀B ∈ B B ∈ σ(A)

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

: ا ت ا ى ة BR

{]a, b[: (a, b) ∈ R2} 1
R ا ت ا 2
R ا ت ا 3
{]a,+∞[: a ∈ R} 4

{]−∞, a] : a ∈ R} 5

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ر ا ق س

إذا R ر س µ∗ : P(R) −→ [0,∞] دا إن ل
: ا ا

µ∗(∅) = 0 1
( ا µ∗ إن ل ) µ∗(A) ≤ µ∗(B) ن A ⊂ B ن إذا 2

ن ،R ا ت ا (An)n إذا 3

µ∗(

+∞⋃
n=1

An) ≤
+∞∑
n=1

µ∗(An)

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

.R ق س R ر س

إذا .∅,R ∈ A R ا ت ا A ⊂ P(R)
ف ،A ⊂ R .ρ(∅) = 0 دا ρ : A −→ [0,+∞]

µ∗(A) = inf{
+∞∑
n=1

ρ(An) : An ∈ A, A ⊂ ∪+∞
n=1An} (1)

.R ر س µ∗ ا ا

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ل ا و ρ(I) = L (I) ا ا و R ا ات ا I أ إذا
. ر ا ق س و λ∗ ر ا س ا ه ة. ا

λ∗(A) = inf{
+∞∑
n=1

L (In) : In ∈ I, A ⊂ ∪+∞
n=1In}.

: ا ا ر ا س ا ا

.λ∗(I) = L (I) ،R I ة

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ن ، ا ا ا أ (In)n و R Ω إذا

λ∗(Ω) =

+∞∑
n=1

L (In).

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

،A ⊂ R

λ∗(A) = inf
O∈OA

λ∗(O)

.A ا ي ا ا ت ا OA

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

: ا ا و

.λ∗(A) = 0 ن ،R A إذا
ن ،A = {an : n ∈ N} ن إذا ،λ∗{a} = L ([a, a]) = 0 أن

.λ∗(A) ≤
∑+∞

n=1 λ
∗{an} = 0

.a 6= b ، [a, b] و R

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

و λ∗(A + r) = λ∗(A) ن ،r ∈ R و A ⊂ R
.λ∗(rA) = |r|λ∗(A)

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

س ا ت ا

.R ر س µ∗

إذا µ∗ ر ا س س R A إن ل
: ا ط ا

∀X ⊂ R : µ∗(X) = µ∗(X ∩ A) + µ∗(X ∩ Ac).

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

B ن ،µ∗ ر ا س R س ا ت ا B إذا
.

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

.BR ⊂ B أي س رل

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

B ت و إذا λ∗ ر ا س A ⊂ R إن ل
.λ∗(B) = 0 و A ⊂ B س

س. أن أ
ا

إذا .λ∗(B) = 0 و A ⊂ B B ∈ B ، A إذا
و λ∗(X ∩ A) = 0 ن ،R X

λ∗(X) ≥ λ∗(X ∩ Ac) = λ∗(X ∩ A) + λ∗(X ∩ Ac).

س A ا إذاً .λ∗ ر ا س ا ا ا و
.λ∗ ر ا س

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

س ا

( س ) س µ : A → [0,∞] دا إن ل .R A
: ا وط ا إذا A

،µ(∅) = 0 1

) µ(∪+∞
n=1An) =

+∞∑
n=1

µ(An) ،(An)n ∈ A 2

( ا ا
. ء (R,A , µ) ا

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ل

إذا A ا د ) µ(A) = #A و A = P(R) إذا 1
س ا ا .A س µ ا ا ى). ا ا +∞ و A

.(the counting measure ) ا س
.a 6∈ A ن إذا 0 و a ∈ A ن إذا δa(A) = 1 ف ،a ∈ R ن إذا 2
س أو (point mass at a) a ا س و س δa

.(the Dirac measure at a) a ا اك د

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

A ا إذا µ(A) = 0 : P(R) ا ا ا µ 3
. A ا إذا µ(A) = +∞ و

ـ و ،N = ∪+∞
n=1{n} أن ا ا µ ا ا

. µ ا ا و µ(N) = +∞ 6=
+∞∑
n=1

µ({n}) = 0

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

: ا اص ا µ س ا .A µ و R A

ن ، ا ا ت ا د A1, . . . ,An ∈ A إذا 1

µ(∪n
j=1Aj) =

n∑
j=1

µ(Aj).

دة) µ) .µ(A) ≤ µ(B) ن ،A ⊂ B A,B ∈ A ن إذا 2

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

و (An)n ∈ A إذا : ا ا دون 3
ن ،A = ∪+∞

n=1An

µ(A) ≤
+∞∑
n=1

µ(An).

ن ،A = ∪+∞
n=1An و A ا (An)n إذا 4

µ(A) = lim
n→+∞

µ(An).

ن ،µ(B) < +∞ و A ⊂ B و A,B ∈ A ن إذا 5
.(µ(A) <∞ إذا (ا µ(B \ A) = µ(B)− µ(A)

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

إذا .A = ∩+∞
n=1An = lim

n→+∞
An و A (An)n 6

.µ(A) = lim
n→+∞

µ(An) ن ،µ(A1) <∞

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

.A دا µ : A −→ [0,+∞] و R A

: إذا و إذا س µ أن أ
µ(∅) = 0 1

.A ∩ B = ∅ ن إذا ،µ(A ∪ B) = µ(A) + µ(B) 2
ن ،A ا (An)n إذا 3

µ(∪+∞
n=1An) = lim

n→+∞
µ(An).

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ا
،A ا (An)n .2 و .1 ا ، µ إذا

(Bn)n ا .n ∈ N Bn = An \ ∪n−1
j=1 Aj و B1 = A1 و

إذاً .∪+∞
n=1An = ∪+∞

n=1Bn و

µ
(
∪+∞

n=1An
)

=

+∞∑
n=1

µ(Bn) = lim
n→+∞

n∑
j=1

µ(Bj)

= lim
n→+∞

µ(∪n
j=1Bj) = lim

n→+∞
µ(An)

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

(An)n و .3 و .2 .1 ا µ دا إذا ،
و ا (

Bn = ∪n
j=1Aj

)
n ا س. ا ت ا

إذاً .∪+∞
n=1An = ∪+∞

n=1Bn

µ(∪+∞
n=1An) = lim

n→+∞
µ(Bn) = lim

n→+∞

n∑
j=1

µ(Aj) =
+∞∑
n=1

µ(An).

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

س ا د أ

ا ت ا C (R,BR) ء ا ν و µ
: ا ا س

A ∩ B ∈ C ن ،A,B ∈ C إذا و R ∈ C 1
(σ(C ) = BR) .BR ا C 2

C ∈ C µ(C) = ν(C) < +∞ 3

µ = ν إذاً

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ا ف (34) ا ت ن ν و µ ا أن ض
: ا ا F ا .F = {A ∈ BR : µ(A) = ν(A)} ا

ن ذ و Ac ∈ F ن ،A ∈ F إذا 1
.µ(Ac) = µ(R)− µ(A) = ν(R)− ν(A) = ν(Ac)

:B ∩ Ac ∈ F ن ،A ⊂ B و A,B ∈ F إذا 2
ن و µ(A) + µ(B ∩ Ac) = ν(A) + ν(B ∩ Ac)

µ(B ∩ Ac) = ν(B ∩ Ac)

. lim
n→+∞

An ∈ F ن ،F ا دة (An)n إذا 3

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

Ã = {B ∈ BR : A ∪ B,B ∩ Ac,A ∩ Bc ∈ F} : ا .A ∈ F
P(R)

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

.Ã = BR ،A ∈ C

ن ا
.µ(A∩B)=ν(A∩B) ن و A∩B ∈ C ن ،A,B ∈ C ن إذا

و µ(A ∩ Bc)=ν(A ∩ Bc) ن ،µ(A)=ν(A) أن ى، أ
Ã إذاً .µ(A ∪ B)=ν(A ∪ B) ن و µ(Ac ∩ B)=ν(Ac ∩ B)

.Ã = BR ن C ي أ و

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

C أ ض و (R,BR) ا ء ا ν و µ
: ا ا س ا ت ا

A ∩ B ∈ C ن ،A,B ∈ C إذا 1
BR C 2

C ∈ C µ(C) = ν(C) < +∞ 3
.R = lim

n→+∞
Xn C ا (Xn)n 4

µ = ν إذاً

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ق س

س ا ا س. BR ا λ∗ ر ا ق س ر ا
ا ي ا BR ا س ا λ .R ق س و λ

: ا
λ([0, 1]) = 1 1

ة λ أن ل ) .A ∈ BR و x ∈ R ،λ(A + x) = λ(A) 2
ب)

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

B∗ = B ∪ N ا λ ق س ا
.BR ⊂ B ⊂ B∗ أن أ و ا ت ا N

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

س ا وال

.R س Ω

A ر f−1(A) ∈ B ن إذا س f : Ω −→ R دا إن ل
.(A ∈ B)

و ا وال ا ع و M (Ω) Ω س ا وال ا ع
.M+(Ω) Ω س ا

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ا ر ا . دا f : Ω −→ R
س. f ا ا 1

a∈R f−1[a,+∞[∈B 2
a∈ R f−1]−∞, a[∈B 3
a∈R f−1]−∞, a]∈B 4

a ∈ R f−1]a, b[∈ B 5
a, b ∈ R f−1[a, b[∈ B 6

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ت ا ة وا ي ة BR رال أن ا ه
: ا

{[a,+∞[: a ∈ R} 1
{]a,+∞[: a ∈ R} 2
{]−∞, a[: a ∈ R} 3
{]−∞, a] : a ∈ R} 4

{]a, b[: a, b ∈ R} 5
{[a, b[: a, b ∈ R} 6
{]a, b] : a, b ∈ R} 7
{[a, b] : a, b ∈ R} 8

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

س. ، f : Ω −→ R دا ، Ω إذا

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

س ا وال ا

|f| ∈ M (Ω) ا ا ن ،f ∈ M (Ω) إذا 1
س ا وال ا ن ، M (Ω) (fn)n إذا 2

g = sup
n∈N

fn 1

h = limn→+∞fn 2
k = limn→+∞fn 3

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

f− = inf(f, 0) و f+ = sup(f, 0) وال ا ن ،f ∈ M (Ω) إذا 1
س.

f ا ا ن ،f و ر و س ا وال ا (fn)n إذا 2
س.

ط ا C إذا و س ا وال ا (fn)n إذا 3
C ا ن ،R (fn)n(x) ا ن x ∈ Ω

. س

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ا وال ا

د و س إذا f : Ω −→ R(R) دا إن ل
. ا

، ا ا ا {c1, . . . , cm} إذا و دا f : Ω −→ R̄ إذا
إذا و إذا س f ا ا و .Aj = f−1{cj} ،f =

m∑
j=1

cjχAj ن
.j = 1, . . . ,m س Aj ت ا

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

f : Ω −→ R
ر ا وال ا ودة، و س f ا ا إذا 1

.f و Ω م
وال ا ا و س، و f ا ا إذا 2

.f و ا

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ق

. وا ا وال ا أو ف س، ا وال ق
س. وا ا وال ق ف

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

f ا ق ف ، و دا f =
N∑

k=1

ckχ{f=ck} إذا
:

∫
Ω

f(x)dλ(x) =
N∑

k=1

ckλ({f = ck}). (2)

ن ،λ(A) = +∞ و A = {x ∈ Ω : f(x) = 0} إذا أ ض
.(0.(∞) = 0) .

∫
X

f(x)dλ(x) = 0

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

E + وال ا .Ω ا ا و ا وال ا E +

: ا ا
f ∈ E + و α ∈ R+

∫
Ω
α f(x)dλ(x) = α

∫
Ω

f(x)dλ(x) 1

f, g∈E +

∫
Ω
(f + g)(x)dλ(x)=

∫
Ω

f(x)dλ(x)+
∫
Ω

g(x)dλ(x) 2

f ≤ g f, g ∈ E +

∫
Ω

f(x)dλ(x) ≤
∫
Ω

g(x)dλ(x) 3

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

، lim
n→+∞

fn = f ∈ E + إذا و E + ا (fn)n إذا 4∫
Ω

f(x)dλ(x) = lim
n→+∞

∫
Ω

fn(x)dλ(x) ن

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

،g ≤ limn→+∞ fn g ∈ E + إذا و E + ا (fn)n

.
∫
Ω

g(x)dλ(x) ≤ lim
n→+∞

∫
Ω

fn(x)dλ(x) ن

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

: ا ا ف س، دا f∫
Ω

f(x)dλ(x) = sup{
∫
Ω

g(x)dλ(x) : g ≤ f, g ∈ E +}

.+∞ أو د ا ا

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

(fn)n ا (48) ا س، دا f إذا
أن و .f ا ا و ر E +

ا ى أ . lim
n→+∞

∫
Ω

fn(x)dλ(x) ≤
∫
Ω

f(x)dλ(x)

،g ≤ f = limn→+∞ fn ،g ∈ E + دا ن (53)
.
∫
Ω

g(x)dλ(x) ≤ lim
n→+∞

∫
Ω

fn(x)dλ(x)

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

و .
∫
Ω

f(x)dλ(x) ≤ lim
n→+∞

∫
Ω

fn(x)dλ(x) (54 ) ا إذاً
∫ن

Ω
f(x)dλ(x) = lim

n→+∞

∫
Ω

fn(x)dλ(x).

و .f ا ا و رب ا E + (fn)n ا ه
: ا ا

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ن α ≥ 0 ن إذا و M+(Ω) g و f∫
Ω
αf(x)dλ(x) = α

∫
Ω

f(x)dλ(x) 1∫
Ω
(f + g)(x)dλ(x) =

∫
Ω

f(x)dλ(x) +
∫
Ω

g(x)dλ(x) 2∫
Ω

f(x)dλ(x) ≤
∫
Ω

g(x)dλ(x) ن ،f ≤ g ن إذا 3

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

إذا a.e. f = g أو رج f = g إن ل . دا f, g
A إذا و . {x ∈ Ω : f(x) 6= g(x)} ا

.λ(A) = 0 إذا و إذا a.e. χA = 0 ا ا ن س،

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

f ا ا ن N ت و إذا Ω a.e. f دا إن ل
.Ω \ N

ا إذا f دا و a.e. ر Ω (fn)n إن ل
. {x ∈ Ω : fn(x) 6−→ f(x)}

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

.M+(Ω) دا f, g

a.e. f = 0 إذا و إذا
∫
Ω

f(x)dλ(x) = 0 1∫
Ω

f(x)dλ(x) =
∫
Ω

g(x)λ(x) ن a.e f = g إذا 2

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

و f+ = sup(f, 0) ا ا ف س. دا f : Ω −→ R̄
.|f| = f+ + f− و f = f+ − f− إذاً .f− = sup(−f, 0)∫

Ω
f−(x)dλ(x) و

∫
Ω

f+(x)dλ(x) إذا ق f ا ا إن ل
و R∫

Ω
f(x)dλ(x) =

∫
Ω

f+(x)dλ(x)−
∫
Ω

f−(x)dλ(x)

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

س f ا ا إذا ق. إذا f ا ا
ا

∫
Ω

f−(x)dλ(x) < +∞ أو
∫
Ω

f+(x)dλ(x) < +∞ و
.Ω ا ق

.L1(Ω) Ω ق ا وال ا

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

f 7−→
∫
Ω

f(x)dλ(x) ا ا و R ت ء L1(Ω) ا
و L1(Ω) ء ∫∣∣∣ا

Ω
f(x)dλ(x)

∣∣∣ ≤ ∫
Ω

∣∣f(x)∣∣dλ(x)
.f ∈ L1(Ω)

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ن ،λ(Ω) < +∞ و a ≤ f ≤ b و س f ا ا إذا 1

.aλ(Ω) ≤
∫
Ω

f(x) dλ(x) ≤ bλ(Ω): و f ∈ L1(Ω)

ن ،f ≤ g و g ∈ L1(Ω) و س f ا ا إذا 2

.
∫
Ω

f(x)dλ(x) ≤
∫
Ω

g(x)dλ(x)

دا
∫

E
f(x)dλ(x) = 0 ن س، E إذا 3

.f س

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

. {x ∈ Ω : f(x) = ±∞} ن f دا إذا 1
و L1(Ω) ت ا ء ء a.e. f = 0 وال ا 2
ء ا ا رج L1(Ω) .(sup, inf) ت

a.e. ا وال ا ء L1(Ω)

a.e.. f = g إذا L1(Ω) و f, g دا أن ل

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

د ا رب ا

د] ا رب ا ]
ن ،(fn)n ∈ M+(Ω) ∫إذا

Ω
lim

n→+∞
fn(x)dλ(x) = lim

n→+∞

∫
Ω

fn(x)dλ(x).

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ن: ا
.fn و رب E + (φn,j)j ا ،n د

ن ا (ψj)j ∈ E + ا .ψj = sup
1≤n≤j

φn,j ف ،j

ψj = sup
1≤n≤j

φn,j ≤ sup
1≤n≤j

φn,j+1 ≤ sup
1≤n≤j+1

φn,j+1 = ψj+1.

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

إذاً .fn = lim
j→+∞

φn,j ≤ lim
j→+∞

ψj و φn,j ≤ ψj ،j ≥ n

أن φn,j ≤ fn ≤ f ت ا ى أ .f = lim
n→+∞

fn ≤ lim
j→+∞

ψj

إذاً .f ا ا و E + ا (ψj)j ا . lim
j→+∞

ψj ≤ f و ψj ≤ f

إذاً .ψj ≤ fj ى أ .
∫
Ω

f(x)dλ(x) = lim
j→+∞

∫
Ω
ψj(x)dλ(x)

lim
j→+∞

∫
Ω
ψj(x)dλ(x) ≤ lim

j→+∞

∫
Ω

fj(x) dλ(x) ≤
∫
Ω

f(x)dλ(x).

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ن ،(fn)n ∈ M+(Ω) ∫إذا
Ω

+∞∑
n=1

fn(x)dλ(x) =
+∞∑
n=1

∫
Ω

fn(x)dλ(x).

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ا ا ،A ∈ BR ن ،f ∈ M+(Ω) إذا

µ(A) =

∫
Ω

f(x)χA(x)dλ(x)

.BR س

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

[ ]
ن ،(fn)n ∈ M+(Ω) ∫إذا

Ω
limn→+∞fn(x)dλ(x) ≤ limn→+∞

∫
Ω

fn(x)dλ(x).

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ل

و
∫
R

limn→+∞fn(x)dλ(x) = 0 ،fn = n2χ[0, 1n ]

limn→+∞

∫
R

fn(x)dλ(x) = +∞

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ف ا رب ا

ق] أو ف ا رب ا ]
أن ض .(fn)n ∈ M (Ω)

a.e. f دا و a.e. رب (fn)n ا 1
.n a.e. |fn| ≤ g : g دا 2

و f ا ا و (fn)n ا ∫إذاً
Ω

f(x) dλ(x) = lim
n→+∞

∫
Ω

fn(x)dλ(x).

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

،n g دا أ ض .(fn)n ∈ M (Ω)

إذاً a.e. |fn| ≤ g

∫
Ω

limfn(x)dλ(x) ≤ lim
∫
Ω

fn(x)dλ(x) (3)

∫
Ω

limfndλ(x) ≥ lim
∫
Ω

fn(x)dλ(x) (4)

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

a.e. f س دا و Ω a.e. رب (fn)n ا إذا
و f ∈ L1(Ω) ن

∫
Ω

f(x)dλ(x) = lim
n→+∞

∫
Ω

fn(x)dλ(x) (5)

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

أو .[0,+∞[ دا f

lim
n→+∞

∫ +∞

0
e−n sin2 xf(x)dx.

.[0,∞[ fn(x) = e−n sin2 xf(x) : ا ا (fn)n ا
،x 6∈ A .A = {x : f(x) = ±∞} ∪ {n ∈ Z : n ≥ 0}

إذاً . f ا ا و |fn| ≤ |f| و lim
n→+∞

fn(x) = 0

lim
n→+∞

∫ +∞

0
e−n sin2 xf(x)dx = 0.

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ق و ن ر

.[a, b] ة ا ق س ا وال ا B ق س λ∫ b

a
f(x)dx ن ن، ر دا f : [a, b] −→ R إذا

،[a, b] ة ا ق ا ا إذا و [a, b] ة ا f ا ن ر
.[a, b] ة ا f ا ق

∫
[a,b]

f(x)dλ(x) ن

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

،[a, b] ة ا ن ر f إذا .[a, b] ة ودة دا f
و [a, b] ق f ا ا ∫ن

[a,b]
f(x)dλ(x) =

∫ b

a
f(x)dx.

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

.[a, b] ة ودة دا f
ط ا إذا و إذا [a, b] ة ا ن ر f ا ا 1

. f ا ا ن
، f ا ا ن ط ا إذا ، 2

و ق f ا ا ∫ن
[a,b]

f(x)dλ(x) =
∫ b

a
f(x)dx.

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

: ا ا ج و (78) ز ا ن

f ا ا إذا و إذا g(x) = h(x) ،x ∈ [a, b] \
(

+∞⋃
n=1

σn

)
.x ا

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

: ا آ ن ن ا

إذا و إذا ن ر f ا ا ودة. دا f : [a, b] → R
.[a, b] ة ا a.e.

ق ل ا د.



ا ت ا ل
ر ا ق س

ق س
س ا وال ا

ا وال ا
ق
رب ا ت
ق و ن ر
ق و ا ا

ق و ا ا

.]a, b[ ودة و ة ق دا f : ]a, b[−→ R
ا ا ن إذا و إذا ]a, b[ ة ا ق f ا ا

f ا ق و ا ا ، ا ه و رب
∫ b

a
|f(x)|dx
ن: ∫و b

a
f(x)dx =

∫ b

a
f(x)dλ(x).

ق ل ا د.
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