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وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

ت ا

وال ا ت 1
رب ر إ
ا رب ا و ل ا

ا و ا رب ا
ق ا و رب ا
وال ا ت 2

ا رب آ ر

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

وال ا ت

.R A ا وال ا (fn)n

A ا ( ر رب (أو رب (fn)n ا إنّ ل 1
.x ∈ A ر (fn(x))n ا إذا

ن إذا f دا و A ا م ر (fn)n ا إنّ ل 2

lim
n→+∞

sup
x∈A

|fn(x)− f(x)| = 0.

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

و إذا ،f ا ا و A ا ر ر (fn)n ا ن 1
N ∈ N ε > 0 و x ∈ A ن إذا

.n ≥ N |fn(x)− f(x)| < ε

و إذا f ا ا و A ا م ر (fn)n ا ن 2
n ≥ N |fn(x)− f(x)| < ε N ∈ N ε > 0 ن إذا

.x ∈ A و

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

ل

(fn)n ا .n ∈ N و x ∈ I = [0, 1] fn(x) = xn 1
: ا f ا ا و ر

f(x) =
{
0 x ∈ [0, 1[
1 x = 1

رب (fn)n ا ن sup
x∈[0,1]

|fn(x)− f(x)| = sup
x∈[0,1[

xn = 1 أنّ
م ر و .[0, 1[ ة ا و [0, 1] ة ا م

نّ ا .a ∈ [0, 1[ ،[0, a] ة
. lim
n→+∞

(
sup

x∈[0,a]
xn
)
= lim

n→+∞
an = 0

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

ا ا و م ر ا .x ∈ R fn(x) =
sin nx

n 2

.|fn(x)| ≤ 1
n ن R 0 ا

.x ∈ R+ = [0,+∞[ fn(x) =
x

n + x 3

ا ن ، sup
x∈R+

fn(x) = 1 أن و R+ 0 و ر ا
.[a, b] ⊂ R+ ة م ر ـ و R+ م ر
ن ،supx∈R+ fn(x) = 1

n أن .x ∈ R+ fn(x) = xe−nx 4
.R+ 0 و م ر (fn)n ا

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

.x ∈ R fn(x) =
x
√

n
1 + nx2 5

ا إذاً .supx∈R fn(x) = 1
2e ـ و ،0 و ر (fn)n ا

ا ،a > 0 ى أ .R م ر (fn)n

ن [a,+∞[ ة ا م ر (fn)n
. supx∈[a,+∞[ fn(x) = fn(a)

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

رب ر إ

( ا رب ر )
.R Ω دوال (fn)nإذا و إذا A ⊂ Ω م ر (fn)n ا

lim
p,q→+∞

sup
x∈A

|fp(x)− fq(x)| = 0.

: ا و

∀ ε > 0, ∃N, ∀ n ≥ N, ∀ p ∈ N, sup
x∈A

|fn+p(x)− fn(x)| ≤ ε.

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

ن A ⊂ Ω f ا ا و م ر (fn)n ا إذا
.0 و رب (

|fn(xn)− f(xn)|
)

n ا ،(xn)n ∈ A
.|fn(xn)− f(xn)| ≤ sup

x∈A
|fn(x)− f(x)| نّ ا

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

.R fn(x) =
nx

1 + n2x2 1

إذاً .fn( 1n) =
1

2
ـ و . lim

n→+∞
fn(x) = 0 ،x ̸= 0 و ،fn(0) = 0

رب ا
.x ∈ [0, 1] fn(x) = n2xe−nx : ا وال ا 2

. lim
n→+∞

fn(x) = 0 ،x ̸= 0 و fn(0) = 0

(fn)n ا رب إذاً . lim
n−→+∞

∫ 1

0
fn(x)dx =

∫ +∞

0
te−tdt = 1

. [0, 1] ة ا

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

ا رب ا و ل ا

م ر و ،I =]a, b] ⊂ R ا ا وال ا (fn)n

دة lim
x→a

fn(x) = ℓn أنّ ض . a ∈ R ∪ {−∞} ،f و
و ر (ℓn)n ا إذاً .n

lim
x→a

f(x) = lim
n→+∞

ℓn.

و
lim
x→a

(
lim

n→+∞
fn(x)

)
= lim

n→+∞

(
lim
x→a

fn(x)
)
.

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

ل

.R+ ا fn(x) =
∫ +∞

0

sin t
t e−xtdt fn(x) =

∫ n

0

sin t
t e−xtdt

(:ا (??) ل و [n,m] ة ا t −→ e−xt

t ا ا
ن ( ا ا

|fn(x)− fm(x)| =
∣∣∣∣∫ m

n

sin t
t e−xtdt

∣∣∣∣ ≤ e−xn

n .2 ≤ 2

n .

و R+ رب (fn)n ا أنّ ا و ، sup
x∈R+

|fn(x)− fm(x)| ≤ 2

n إذاً
.f ا ا

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

نّ lim
x→0+

fn(x) =
∫ n

0

sin t
t dt ى أ

∣∣∣fn(x)− ∫ n

0

sin t
t dt

∣∣∣ ≤ xn −−−−−−→
x→0+

0.

إذاً
lim

x→0+

∫ +∞

0

sin t
t e−xtdt =

∫ +∞

0

sin t
t dt.

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

أنّ ض .I ⊂ R دوال (fn)n

،[a, b] ⊂ I ة f دا و م ر (fn)n ا 1

.c ∈ I ا fn ا ا ،n ∈ N 2

.c ا f ا ا إذاً

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

ل

.R+ ا fn(x) =
∫ n

0

sin t
t + xdt 1

،∀x > a
2 ،|fn(x)− fn(a)| ≤ Mn(a)|x − a| ،a > 0

.]0,+∞[ fn وال ا إذاً .Mn(a) =
∫ n

0

dt
(t + a)(t + a

2)

إذاً .|fn(x)− fn(0)| ≤
∣∣∣∫ n

0

sin t
t (

x
t + x)dt

∣∣∣ ≤ x(ln(n + x)− ln x)
.0 fn وال ا و lim

x→0
|fn(x)− fn(0)| = 0

: ( ا ا (ا (??) ا ل
.x > 0 و n < m ،|fn(x)− fm(x)| ≤ 2

n+x

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

إذاً
sup

x∈R+

|fn(x)− fm(x)| ≤ 2

n

.R+ م ر (fn)n ا و
.R+ f(x) =

∫ +∞

0

sin t
t + xdt ا ا أنّ و

.R∗
+ fn وال ا .x > 0 ،fn(x) = 1

x

∫ n

0

sin t
t + xdt 2

ا ا إذاً .a > 0 [a,+∞[, ات ا م رب (fn)n ا
.R∗

+ g(x) = 1

x

∫ +∞

0

sin t
t + xdt

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

م ر و Ω ⊂ R ا وال ا (fn)n

.Ω f ا ا إذاً .f دا و [a, b] ⊂ Ω ة

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

ا و ا رب ا

.f دا و رب و [a, b] ة ا ن ر دوال (fn)nو ة
ن؟ ر f ا ا 1

و ،[a, b] ن ر f ا ا إذا 2

؟ lim
n→+∞

∫ b

a
fn(t)dt =

∫ b

a
f(t)dt

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

ل

و ن ر
{

f(x) = 1 x ∈ Q ∩ [a, b]
f(x) = 0 x ̸∈ Q ∩ [a, b] ا ا

.( Q ا نّ ) ن ر وال
و lim

n→+∞
fn = 0 [0, 1] ا fn(x) = nx(1− x2)n ا أ

. lim
n→+∞

∫ 1

0
fn(x)dx =

1

2

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

ل

.x ∈ R fn(x) = n2x(1− x)n

.(fn)n ا رب ا ل أو 1

ة ا م ر (fn) ا أنّ ا و
∫ 1

0
fn(x)dx ُ ا 2

.[0, 2[
. ا ا ت ا و ،fn( 1n) ا ُ ا 3

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

(fn)n ا إذا .[a, b] ة ن ر دوال (fn)n

و [a, b] ن ر f ا ا نّ f دا و م ر

lim
n→+∞

∫ b

a
fn(t)dt =

∫ b

a
f(t)dt.

و م ر Fn(x) =
∫ x

a
fn(t)dt : ا (Fn)n ا
.F(x) =

∫ x

a
f(t)dt : ا F ا ا

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

ق ا و رب ا

.[a, b] ⊂ R ة (C1) ل ا وال ا (fn)n

أنّ ض
.[a, b] f دا و رب (fn)n ا 1

.[a, b] م رب (f′n)n ا 2

،x ∈ [a, b] و [a, b] ل f ا ا إذاً
f′(x) = lim

n→+∞
f′n(x)

.[a, b] f ا ا و م رب (fn)n و

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

ا أنّ ض .[a, b] ة ق وال ا (fn)n
(fn(x0))n ا x0 ∈ [a, b] و [a, b] م رب (f′n)n

رب.
f ق دا و [a, b] ة ا م رب (fn)n ا أنّ أ
(.fn − fm ا ا ا ل ا ) .f′(x) = lim

n→+∞
f′n(x) و

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

ن ا
ا ا .

∫ x

a
f′n(t)dt = fn(x)− fn(a) ن ، f′n وال ا أن

f ا ا ن و
∫ x

a
g(t)dt = f(x)− f(a) و g = lim

n→+∞
f′n

.x ∈ [a, b] f′(x) = g(x) و ق

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

.x ∈ R fn(x) =
√

x2 + 1

n2
, R ا وال ا (fn)n

.R م رب (fn)n ا أنّ أ 1

(fn)n ا أن و R ق fn وال ا أنّ أ 2
ق.

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

وال ا ت

.R A ا وال ا (fn)n

ا إذا A ا ر ∑
n≥1

fn وال ا إن ل 1

.A ر (
Sn =

n∑
k=1

fk
)

n

ا إذا A ا م ر ∑
n≥1

fn وال ا إن ل 2

.A م ر (
Sn =

n∑
k=1

fk
)

n

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

نّ ،A f دا و ر ∑
n≥0

fn ا إذا 1

.x ∈ A lim
n→+∞

fn(x) = 0

ا إذا، و إذا A ر ∑
n≥0

fn ا ن 2

: ا ر ∑
n≥0

fn(x)

∀x ∈ A, ∀ε > 0 ∃N; ∀n ≥ N, p ∈ N; ∥
n+p∑
k=n

fk(x)∥ < ε.

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

ا نّ A f و م ر ∑
n≥0

fn ا إذا 3

.A f و ر ∑
n≥0

fn

إذا و إذا A م ر ∑
n≥0

fn ا ن 4

: ا ر ∑
n≥0

fn(x) ا

∀ε > 0, ∃N; ∀n ≥ N, p ∈ N; sup
x∈A

∣∣∣∣∣
n+p∑
k=n

fk(x)
∣∣∣∣∣ < ε.

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

ل

.fn(x) = xn : [0, 1] ة ا ا ا (fn)n 1

ا ا و ]− 1, 1[ ة ا ر ∑
n≥0

fn(x) ا

.f(x) = 1

1− x∑
n≥0

fn(z) ا ن و lim
n→+∞

|fn(x)| ̸= 0 ،|x| ≥ 1 ن إذا
.R\]− 1, 1[ ر

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

.fn(x) = sin x
n

n + x وال ا ف ،x ≥ 0 ن إذا 2

.sin x
n =

x
n − x3

6n3
+ O(

1

n3
) ،x > 0

إذاً

fn(x) =
x

n(x + n) −
x3

6n3(x + n) + O(
1

n3
).

.R+ ر ∑
n≥1

fn ا
.R \ Z− ر ∑

n≥1

fn ا

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

ل
ـ و ،f(x) = 1

1−x ا ا و ]− 1, 1[ ر ∑
n≥0

xn ا
م. ر ا

lim
n→+∞

sup
x∈]−1,1[

|Sn(z)− S(z)| = lim
n→+∞

sup
x∈]−1,1[

∣∣∣ +∞∑
k=n+1

xk
∣∣∣

= lim
n→+∞

sup
x∈]−1,1[

| xn+1

1− x |

≥ lim
n→+∞

(1− 1
n+1)

n+1

1− (1− 1
n+1)

= +∞

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

ا إذا A ر رب ∑
n≥0

fn ا إنّ ل
. ر ∑

n≥0

sup
x∈A

∥fn(x)∥

.A م ر A ر ر ∑
n≥0

fn ا إذا

ن. ر

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

∑
n≥0

fn ا نّ ، ر ∑
n≥0

an ا و sup
x∈A

|fn(x)| ≤ an ن إذا
.A ر ر

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

ل

.α > 1 ،fn(x) = einx

nα 1

.R ر ر ا إذاً .|fn(x)| ≤ 1

nα

.]0,+∞[ ة ا fn(x) =
e−nx

n 2

ن ،a > 0 ن إذا و ،x ∈]0,+∞[ xe−x ≤ 1 أن م ا
fn(x) =

e−nx

n ≤ 1

x.n2
≤ 1

a.n2

[a,+∞[� ة م ر ∑
n≥1

fn ا إذاً .x ∈ [a,+∞[

.a > 0 و
وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

.R \ Z∗
− ا ا fn(x) = 1

n(x+n) 3
و n ≥ N ن و R < N N ∈ N ،R > 0

،x ∈ [−R,R] \ Z∗
−

|fn(x)| ≤
1

n|x + n| ≤
1

n|n − |x|| ≤
1

n(n − R)
.

.[−R,R] \ Z∗
− م ر ∑

n≥1

fn ا إذاً

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

ا رب آ ر

ا إذاً .I ⊂ R ة ا وال ا (gn)n و (fn)n

: ا وط ا أ إذا I م ر ∑
n≥1

fngn

دة و ودة (gn)n ا و I ة ا م ر ∑
n≥1

fn ا 1

.I ة ا
(gn)n ا و I ة ا م ودة ∑

n≥1

fn ا ا 2

.I ة ا 0 و م ر و
وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

ا و I ة ا م ر ∑
n≥1

fn ا 3

.I ة ا ودة |g0|+
∑
n≥1

|gn − gn+1|

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

ل

.0 و و ا اد ا (an)n 1
.[a, b] ⊂ R \ 2πZ ة م رب ∑

n≥0

aneinx ا

.R \ Z∗
− ا ر ∑

n≥0

einx

n + x ا 2

و gn(x) = 1
n+x ا .N > R N ∈ N و R > 0

م ر ا و . ،n ≥ N و
م رب ا ، و .[−R,R] \ (Z− ∪ 2πZ)

.δ > 0 [δ, 2π − δ] ة

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

ا .fn(x) = sin(nx) sin(n2x)
n ،∑

n≥1

fn وال ا 3

.R م رب ∑
n≥1

fn(x)

.2 sin(kx) sin(k2x) = cos(k(k − 1)x)− cos(k(k + 1)x) ن
ى أ .0 و ( 1n)n ∣∣∣∣∣ا

n∑
k=1

cos k(k − 1)x − cos k(k + 1)x
∣∣∣∣∣ = |1− cos n(n + 1)x| ≤ 2.

.R م رب ∑
n≥1

fn ا إذاً

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

و Ω ا وال ا (fn)n

ا ا إذاً .f دا و Ω م ر ∑
n≥0

fn ا أنّ ض .a ∈ Ω

.a ا f

.14 ا

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

.Ω ا وال ا (fn)n و R Ω

نّ ،f و [a, b] ⊂ Ω ة م ر ∑
n≥0

fn ا إذا
.Ω f ا ا

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

ا إذا .[a, b] ة ن ر ا وال ا (fn)n

ن ر f ا ا نّ .f و [a, b] ة ا م ر ∑
n≥0

fn

و [a, b] ة ا
+∞∑
n=0

∫ b

a
fn(x)dx =

∫ b

a

+∞∑
n=0

fn(x)dx.

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

أنّ ض .[a, b] ة (C1) ل ا وال ا fn)n

.f دا و [a, b] ة ا ر ∑
n≥0

fn ا 1

.[a, b] ة ا م رب ∑
n≥0

f′n ا 2

و [a, b] ة ا (C1) ل f إذاً

f′(x) =
+∞∑
n=0

f′n(x), ∀x ∈ [a, b].

.[a, b] ة ا م رب ∑
n≥0

fn ا

وال ا ت و ت ل ا د.



وال ا ت
وال ا ت

أنّ ض .I ة (C1) ل ا وال ا (fn)n

،f و I ة ا ر ∑
n≥0

fn ا 1

.[a, b] ⊂ I ة م ر ∑
n≥0

f′n ا 2

و (C1) ل f ا ا إذاً

f′(x) =
+∞∑
n=0

f′n(x), ∀x ∈ I.

وال ا ت و ت ل ا د.
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