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 في نهاية هذا الفصل، يجب أن يكون الطالب قادراً على لم:أهداف التع

 .المجموعات يوه تالتعامل مع هذا المفهوم الأساسي والهام في الرياضيا .1

 معرفة أنواع المجموعات وخصائصها. .2

 اجراء العمليات الأساسية على المجموعات. .3

 التعرف على مجموعات العددية وخصائصها. .4

 

 البابمواضيع 

 المجموعة وطرق تمثيلها.تعريف  .1

 العمليات الجبرية على المجموعات. .2

    أنواع المجموعات وخواصها.  .3

 أنواع المجموعات العددية وخواصها. .4
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 :تمهيد -1-1

ه يأتي في المرتبة ياضيات عامة ذلك أنَّ عدُّ من الأهمية بمكان في مجال الر  إنَّ مفهوم المجموعة ي  

ياضياتي الألمان  Georg كانتوري الث اني ة من حيث الأهمية بعد مفهوم الأعداد، وقد أس ِّس على يد الر 

Cantor (1845-1918) َّم قسم، ولكن ً يسيراً من نظرية المجموعات مع التركيز على نا سنقد ِّ ا

 .نا في إطار هذا الكتاب، وسنستخدم ما اتفق عليه علمياً فقطالمواضيع التي تهم  

ياضياتي الذي يهتم  علم في الحقيقة إنَّ نظرية المجموعات هي أحد فروع  بدراسة  المنطق الر 

ع لأشياء ذات طبيعة ما المجموعات والعمليات الجبرية عليها، فب مكن تمثيلها يالرغم من أنَّ أي تجم 

التي لها صلة  في مجموعة، إلاَّ أنَّنا سنقوم بتطبيق نظرية المجموعات في معظم الأحيان على الأشياء

مجموعات أن ، وذلك أنَّه يمكن للغة نظرية ال(وكجزء منها الاحتمالات والإحصاء) اتياضي  بعلم الر  

مه الت عريإن مفهوم المجموعة  .ةالتعاريف لمفاهيم رياضي في صياغةتستخدم  ف الآتي الذي سيقد ِّ

 .كانتوريعود إلى 

 وطرق تمثيلها (Setتعريف المجموعة)  -1-2

ع لأشياء )هي المجموعة  عضها بأو مختلفة ( محدَّدة ومتمايزة جيداً )أو كائناتأي تجم 

 (.احدوأو في شكل كلي د )في قالب موح  ( بحسب حدسنا أو تفكيرنا، وص بَّت عن البعض الآخر

بشكل  رة()أي غير مكر( محدَّدة ومتمايزةأو كائناتلأشياء ) عجم  ت  بمعنى آخر. المجموعة هي 

 . على الأقلجيد وليست مرتَّبة بالضرورة، ولكنَّها تشترك فيما بينها بصفة واحدة 

 وهناك طريقتان للتعبير)لتمثيل( عن المجموعة:

 للمجموعة رديتمثيل الس  الطريقة  أولا:

متقابلين يحتويان بينهما الرموز  رياضياً بقوسين كبيرين المجموعة)تمثل المجموعة( ي عبَّر عن 

الشكل كما في( وذلك أو الكائناتالممث ِّلة لتلك الأشياء )  { , , ..., }.  

 ا يلي:في النظام العشري كم رقامالمثال ت مثَّل مجموعة الأ،فعلى سبيل 

 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9, , , , , , , , ,=A 

عناصر المجموعة رمز للصفة الممي ِّزة لوفي هذه الطريقة ي   لمجموعةالتمثيل  طريقة القاعدةثانيا: 

 .مع التنويه إلى دلالة هذا الحرف ومن ثمَّ يحاط الجميع بقوسين كبيرين بحرف  

ِّ فإنَّه( في عام معي ن)لو أخذنا طلاب الس نة الأولى المشتركة فعلى سبيل المثال   نون مجموعة م يكو 

 (:مثلا  Eولتكن )

E={x | x طالب في السّنة الأولى المشتركة } 

مز )  ا أن  ( داخل قوسي المجموعة يقصد به " |وهنا نشير إلى أنَّ الر   ".يث أن  ح" أو "علما

 ملحظات

أو...،  C و Bو  Aبيل ة كبيرة من قلقد درجت العادة على أن ي رمز للمجموعة بأحرف لاتيني   -1

 ...  و و   ة كبيرة من قبيلأو بأحرف إغريقي  
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نة للمجموعة ت دعى أو الكائناتإنَّ الأشياء ) -2 ِّ ز لها عادةً وي رم Elements عناصر( المكو 

وو... ، أو بأحرف إغريقية صغيرة من قبيل  cو bو aة صغيرة من قبيل بأحرف لاتيني  

و نة للمجموعة.يعة أو برموز  أخرى حسب طب   و ِّ  3العناصر المكو 

 Aينتمي إلى  aفعندئذ  ي قال إنَّ العنصر Aعنصراً من مجموعة aمن جهة أخرى، فإذا كان  -3

 :رمز لذلك بالشكلوي  
Aa      

ا إن كان   Aa :رمز لذلك بالشكلي   حينئذ  ف Aصراً من المجموعة ليس عنaوأم 
 

:ــ ي قال عن المجموعة التي لا تملك أي عنصر إنَّها مجموعة خالية، ويرمز لها ب -4  ، أي أنَّ

  
    

لعناصر نفسها، اإذا كانتا تملكان  متساويتان إنَّهما غير خاليتين B و A ي قال عن مجموعتين -5

 :  ويكتب حينئذ  
A B 

 فعلى سبيل المثال:
 

7أنَّ المجموعتين نجد -أ 2 5 1 15 3{ , , , , , }A  1و 2 3 5 7 15{ , , , , , }B   متساويتان

 لأنَّهما تملكان العناصر نفسها.

}إنَّ المجموعة -ب , , , ..., , , }A a b c x y z  تساوي المجموعة الآتي ة لأنَّ لهما العناصر

 نفسها.

B = {x | x حرف أبجدي إنكليزي} 

 

لمجموعة اإذا كانت جميع عناصر  Bمن مجموعة  جزئيةّ إنَّها مجموعة Aي قال عن مجموعة  -6  

A تنتمي إلى المجموعة  B   وي كتب حينئذ: 
B A 

 Aمجموعة ي قال إنَّ الحينئذ  ف Aلا ينتمي إلى  Bل وجود عنصر واحد على الأقل في وفي حا 

ا  Bوي كتب  Bالمجموعة  فيمحتواه تماما A. 

إنَّها  ، فعندئذ  ي قال عن  إذا كن ا نتعامل مع مجموعات جزئي ة من مجموعة ما غير خالية -7

 .مجموعة شاملة

 .AA يمكننا أن نكتب Aإنَّ كل  مجموعة محتواه في نفسها. أي أنَّه من أجل مجموعة  -8
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AB، وكان  مجموعتين من مجموعة Bو Aإذا كانت -9  وBAندئذ  تكون ، فع

 :المجموعتان متساويتين، وي كتب
BA 

 

فيها  محتواه تكون المجموعة الخالية  نشير هنا إلى أنَّه من أجل مجموعة غير خالية  -10

وفي أية مجموعة جزئي ة منها، بمعنى أنَّه من أجل    A  يكون لديناA .ًأيضا 

 أمثلة -1-3

ة  سداسي الوجوهلنقم برمي حجر نرد ) -1  فقط، فعندئذ  سنحصل واحدة   ( لمرَّ

 ، علماً أنَّ مجموعة 6أو... أو 2أو 1على أحد الأعداد الطبيعي ة 

  

 

 العرض الآتي:( مثلا  Aولتكن القيم )من هذه العملية يكون لمجموعة 
1 2 3 4 5 6{ , , , , , }A  

 :Nتسمى مجموعة الاعداد الطبيعية ونرمز لها عادة بـ {..……,1,2,3} المجموعة التالية -2
N={1,2,3,4,……..}  

الاعداد الصحيحة  بمجموعة……,1,0,1,2,3,4-,2-,3-……تسمى مجموعة الاعداد  -3

 وعليه:  Zونرمز لها  بـ 
 

Z={…-3,-2,-1,0,1,2,3,4,…....} 
 

 تسمى الاعداد والتي على شكل نسبة)كسر( مثل -4

 
1 1 1 1 1 2 2 3 3 3 4 4 5 5 5 5 6

1 2 3 4 5 6
6 5 4 3 2 5 3 5 4 2 5 3 6 4 3 2 5

, , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , 

 وعليه: Qونرمز لها بـ  ةة أو الأعداد الكسري  الأعداد العادي   بمجموعة

  
    
  

Q Z 0: | ; , , ,
a

x x a b b and a b are coprime
b

 

سبة لعددين الأعداد التي لا يمكن كتابتها على شكل ن)النسبي ة إنَّ مجموعة الأعداد غير  -5

يمكن ( I ويرُمز لهذه المجموعة بــ -مع الأخذ بالحسبان أن  المقام لا يساوي الصفر -صحيحين 

 عرضها على الن حو الآتي:

 

I  = {x | x عدد غير نسبي } 

الألوان المرئية ن لمجموعة لو قمنا بتحليل ضوء الشمس باستخدام موشور، فعندئذ  يكو -6 

 العرض الآتي:التي تنتج عن هذه العملية ( مثلا  Eولتكن )

E = {بنفسجي ,أزرق ,أخضر ,أصفر ,برتقالي ,أحمر} 
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نون مجموعة  -7 ِّ (، حيث لدينا مثلا  Fولتكن )إنَّ المقاولين في المملكة العربي ة السعودي ة يكو 

كن هم جميعاً ( ولق، مقاولات البناء، مقاولات التعليم، ...مقاولات الطرأنواع كثيرة من المقاولات )

 مجموعة على الن حو الآتي:في  يتصفون بصفة المقاول، ولذلك يمكننا تمثيلهم

F = {x | x  { مقاول 

 

م ونقس (طرمي حجر نرد سداسي الوجوه لمرّة واحدة فق( )1بالعودة إلى المثال الس ابق ) -8

 ر عن حصولنا على:التي ت عب ِّ  اتبتعيين المجموع

 .2عدد أكبر من  -أ

 .6وأصغر من  3عدد أكبر أو يساوي  -ب

 .3العدد  -ج

 .1عدد أصغر من  -د

 .1عدد أكبر أو يساوي  -هـ

 

 ا سبق ل: لوالح 1لدينا مم  2 3 4 5 6{ , , , , , }A ، :ومن ثمَّ من أجل الطلب 

 

 :، فيكون لدينا2د أكبر من للمجموعة التي ت عب ِّر عن حصولنا على عد Bلنرمز بـ  -أ
 3 4 5 6{ , , , }B  

ليست  أو   الاحتواء لاحظ أن  العكس غير صحيح، وذلك لأن  علقة)BAفنلاحظ أنَّ 

 .(ةانعكاسيّ 

، 6ن وأصغر م 3لنا على عدد أكبر أو يساوي للمجموعة التي ت عب ِّر عن حصو Cلنرمز بـ  -ب

فيكون لدينا  3 4 5{ , , }C َّفنلاحظ أن ،B C َّومن ثم ،CA (وذلك لأن  علقة الاحتواء   أو

   ّةمتعدي). 

 

، فيكون لدينا 3للمجموعة التي ت عب ِّر عن حصولنا على العدد  Dبـ  لنرمز -ج 3{ }D وهنا ،

Cنلاحظ أنَّ  D. 

  

 نا:، فيكون لدي1أصغر من  للمجموعة التي ت عب ِّر عن حصولنا على عدد   Eلنرمز بـــ  -د
  { }E  

 

 كون لدينا:، في1أكبر أو يساوي  للمجموعة التي ت عب ِّر عن حصولنا على عدد   Fبـــ لنرمز  -هـ
 1 2 3 4 5 6{ , , , , , }F A  

 

 ملحظات
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 . أخذت دور المجموعة الش املة Aلاحظ هنا أنَّ المجموعة  -1

ميع جمن خلال ذكر نلاحظ من الأمثلة السابقة أنَّه أمكننا عرض بعض المجموعات  -2

ض  8و 6، 5، 3، 2، 1عناصرها كما في الأمثلة السابقة  تابة كمن خلال  ، وبعضها الآخر ع رِّ

 .7و 4كما في المثالين الس ابقين بط منها العناصر تن  س  القاعدة التي ت  

 يةّ على المجموعاتجبرالعمليات ال -1-4

ي لدى صياغة المجموعات أو ف بادئ ذي بدئ نشير إلى بعض الرموز التي يمكن أن تستخدم

دات الكمي ة المنطقي ة وهي:ياضية ومنها م  العلاقات الر    حد ِّ

 " د الكمي ة الكلي )من أجل أي" أو "من أجل كلّ  بمعنى حد ِّ ( املأو الشّ "، ويدعى م 

Universal Quantifier  ، فعلى سبيل المثالx A   قرأ على الن حو الآتي: من أجل أي عنصر ت

x  منA أو من أجل كل  عنصر ،x  منA. 

 " د الكمي ة الوجودييوجد على الأقلبمعنى حد ِّ ، rExistential Quantifie "، ويدعى م 

x;فعلى سبيل المثال  A   ِّ نصر ع ت قرأ بالعبارة: يوجد على الأقلx  منA . ... بحيث يكون 

ام العمليات من المعلوم أنَّه في علم المنطق يمكن تشكيل أي قضية من القضايا الأولي ة باستخد

لاث الآتي ة يات الث  لاث يقابلها في علم المجموعات العمل(، وهذه العمليات الث  كل –أو –و) المنطقي ة

 على الترتيب:

 :Intersectionالتقّاطع  -1

 Bو Aكل  من  التي تنتمي إلى على أنَّه مجموعة العناصر Bو Aمجموعتيـن  تقاطـعف ي عرَّ 

مز بآن  واحد، ويستخدم ثمَّ   ومـن(أنظر الشكل ها )ـى الت قاطع بينـبين الـمجموعات للـدلالة عل  الر 

Aبالـرمـز   Bو Aي رمز للمجموعة الممث ِّلة لتقاطع  B، :أي أنَّه لدينا 

 
: { | }A B x x A and x B                        

 
 
 
 
 

 :Unionالاتحاد  -2

ف ي    Bأو إلى  Aالتي تنتمي إلى  العناصر كل  على أنَّه مجموعة  Bو Aمجموعتين  اتحادعرَّ

مز، ويستخدم (أنظر الشكللا تفيد الحصر ) " هناأوهما معاً، علماً أنَّ " ـأو إلى كلي  بيـن  الر 

بالرمز   Bو A تحادالممث ِّلة لا المجموعات للدلالة على الاتحاد بينها، ومن ثمَّ يرمز للمجموعة

A B ،أنَّه لدينا: أي 
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: { | }A B x x A or x B     

 
 :Differenceالفرق  -3   

ف ـي ع لكن دون و  Aعلى أنَّه مجموعة العناصر التي تنتمي إلى  Bو Aين مجموعتين ـب الفرقرَّ

B (أنظـر الشكل )   مزو ي الفرق بينها، ومن ثمَّ يرمز  بين المجموعات للدلالة على \ ستخدم الر 

BAبالرمز  Bو Aللمجموعة الممث ِّلة لفرق   ا:، أي أنَّه لدين\
 \ : { | , }A B x x A x B                     

 

 

 

  

 الفرق التناظري-4   

ف ـي ع        من  والغير مشتركةعلى أنَّه مجموعة العناصر  Bو Aمجموعتين ل  التناظري الفرقرَّ

مزي  و  ( أنظـر الشكل) B و  A المجموعتين  الفرق  بين المجموعات للدلالة على ∆ ستخدم الر 

 ، أي أنَّه لدينا:BAبالرمز  Bو Aبينها، ومن ثمَّ يرمز للمجموعة الممث ِّلة لفرق  التناظري

𝐴∆𝐵 = (𝐴\𝐵)𝑈(𝐵\𝐴) 

 نلاحظ ان الفرق التناظري بين مجموعتين معاكس للتقاطع .

 

 

 

 

 

 

 

 :Complement of a Setمتمّمة مجموعة  -5

مجموعة شاملة، ولنأخذ   لتكن  A (من الممكن أن تكون  A عندئذ  ي طلق على .)

أو " )Aمتمّمة المجموعة اسم " Aإلى المجموعة  تنتمي لاالتي و من  العناصركل  مجموعة 

ا  A طلق للمجموعةالمتمم الم م ا عـادة ي رمز(، وأيضا  أي أنَّه لدينا:. Aبالشكل Aمجموعة للمتم 

    Ω 

A B 
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 : \A A                                                

 

 

 

 

، وبعض (الفرق–الاتحاد – التقّاطع)في الحقيقة إنَّ العمليات المنطقي ة على المجموعات 

وبعض ( مثل الخاصة التبّديليةّ، والتجميعية، والتوزيعيةالخصائص الأساسية لهذه العمليات )

مها  العلاقات الش هيرة المتعل ِّقـة بهذه المواضـيع تعد  الحجر الأساس لفهم علم المجموعات، ولذلك سنقد ِّ

 كل موجز ودون الخوض في تفاصيلها.بش

 

 ة على المجموعاتبعض خصائص العمليات الجبريّ  -1-5

، فعندئذ  يمكن للقارئ مجموعات جزئي ة من  Cو A ،Bلنأخذ و ،املةمجموعة ش   لتكن 

 التحقُّق من صحة العلاقات الآتي ة:
 

 :Commutative Property (أو التنّاظريةّ) الخاصة التبّديليةّ -1

 إنَّ كل  من الاتحاد والت قاطع يتمتَّع بالخاصة الت بديلي ة التي يعبَّر عنها بالعلاقتين الآتيتين:
a) A B B A                              b) A B B A  

 :Associative Propertyالخاصة التجّميعيةّ  -2

 والت قاطع يتمتَّع بالخاصة الت جميعي ة التي يعبَّر عنها بالعلاقتين الآتيتين:إنَّ كل  من الاتحاد 
a) ( ) ( )A B C A B C            b) ( ) ( )A B C A B C  

 :Distributive Property الخاصة التوزيعية -3

 بالعلاقتين الآتيتين: إنَّ كل  من الاتحاد والت قاطع يقبل التوزيع على الآخر ويعبَّر عن ذلك
a) ( ) ( ) ( )A B C A B A C  

b) ( ) ( ) ( )A B C A B A C  

 :De Morgan's laws قانونا ديمورغان -4

نسـبة للرّياضياتي ) قانوني ديمورغانتدعيان دائماً، و لدينا العلاقتين الآتيتين محقَّقتين

 (:Augustus De Morgan (1806-1871)الفرنسـي أوغستس ديمورغان 

A B A B) a 

A B A B )b 

 أمثلة

 لتكن لدينا المجموعة الش املة الآتي ة: -1
 { , , , , , , }a b c d e f g  

 ولنأخذ منها المجموعات الجزئي ة الآتي ة:
 { , , , }A d e f g                 &         { , , , }B c d e f  
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{ , , , , }C a b e f g             &         { }D a  

 الآتية: ولنقم بتعيين المجموعات

a) A B        &        b) B D       &     c) A B  
d) B C        &       e) \C B         &     f) B  

 

 من أجل الفقرة لدينال: لوالح: 
a) { , , }A B d e f  

b)   { }B D  

c) { , , , , }A B c d e f g  

d)   { , , , , , , }B C a b c d e f g  

e) \ { , , }C B a b g  

f)  \ { , , }B B a b g  

 

ة   -2  ة النتائج الآتي ة:فتكون لدينا مجموع ،فقط واحدة   لنقم برمي حجر نرد سداسي الوجوه لمر 
  1 2 3 4 5 6{ , , , , , }    

 التي ت عب ِّر عن حصولنا على: اتولنقم بتعيين المجموع

 .3عدد أصغر من  -أ

 .4من أكبر أو عدد  3أصغر من عدد  -ب

 .3وأصغر من  عدد فردي -ج

 .4وأكبر من  3عدد أصغر من  -د

 لب:من أجل الط  ل: لوالح 

كونت، ف3للمجموعة التي ت عب ِّر عن حصولنا على عدد أصغر من  Aلنرمز بـ  -أ 1 2{ , }A. 

 :لمطلوبا، فيكون 4للمجموعة التي ت عب ِّر عن حصولنا على عدد أكبر  Bلنرمز بـ  -ب
 1 2 5 6 1 2 5 6{ , } { , } { , , , }A B  

 :المطلوبللمجموعة التي ت عب ِّر عن حصولنا على عدد فردي، فيكون  Cلنرمز بـ  -ج
 1 3 5 1 2 1{ , , } { , } { }C A  

فيكون  ،4وأكبر من  3للمجموعة التي ت عب ِّر عن حصولنا على عدد أصغر من  Dلنرمز بـ  -د

 لدينا:
  { }D  

 .أخذت دور المجموعة الش املة المجموعة ظ هنا أنَّ لاح

𝐴)مجموعتان غير متقاطعتان  BوA  ذا كانت تمرين: ا ∩ 𝐵) = Ø من المجموعة الشاملةΩ 

 اثبت ان  :

1- 𝐴∆𝐵 = (𝐴 ∪ 𝐵) 

2- 𝐴\𝐵 = 𝐴 
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 (Cardinality of a setتعريف )قدرة مجموعة   -1-7

ف  مجموعة ما. عندئذ   Aلتكن  دد عناصرها، عهذه المجموعة بأنَّه العدد الذي يمث ل  قدرةت ع رَّ

|ويرمز له بـ  |A. 

 

 فعلى سبيل المثال يكون للمجموعة   3 1 7 15 4 13 2 0 5{ , , , , , , , , }A  9قدرة تساوي ،

وللمجموعة  { , , , }A a b c d  4قدرة تساوي. 

 ر منتهيةالمجموعة المنتهية والغي-1-8

 المجموعة المنتهية -1

ا من العناصرمنتهية ) A أنَّ مجموعة مانقول   لعناصر اذا كان عدد ا( أي تحوي عدداا منتهيا

فإذا كان لدينا على سبيل المثال على سبيل المثال ،منتهية
1 2

{ , , ..., }
n

A a a a  معn  عدد طبيعي

  :مثبَّت، فإنَّه سيكون لدينا
| |A n

 
 دود .بكلام اخر اذا كانت قدرة المجموعة )عدد عناصر المجموعة( يعبر عنها بعدد طبيعي مح

 مثال على ذلك مجموعة عدد سكان الكرة الأرضية مجموعة محدودة رغم ان العدد كبير.

 المجموعة الغير منتهية-2

ا إذا كانت  ان  نقول فعندئذ   (هعدد عناصرها غير منت)غير منتهية A قدرة المجموعة وأم 

 المجموعة غير منتهية.

 ية.كلها تمثل مجموعات غير منته Rوالحقيقية  Zوالصحيحة  Nمثل مجموعة الأعداد الطبيعية  

 المجموعة القابلة للعد والغير قابلة للعد-1-9

 سنمي ِّز بين حالتين: 

 المجموعة القابلة للعد-1

ولكن يمكـن ترقيم عناصرها بوسـاطة الأعداد  غير منتهيةمنتهية او  A مجموعةإذا كانت ال   

، وي كتب قابلة للعدّ بيعي ة، فعندئذ  ي قال إنَّ هذه المجموعة الط   | |A  اذا كان عدد عناصرها غير

|𝐴|منته نكتب  = 𝑚 .اذا كان عدد العناصر منته 

الأعداد  مجموعة وكذلك ة العد ، قابليمجموعة هي  N مجموعة الأعداد الطبيعي ة مثال على ذلك

 .الصحيحة 

 المجموعة الغير قابلة للعد-2

عي ة، يمكن ترقيم عناصرها بوساطة الأعداد الطبي غير منتهية ولا A مجموعةكانت ال إذا 

وي كتب ، غير قابلة للعدّ فعندئذ  ي قال إنَّ هذه المجموعة  | |A ه ي قال في هذلكن أيضاً، و

 .قدرة المستمر Aالحالة إنَّ للمجموعة 

 .مجموعة الأعداد الحقيقيةّ مثال على ذلك



- 16 - 
 

للعد   ذات طول موجب تماماً هي مجموعة غير قابلة Rمن  Iكما يمكن إثبات أنَّ كل  فترة  

 أيضاً.

الحقيقي ة  حيث يمكن تمثيل الأعداد OXبالمحور هندسيا الأعداد الحقيقي ة  يمكن تمثيل مجموعة

ه ت أس دالاً علأي على شكل سهم) OXصويرياً من خلال خط مسـتقيم موجَّ ى تزايد ( يكون فيه الر 

ا عليه، وي ؤخذ )مثلة القيم الم  :الشكل الآتي( أفقياً على غالبا

 

 
 

من جهة  أخرى يمكن إثبات أن كل  عدد حقيقي يمكن تخصيصه بنقطة وحيدة على المحور 

ها ينطبق على عوموض Origin Pointيعني نقطة الأصل هنا  0حيث حرف الــ ) OXالحقيقي

ي دعى و M  إحداثي النقطةت دعى  aفإنَّ  M  هو العدد الموافق لنقطة aفإذا كان  (، وبالعكسالصفر

 .المستقيم الحقيقيأو  المحور الحقيقيأو  خط الإحداثياتبـــ  OXالخط المستقيم 

 تسمى  I,Q,Z,Nوالكسرية وغير الكسرية ان اتحاد مجموعات الاعداد الطبيعية والصحيحة 

 لعدديةاهي المجموعة الشاملة لتلك المجموعات  Rأي ان  Rبمجموعة الاعداد الحقيقية ونرمز لها 

 .السابقة

 

 ةملحظ

كون كل مجموعة منتهية هي مجموعة قابلة للعد لكن العكس غير صحيح دائما فيمكن ان ت

 . Nثل المجموعة قابلة للعد لكنها غير منتهية م

 

 

 علقات مهمة بعض ال1-10

 

واذا رمزنا    Ωمجموعتان جزئيتان من المجموعة الشاملة  BوAو  ∅ المجموعة الخالية اذا اكانت

𝐴̅   متممة        :  A 

1. ∅ = {} 

2. ∅ ⊆ 𝐴 

3. Ω = ∅     &    ∅ = Ω 

4. ⌀⋂A=A⋂⌀=⌀ 

5. ⌀⋃A=A⋃⌀=A 

6. A⊆Ω 

7. AA   

8. A ∩ 𝐴 = 𝐴 ∩ 𝐴 = ∅ 

9. A⋃𝐴 = 𝐴⋃𝐴 = Ω      
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10. BABA \  

11. A⋂Ω=Ω⋂A=A 

12. A⋃Ω=Ω⋃A=Ω 

13. A\Ω=⌀ & Ω\A=𝐴 

14.  𝐴∆𝐵 = (𝐴\𝐵) ∪ (𝐵\𝐴) 

15. 𝐴∆𝐵 = 𝐵∆𝐴 

16. 𝐴∆𝐵 = (𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵) 

علاقة  عبارات خاطئة: جميع العبارات التالية غير صحيحة لان العلاقات بين المجموعات ليس

 انتماء او عدم انتماء انما احتواء او عدم احتواء.

A ∈ Ω   ,   ⌀∈A  ,  a⊆A 

 تمارين وامثلة للحل-1-11
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 الباب الثاني
المبدأ الأساسي  طرق العد

 في العد
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 في نهاية هذا الفصل، يجب أن يكون الطالب قادراً على أهداف التعلم:

 د والمبدأ الأساسي في العد.فهم طرف الع .1

 استخدام والمبدأ الأساسي في العد . .2

 فهم مفهوم التباديل والتوافيق . .3

 المقدرة على حساب واستخدام التباديل والتوافيق. .4

 

 البابمواضيع 

 طرق العد والمبدأ الأساسي في العد

 قاعدة الضرب   .1

 قاعدة الجمع    .2

 التباديل .3

 التوافيق .4
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 طرق العد والمبدأ الأساسي في العد -2-1

 

 :Basic Rules of Countingالقاعدتين الأساسيتين في العد  
 

ف على بعض قواعد العد  والحساب التي يحتاجهإنَّ من متطلبات الحساب الاحتمال ا الطالب ي التعر 

 بالمفهوم الآتي. وسنبدأهافي حساب بعض الاحتمالات لحوادث 

 Multiplication Ruleقاعدة الضرب  -1

 mجز بــ يمكن أن ت ن Bطريقة، وعملي ة أخرى  nيمكن أن ت نجز بــ  Aلنفترض أنَّ عملي ة ما 

nساويبعدد من الطرائق ي واحد   بآن   Bو  Aز كلاً من العمليتين اجإن ناطريقة، فعندئذ  يمكن m َّإن .

طريقة ذه اله، ويمكن تعميم "قاعدة الضرب"هذا الإجراء الحسابي لهذا النوع من المسائل ي عرف باسم 

 .العملياتثلاث او اكثر من في الحساب على 
 أمثلة 

ن من لدينا قفل رقمي عش -1  كما في الشكل خانات ) خمسري لحقيبة مكوَّ

 فل؟فل هذا القِّ كم طريقة يمكننا أن نختار رقماً لق  . ب(الجانبي
 

  :يمكننا اختياره بعدد  من  يسرىبملاحظة أن أول رقم في الخانة الالحل

الأخرى المتبقية، ربع ، وكذلك الأمر بالنسبة إلى الخانات الأ10الطرائق يسـاوي إلى 

 ه يمكننا أن نختار رقماً لقفل هذا القفل بعدد من الطرائق يساوي:فإنَّ 

    10 10 10 10 10 100000 
م بحيث تكون اللوحة -2  إنَّ لوحات السيارات في بعض البلدان ت صمَّ

الممي ِّزة للسيارة تحتوي على أربعة أرقام عشرية وثلاثة أحرف عربية، فما هو 

 لوحة من هذا النموذج؟ عدد السيارات التي يمكن أن تحمل

  :10الطرائق يساوي إلى  بملاحظة أنَّ أول رقم في اللوحة يمكننا اختياره بعدد  منالحل ،

ا بالنسبة إلى الأحرف فاللوحة، على الأرقام الموجودة بقية وكذلك الأمر بالنسبة إلى  يمكننا اختيار أم 

من أجل اختيار بقية الأحرف الموجودة  طريقة، وبالمثل نجد 28أول حرف بعدد  من الطرائق يساوي 

ً لهذا التقديم يساويعلى  عدد هو و) اللوحة، ومن ثمَّ يكون عدد اللوحات التي يمكن إنتاجها وفقا

 (:السيارات التي يمكن أن تحمل لوحة من هذا النموذج

10 10 10 10 28 28 28 219520000        

 Addition Ruleقاعدة الجمع -2

 mيمكن أن ت نجز بــ  Bطريقة، وعملي ة أخرى  nمكن أن ت نجز بــ ي Aلنفترض أنَّ عملي ة ما 

nبعدد من الطرائق يساوي  Bأو العملي ة  Aز العملي ة انجإطريقة، فعندئذ  يمكن  m إنَّ هذا الإجراء .

ية في الحساب ، ويمكن تعميم هذه التقن"قاعدة الجمع"الحسابي لهذا النوع من المسائل ي عرف باسم 

 ثلاث او اكثر من العمليات.على 

 أمثلة
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م ك، فحد العاملين في أرشيف ترميز ملفاته باستخدام حرف عربي أو رقم عشريأرغب ي -1

 ؟طريقةترميزه بهذه المكن ملفاً ي
 

  :ط، فإنَّه رقم عشري فق أولا يستطيع استخدام إلاَّ حرف عربي بملاحظة أنَّ العامل الحل

، ومن ثمَّ ملفات بوساطة الأرقام العشرية فقط 10وملفاً بوساطة الأحرف العربية  28ز يستطيع ترمي

28يكون عدد الملفات التي يمكن ترميزها وفقاً لهذا التقديم يساوي  10 38 . 

 

ا على إيريد باحث تنفيذ تجربة تربوية على تلاميذ إحدى المدارس، حيث يمكنه تطبيقها  -2 مَّ

ية لديه لتنفيذ تلاميذ الذكور ولديه ست مدارس فقط أو على التلميذات ولديه ثمانية مدارس. كم إمكانال

 تجربته؟

 

  :6نلاحظ أنَّه يمكن للباحث تنفيذ تجربته بعدد من الطرائق يساوي الحل 8 14 . 

 

 

 2المجموعة ) ناصرحاد من بين ععددا مكونا من منزلتين يمكن تكوينه بحيث نختار رقم الا كم -3

 ( ؟ 4،  5( ورقم العشرات من بين عناصر المجموعة ) 3,8،

 

  :ة هكذااحصاء فعلي لجميع الاعداد الممكن لأجراءيمكن استخدام الشجرة البيانية الحل: 

 

 

 

 

 6اذن عدد جميع الاعداد الناتجة = 

هناك طريقتين مختلفتين لاختيار رقم و ان  طرق مختلفة لاختيار رقم الاحاد 3لاحظ ان هناك 

طرق مختلفة لاختيار  6=2*3فيكون لدينا  العشرات مقابل كل طريقة من الطرق الثلاثة الاولى

 رقمي الاحاد و العشرات

كرات الواحدة تلو الاخرى . جد عدد طرق سحب  3كرات مختلفة سحبت  8صندوق فيه  -4

 :: الكرات الثلاث اذا كان السحب

 اعدون ارج-أ

 مع ارجاع-ب

 :الحل 

 السحب دون ارجاع-أ
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 8عدد طرق سحب الكرة الاولى =

 7عدد طرق سحب الكرة الثانية =

 6عدد طرق سحب الكرة الثالثة =

 طريقة 336=6*7*8اذن عدد طرق سحب الكرات الثلاث =

 السحب مع ارجاع-ب

 8عدد طرق سحب الكرة الاولى=

 8عدد طرق سحب الكرة الثانية =

 8سحب الكرة الثالثة = عدد طرق

 طريقة 512=8*8*8اذن عدد طرق سحب الكرات الثلاث =

 تقوم مكتبة بترميز كتبها بوساطة إحدى الطريقتين الآتيتين: -5

ا باستخدام رقمين وثلاثة أحرف -  لاتينية، إمَّ

 ين،أو باستخدام ثلاثة أرقام وحرفين عربي -

 ذه الشروط؟فما هو عدد الكتب التي يمكن ترميزها وفقاً له

  :زالحل ينية عدداً من الكتب باستخدام رقمين وثلاثة أحرف لات بملاحظة أنَّه يمكن للمكتبة أن ترم ِّ

 يساوي:

10 10 26 26 26 1757600      

ز باستخدام ثلاثة أرقام وحرفين عربيينوكذلك   عدداً من الكتب يساوي: تستطيع أن ترم ِّ

10 10 10 28 28 784000      
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 للحلين ومسائل تمار-2-2

   

الخروج من  الدخول للحديقة من احد الابواب و شخصابواب بكم طريقة تستطيع  4لحديقة  -1

 الباب آخر؟
 

ريق عمل مكون عاملا . بكم طريقة يمكن تكوين ف 24فنيين ،  3مهندسين ،  8يعمل في شركة  -2 

 من مهندس و فني و عامل ؟

من نابلس  سفرطرق مختلفة لل 3حم ، فاذا كان امامه اراد شخص السفر من نابلس الى بيت ل -3

لس ه السفر من نابلحم ، فبكم طريقة يمكن الى رام الله ، وطريقتان مختلفتان للسفر من رام الله الى بيت

 الى بيت لحم مارا برام الله ؟

ة في الحساب الاحتمالي التقليديالمفاهيم من ال       ً  هامَّ ، "والتوافيق تيبالترا"ما ي عرف باسم  أيضا

 قدمهما من خلال الفقرتين الآتيتين:نسالذين و

 )او التباديل( التراتيب-2-3

بها ترتيب عناصر  من اهم التطبيقات لمبدأ العد الاساسي استخدامه في معرفة عدد طرق التي يتم ان

اء ، احياء رياضيات ، فيزي :مختلفة هي  كتب 3بكل الطرق الممكنة فمثلا اذا كان لدينا  مجموعة ما

 :: نحصل على التراتيب التالية فإننابكل الطرق الممكنة  متجاورة على رف . واردنا ترتيبها
 

 المكان الاول المكان الثاني المكان الثالث
 رياضيات فيزياء احياء
 رياضيات احياء فيزياء
 احياء رياضيات فيزياء
 احياء فيزياء رياضيات
 فيزياء رياضيات احياء

 رياضياتفيزياء احياء 
 

 تبديلاً  ترتيبنسمي كل  6اذن عدد التراتيب =

 :تعريف

من العناصر هو اي ترتيب لعناصر هذه المجموعة يرمز لعدد جميع  nالتبديل لمجموعة مكونة من 

 . p(n,n)هذه التراتيب )التباديل( بالرمز 

 :(1)مثال

ة مختلفة يمكن ان اراد اربعة اشخاص اخذ صورة جماعية بوقوفهم معا في صف واحد بكم طريق

 يصطف هؤلاء الاشخاص ؟؟
  :المختلفة لاصطفاف الاشخاص هي التباديل المختلفة لمجموعة مكونة من اربعه الطرقالحل 

الاشخاص  يمكننا تصور المواقع الاربعة التي يقف بها p(4,4) ولإيجاد p(4,4عناصر اي )

 :: الاربعة هكذا

 طرق 4يمكن اشغال الموقع الاول بِّ 

 طرق 3شغال الموقع الثاني بِّ يمكن ا
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 طرق 2يمكن اشغال الموقع الثالث بِّ 

 طرق 1يمكن اشغال الموقع الرابع بِّ 

 طريقة 24=1*2*3*4عدد جميع الطرق = 

 p(4,4(=1*2*3*4) =24اي ان  
 

 :و بوجه عام

 ، فان عدد تباديل )تراتيب( هذه العناصر يساوي  nمجموعة عدد عناصرها  xاذا كانت 
p(n,n)=1*2*3…..*(n-2)*(n-1)*n 

 !nورة صفاننا نكتبه على  n*(n-1)*(n-2)*..…3*2*1و اختصارا في كتابة حاصل الضرب 

 n .(n factorial( مضروب وتقرأ

 :لبالشك( يعرف  !n)ويرمز له بالرمز  nموجبا فان مضروب  صحيحا عدداnاذا كان : تعريف
 

n!= 1*2*3…..*(n-2)*(n-1)*n 
0! = 1 

 

تنتهي  و nمن الاعداد الطبيعية المتتالية تبدأ بالعدد  nساوي حاصل ضرب ي !nاي ان مضروب 

 1بالعدد 

 :(2) مثال

 !5جد ناتج 

  :120=1*2*3*4*5=!5الحل 

 :(3) مثال

 8!=!6*56   بين ان

  :الأيمنالطرف الحل 
 

8!=8*7*6*5*4*3*2*1=8*7*(6*5*4*3*2*1)=8*7*6!=56*6! 
 

 :(4) مثال

 دام رمز المضروباكتب كلا مما يلي باستخ

 2*1*3*6*4*5 -أ

 8*9*10 -ب

  :الحل 

 !6=1*2*3*4*5*6= 2*1*3*6*4*5 -أ

 !10/!7=!7/!7*8*9*10=  8*9*10 -ب

 :(5) مثال

 ؟ nفما قيمة  =!720nاذا كان  

 :الحل 
n!   حاصل ضربn  من الاعداد الطبيعية المتتالية اكبرهاn  الطرف الايسر  لذا نكتب 1و اصغرها
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  n.فيكون اكبرها 1ة حاصل ضرب عوامل متتالية اصغرها على صور
6! = 6*5*4*3*2*1 = 720 

n=6 

 :: ملاحظة

 تم اخراج العوامل عن طريق التحليل
 

720/1=720 
720/2=360 
360/3=120 
120/4=30 
30/5=6 
6/6=1 

 
 

 :(6) مثال

 فما قيمة ن ؟ n!/(n-2)!=20اذا كان 

 :الحل 
 

n!/(n-2)!=20 
n(n-1)(n-2)!/(n-2)!=20 
n(n-1)=20 
n2-n=20 
n2-n-20=0 
(n-5)(n+4)=0 

 n=5اذن  و يرفض الجواب السالب n=5,n=-4ان 

 

 : k   عددمن العناصر المختلفة مأخوذة  nتباديل 

 .هاجميع ن الاشياء المختلفة وليسفي كثير من الاحيان نهتم بترتيب بعض عناصر مجموعة م

مواضع  5على رف  فيه واحداً تلو الآخر ها ونود  ترتيب ،كتب 3لنفترض أنَّه لدينا 

 طريقة يمكننا ترتيب هذه الكتب الثلاثة؟ بكم .للكتب

بعد ذلك يتبقى نلاحظ أنَّه لدينا خمسة اختيارات من أجل وضع الكتاب الأول، و

وضع الكتاب الثاني، وبعد وضع لدينا أربعة مواضع شاغرة على الرف من أجل 

وبحسب قاعدة  ،. إذاً كتاب الأخير بإحدى ثلاث طرائقالكتاب الثاني يمكننا وضع ال

 بعدد من الطرائق يساوي:واحداً تلو الآخر ب يمكننا أن نضع الكتب الثلاثة على هذا الرف رالض
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55 4 3 2 1
5 5 1 5 2 5 4 3 60

2 1 5 3

!
( ) ( )

( ) !

   
         

 
 

 p(5,3) نرمز لذلكو  60في كل مرة يساوي ثلاثة ثلاثةاشياء مأخوذة  خمسةاي ان عدد تباديل 

 يمكننا تعميم هذه القاعدة من أجل عدد منته  من الأشياء على النحو الآتي.ة في الحقيق

 

ون إعادة، فعندئذ  دشيء منها واحداً تلو الآخر  kمن الأشياء المتمايزة ونريد أخذ  nلنفترض أنَّه لدينا 

ا من أجل اختيار الشيء الثnيمكننا اختيار الشيء الأول بعدد من الطرائق يساوي  فيكون قد اني ، وأم 

1nتبقى لدينا  2، ومن أجل اختيار الشيء الذي يليه يتبقى لدينا الاختيار من إمكانياتn  من 

]1، وهكذا على هذا النحو فيتبقى لدينا من أجل اختيار الشيء الأخير إمكانيات الاختيار ( )]n k   من

دداً من شيء ع k، وبالتالي بحسب قاعدة الضرب يكون لدينا من أجل اختيار الـ الاختيار اتإمكاني

 الطرائق يساوي:

1 1
!

( ) ... [ ( )]
( ) !

n
n n n k

n k
      


 

 ، أي أنَّه لدينا:p(n,k)وي رمز لهذا المقدار بــ 

P(n,k)= 1 1
!

( ) ... [ ( )]
( ) !

n
n n n k

n k
      


       

:شيء مت nشيء مأخوذة من  kوي قرأ "تراتيب لـ   مايز على التتالي، علماً أنَّ

1 2 2 1! ( ) ( ) ...n n n n                                   

من أجل  n!"، والجدول الآتي يزودنا ببعض القيم لــ  Factorial-n مضروب nوي دعى " 

 استخدامها في حل التمارين والمسائل.

 

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

!n 1 1 2 6 24 120 720 5040 40320 362880 3628800 

 

ا إذا كانت قيمة  ً فمن المفيد استخدام العلاقة الآتية التي تنتج م nوأم  ن نشر سـترلنغ كبيرة نسبيا

Stirling Expansion ( نسبة إلى الرياضياتي الأسكتلندي سترلنغJames Stirling (1692-

 :n! ـدار( لحسـاب المق1770(

 2! e
n nn n n          ; n N  

kالآن، وفي الحالة الخاصَّة عندما يصبح لدينا  n  فإنَّه ي قال عن  تبديل لــn  من الأشياء

 المتمايزة، ويكون لدينا في هذه الحالة:

p(n,k)=n(n-1)(n-2)…….3.2.1=n! 

م فيما يلي أمثلة بسيطة على سبيل التوضيح  سنقد ِّ



- 27 - 
 

 المث

:. 3و 2، 1متماثلة تماماً ومرق مة بالأعداد  اتكر 3لدينا صندوق يحوي  -1  عندئذ 

يقة بكم طر، فكرتين من الصندوق على التوالي وبدون إعادةلسحب عشوائي إذا قمنا ب -أ

 يمكننا اختيار هاتين الكرتين؟

بكم طريقة ، فةمن الصندوق على التوالي وبدون إعاد اتكرلثلاث سحب عشوائي إذا قمنا ب -ب          .

 ؟ذه الكرات الثلاثيمكننا اختيار ه

ً نسحب عشوائي -ج نا اختيار قة يمكنمع الإعادة، فبكم طريوكرتين من الصندوق على التوالي  ا

 هاتين الكرتين؟

  :الطلب:كل من أجل الحل 

ي تليها بعدد من ، والت3أنَّه يمكننا سحب الكرة الأولى بعدد من الطرائق يساوي بملاحظة  -أ

 ق يساوي:ومن ثمَّ بحسب قاعدة الضرب يمكننا اختيار الـكرتين بعدد من الطرائ، 2الطرائق يساوي 

3
3 2 6

3 2

!

( ) !
  


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 السحب: في هذا النوع من وهذا موافق للسحوبات الممكنة الآتية حيث ي لاحظ أنَّ للترتيب أهمية
1 2 1 3 2 1 2 3 3 1 3 2( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )  

ي تليها بعدد ، والت3بملاحظة أنَّه يمكننا سحب الكرة الأولى بعدد من الطرائق يساوي  -ب

لضرب اومن ثمَّ بحسب قاعدة  ،1بعدد من الطرائق يساوي  ةوالكرة الأخير، 2من الطرائق يساوي 

 الطرائق يساوي: يمكننا اختيار الـكرات الثلاث بعدد من

𝑝(3,3) =
3!

(3−3)!
=

3!

0!
=3!=3.2.1=6 

في هذا النوع من  وهذا يعني أنَّه لدينا في هذه الحالة تباديل لثلاثة أشياء. لاحظ أنَّ للترتيب أهمية

 السحب أيضاً حيث لدينا:
1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 3 1 3 1 2 3 2 1( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , )  

 

تي تليها الكذلك ، و3ائق يساوي بملاحظة أنَّه يمكننا سحب الكرة الأولى بعدد من الطر -ج

يار الـكرتين ومن ثمَّ بحسب قاعدة الضرب يمكننا اختأيضاً،  3بعدد من الطرائق يساوي  هايمكننا سحب

 بعدد من الطرائق يساوي:
23 3 3 9    

 سحب:ال وهذا موافق للسحوبات الممكنة الآتية حيث ي لاحظ أنَّ للترتيب أهمية في هذا النوع من
1 1 1 2 1 3 2 1 2 2 2 3 3 1 3 2 3 3( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )  

ك يعود إلى ولكن لم تعد المسألة هي مسألة تراتيب رغم أهمية الترتيب لنتائج السحب، والسبب في ذل

 المسحوبة.كرات عملية الإعادة لل

 التوافيق 2-4

ا ا او بعضهعرفنا ان التباديل هي اختيارات مرتبة يمكن تكوينها من مجموعة من الاشياء مأخوذة كله

ه اهمية( في كل مرة ، وفي بعض الاحيان نحتاج الى اجراء اختيار دون ترتيب)أي ان الترتيب ليس ل

ين عضو او تكو 30كما يحصل مثلا عند تشكيل لجنة خماسية من الاعضاء يتم اختيارهم من بين 

 لا عناصر او . . . الخ فهذه الحالات 5عناصر مأخوذة من مجموعة عدد عناصرها  3مجموعة من 

 يكون الترتيب فيها ذا اهمية

 :(1)مثال

دارة اكتب من بين خمسة كتب هي : علوم ، رياضيات تكنولوجيا ،  3بكم طريقة يمكن اختيار 

 ،تاريخ ؟

  :الحل 

 :جميع الاختيارات الممكنة هي

 )علوم ، رياضيات ، تكنولوجيا ( ، )علوم ، ادارة ،تاريخ (

 ت ، تكنولوجيا ، ادارة ()علوم ، رياضيات ، ادارة ( ، )رياضيا
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 )علوم ، رياضيات ، تاريخ ( ، )رياضيات ، ادارة ، تاريخ (

 )علوم ، تكنولوجيا ، ادارة ( ، ) رياضيات ، تكنولوجيا ، تاريخ (

 )علوم ، تكنولوجيا ، تاريخ ( ، )تكنولوجيا ، ادارة ، تاريخ (

 

 . رات توفيقا، يسمى كل اختيار من هذه الاختيا 10عدد الاختيارات يساوي 

و نفسة هلاحظ ان الترتيب في كل اختيار غير مهم فالاختيار )علوم ، رياضيات ،تكنولوجيا ( 

 ) . .. ,) رياضيات ، علوم ، تكنولوجيا( وهو نفسه )تكنولوجيا ،رياضيات ، علوم

مكن يهي اختيارات غير مرتبة ) مجموعة جزئية لها عدد العناصر نفسه ( التوافيق:  تعريف

 , n حيث , r توفيق n نها من مجموعة من الاشياء مأخوذة راءً راءً في كل مرة بالرمز  و تقرأتكوي

r و عددان طبيعيان n  اكبر او تساوي من. r  

 =q(n,r)نظرية
n!

k!∗(n−r)!
   

 :برهان

  ينتج لدينا فانه n التوافيق هي اختيارات غير مرتبة فاذا ما رتبنا عناصر كل توفيق التي عددها

q(n,r) *r!من التباديل اي ان p(n , r )*r! = q(n,r)  

   اذن

q(n,r)= 
n!

r!∗(n−r)!
  

 وهو المطلوب

 :(1) نتيجة

q(n,r)= 
n!

r!∗(n−r)!
 

 

 q(7,3)      جد قيمة:  :(1)مثال

  :الحل 

 q(7,3)=p(7,3)/3!= 7*6*5/3*2*1=35 

 يتم ذلك ؟ معلمين بكم طريقة 4من  معلما ، يراد تشكيل لجنة مكونة 15مدرسة فيها :  :(2)مثال

  :الحل 

 عدد طرق تشكيل اللجنة

 15*14*13*12/4*3*2*1 p(15,4)/4!== q(15,4) 

 1365أي ان عدد الطرق 

 :(3)مثال

 ، كم مصافحة تمت بين الاصدقاء ؟؟اصدقاء فصافح كل منهم الاخر  4التقى 
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  :الحل 

 عدد المصافحات

6  q(4,2)= p(4,2)/2!=4*3/2*1= 

المجموعة  فان المصافحات بين كل اثنين تمثلها a,b,c,dذا رمزنا للاصدقاء الاربعة بالرموز ا

 :: الجزئية التالية

(b ،a ( ، )a,c  ( ، )a,d ، )b,c  ( ، )b,d  ( ، )c,d مجموعات6( وهذه 

 :(2)نتيجة

 q(n,r)=q(n,n-r) 

 :البرهان

 الطرف الأيمن

q(n,n-r)= 
n!

(n−r)!∗r!
 

  رالطرف الايس

q(n,r)= 
n!

r!∗(n−r)!
 

 الطرفان متساويان

  وافيقتفي كل مرة يساوي عدد  r,r من العناصر مأخوذة n وهذه النتيجة تقول ان عدد توافيق

nمن العناصر مأخوذة (n-r) عناصر  3ئية من في كل مرة و هذا واصح لان تكوين مجموعة جز

اي  عناصر من نفس المجموعة 7زئية من عناصر مثلا يقابله مباشرة تكوين مجموعة ج 10من بين 

جموعات عناصر مختلفة يساوي عدد الم 10ان عدد المجموعات الجزئية الثلاثية لمجموعة مكونة من 

 : الجزئية السباعية للمجموعة اي ان

q(n,r)=q(n,n-r) 

 

 :ملحظة

 إن العلاقة التالية صحيحة -1

 

q(n,k)= 
n!

k!∗(n−k)!
 =  

n(n−1)(n−2)….(n−(k−1))

k!
 

 إن  -2
       q(n,n)=1 
       q(n,n-1)=n 

فمثلا:           

       q(8,8)=8!/81*0!=1   & q(50,50)=50!/50!*0!=1 

       q(8,7)=8!/7!*1!=8     & q(50,49)=50!/49!*1!=50 
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ح لنا ذلك.  والأمثلة الآتية توض ِّ

 

 أمثلة

ً ومرق مة بالأ 3لدينا صندوق يحوي  -1 ً وائي. نسحب عش3وحتى  1عداد كرة متماثلة تماما  ا

 بكم طريقة يمكننا اختيار هاتين الكرتين؟ .كرتين من الصندوق دفعة واحدة

  :1هيلسحوبات الممكنة بملاحظة أنَّ االحل 2( , ) ،1 3( , 2و ( 3( , 1وذلك لأنَّ النتيجتين، ( 2( , و (

2 1( , لأولى وأيها انَّنا لا نعلم أي منهما لأ وذلكتعد  نتيجة واحدة فقط بسبب عدم أهمية الترتيب،  (

1النتيجتين  الثانية بسبب سحبهما بآن واحد. كذلك الأمر بالنسبة إلى 3( , 3و ( 1( , 2ن النتيجتيو ( 3( , و (

3 2( , ). 

 حيث لدينا:q(3,2) ضفعدد الطرائق الممكنة لسحب هاتين الكرتين يساوي  ،إذاً 

 
تشكيل لجنةٌ من أجل إدارة من ا في مركز صحي يوجد تسع ممرضات وأربعة أطباء، وط لِّب  -2

نة من طبيبين وثلا  طريقة يمكننا تشكيل هذه اللجنة؟ ث ممرضات. بكمهذا المركز بحيث تكون مكوَّ

  :بملاحظة أنَّه يمكننا أن نختار طبيبين من أربعة أطباء بعدد من الطرائق يساوي الحل

q(4,2) (وكذلك يمكننا أن نختار لأن ه لا أهمية للترتيب هنا، فالمهم الحصول على طبيبين فقط ،)

 لأن ه لا أهمية للترتيب هنا) q(9,3)ائق يساوي ثلاث ممرضات من تسع ممرضات بعدد من الطر

ا، و (، ومن ثمَّ بحسب قاعدة الضرب يمكننا اختيار طبيبين المهم الحصول على ثلث ممرضاتأيضا

 ، حيث لدينا: q(4,2). q(9,3)بعدد من الطرائق يساوي وثلاث ممرضات 

 
د وقوع حادثة جنائية في مركز للتسوق سبعة رجال وثمان  -3 بكم طريقة يمكن اختيار . نساءش هِّ

ا للقاعدة الشرعية للشهادةالشهود على هذه الواقعة )  (؟وفقا

  :من المعلوم أنَّ الشهادة تتم  برجلين أو رجل وامرأتين، وبما أنَّ الترتيب بين كل الحل

من الطرائق  الرجال والنساء من الشهود ليس له أهمية فإنَّه يمكننا اختيار الشهود على هذه الواقعة بعدد

 (:مستخدمين في ذلك قاعدتي الجمع والضربيساوي )

 

   

 



- 32 - 
 

 

 الباب الثالث

دات
ِّ
 المصفوفات و المحد
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 في نهاية هذا الفصل، يجب أن يكون الطالب قادراً على أهداف التعلم:

 فهم التعريفات الخاصة بالمصفوفات والمحددات. .1

 معرفة أنواع المصفوفات. .2

 اجراء العمليات الأساسية المتعلقة بالمصفوفات. .3

 حساب المحددات. .4

 فهم دور تحليل الحساسية .5

 م اكسلاستخدا .6

 

 البابمواضيع 

 المصفوفات وتعريف المصفوفة. .1

 العمليات الجبرية على المصفوفات. .2

 خواص العمليات الجبرية على المصفوفات.  .3

 أنواع المصفوفات وخواصها. .4

 المصفوفات الشهيرة.     .5

 المحددات وطرق حسابها. .6
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 رموز ومصطلحات -3-1

  N   123هي مجموعة الأعداد الطبيعية  .   ووو

  Z     هي مجموعة الأعداد الصحيحة ,,,,,, 21012    . 

  Q  مجموعة الأعداد العادية  هي








 NZ nk
n

k
&  . 

 R  مجموعة الأعداد الحقيقية  . هي 

 المصفوفات -3-2

دعى بـ ت  عمدة على شكل مستطيل في صفوف وأ مرتبة يةعددلنا في مسائل كثيرة قيماً  تظهر

 :الخطيةعلى سبيل المثال لو أخذنا  منظومة المعادلات ف،  ترتيبة مستطيلة

0548

5232

97

321

321

321







xxx

xxx

xxx

 

 فإنَّه يمكننا أن نشكل منها الترتيبات المستطيلة التالية :

00548548

55232232

99171171

&& 



 

ى بـ ف لنا ما ي سمَّ ً في  ، والتي ستلعب المصفوفات إنَّ هذه الترتيبات المستطيلة ست عر ِّ دوراً هاما

  .قطاعاتٍ رياضيَّةٍ كثيرةٍ وعلى وجه الخصوص لدى دراسة حل أنظمة من المعادلات الخطية 

 

ف  :) المصفوفة (  تعريف -1 أي أنَّ ترتيب )  عدديةلقيم ترتيبة مستطيلة  على أنَّهاالمصفوفة ت عرَّ

 :الآتين على النحو ( ومحاطة بقوسي توضعات القيم ذو أهميَّة

N



















mn

aaaa

aaaa

aaaa

mnmmm

n

n

,;

........

.................................

.........

.........

321

2232221

1131211

 

وسنرمز لها بأحرف لاتينية  ، nmمصفوفة مستطيلة من المرتبة  حيث ت دعى هذه المصفوفة بـ

ا و و ... إلخ ، C و  Bو  Aقائمة وغامقة من قبيل    فيالتي  قيمالأمَّ

ىت  ف المصفوفة من   jوالعمود   iز للعنصر الواقع في السطر سنرم كما،  عناصر المصفوفة بـ سمَّ

 . ijaالمصفوفة السابقة بالرمز 
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 ملاحظات :-2

 من النموذج العام للمصفوفة ينتج لدينا أحد النماذج التالية : -1ً

   111131211

1

21

11

321

2232221

1131211

aaaaa

a

a

a

aaaa

aaaa

aaaa

n

m
nnnnn

n

n













































E&......D

C&

........

.................................

........

........

B



 

ا ،  مصفوفة عامود بـ C  حيث ت دعى المصفوفة ي رمز  ولذلك متـَّجه أو سطرية  مصفوفة بـ  D وأمَّ

لها على شكل متَّجه من قبيل  naaaa ,......,,,D 321  ، َّفي حين أن  E ى وحيدة مصفوفة  تسًمَّ

 . مربَّعة مصفوفة  ي قال لها  Bوأخيراً    العنصر

 

على سبيل الاختصار والتبسيط سنرمز بـ -2ً 
nmjia


A                   : للمصفوفة التالية 

 

 

nmعندما يكون لدينا و   لها بـ  فإنَّنا سنرمز 
njiaA  ، ونلجأ للعرض التفصيلي عند

 الضرورة فقط . 

 وفةوالأعمدة التي توجد في المصف، ذكر عدد الصفوف من خلال المصفوفة مرتبة  ت حدَّد -3ً

من   Aفإنَّنا سنكتب    nnمربَّعة من المرتبة   A، وفي الحالة الخاصة عندما تكون المصفوفة  

 .وذلك على سبيل الاختصار والتبسيط   nالمرتبة 

سنرمز لعناصر المصفوفة بحروف صغيرة موافقة للحرف الممث ِّل للمصفوفة إن أمكن  -4ً

على  Bو   Aللمصفوفة   jوالعمود  iلك ، فعلى سبيل المثال ، فسنرمز للعنصر الذي في الصف ذ

الترتيب بـ 
ija   وijb . وهكذا دواليك بالنسبة لبقية الحروف الأبجدية ، 

وتساوت العناصر  هاإذا كانتا من المرتبة نفس: نمتساويتي  B و  A المصفوفتانتكون  -5

 . في المصفوفتين المتقابلة

 

 الآتية : المصفوفاتلنأخذ  :ة مثلأ





















mnmmm

n

n

aaaa

aaaa

aaaa

........

.................................

.........

.........

A

321

2232221

1131211
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



























0

0

143

102

53

102

143

102
CBA 

CB نفسه لدينا ببـلسلو، المرتبة نفسها ليستا من  Cو  A وذلك لأنَّ  CA فنلاحظ أنَّ     ًأيضا ،

BA وأخيراً نجد أنَّ    المتقابلة في كلٍ من المصفوفتين العناصر بسـبب عدم تساوي جميعAوB  

 العمليات الجبرية على المصفوفات-3-3

 ضرب مصفوفة بعدد-1

 لتكن 
nmjia


A  ان ضرب المصفوفة  مامصفوفةA  بالعددλ ( 0حيث≠λ  يعني)

سيكون  *R، بمعنى أنَّه من أجل بالعدد   Aلمصفوفة ا من عناصر ضرب كل عنصر

 لدينا :



























mnmmm

n

n

aaaa

aaaa

aaaa

..........

.................................

..........

.........

A

321

2232221

1131211

          [ 1 – 1 ] 

          

  

)(Aحاصل الضرب سترمز ل A ، فإنَّ  ما مصفوفة Aإذا كانت  : ملاحظة 1  . 

  مجموع مصفوفتين-2

ف عندئذ لهما المرتبة نفسها ،  نيمصفوفت Bو  Aلتـكن    Bو  A  المصفوفتينمجموع ي عرَّ

 ، على النحو التالي :  A+B رمز له بـ ي  ، والذي 



























mnmnmmmmmm

nn

nn

babababa

babababa

babababa

........

................................................................

.........

.........

BA

332211

22232322222121

11131312121111

        [ 1 – 2 ] 

 : ملاحظات 

 ين مختلفينتجمع مصفوفتين من مرتب وفتين نلاحظ عدم إمكانيةمن تعريف مجموع مصف -1ً

هي المصفوفة   BA المصفوفة، فعندئذ تكون من مرتبة واحد  A  ،Bإذا كانت المصفوفتان  -2ً.

B)(A)B(A المجموع الناتجة عن 1  . 

 : ةمثلأ -3

 :التالية  المصفوفاتلنأخذ  -1ً
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 أنَّ :في حين ، مكنة الحساب غير م  B + C و   A + C  فنجد أنَّ 
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 لنأخذ المصفوفتين : -2ً
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 : فنجد أنَّ 
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المقابلة من العناصر  B المصفوفة طرح عناصرمن خلال رة مباش BAالحصول إمكانية لاحظ 

 . Aلمصفوفة ا لها في

ف عملية  عددبضرب مصفوفة  عملية فنا فيما سبقعرَّ لقد   ضربحقيقي ، والآن لنعر ِّ

 .  بعضهمامع مصفوفتين 

  ضرب مصفوفتين-3

صل اندئذ حع،  n  ×rالمرتبة  مصفوفة من  B و     r  ×m المرتبة من مصفوفة   A  لتكن 

ف على أنَّه  AB، والتي ي رمز لها بـ  Bو  A  المصفوفتين ضرب  المرتبة ن م مصفوفة، ي عرَّ

n  ×m   : من الشكل الآتي 
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 علماً أنَّ :
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] b - 3 – 2[                      mn ji NN  ,;     



r

s

jssiji bac
1

         

                     

ة من التعريف السابق نلاحظ أنَّ ضرب مصفوفتين يتطلب أن يكون عدد أعمدملاحظة : 

 هو عدد صفوف العامل الأيمن نفسه لهذا ABالعامل الأيسر للجداء 

ف حاصل الضرب،  الجداء ا في حال عدم تحَقُّق هذا الشرط فلن ي عرَّ المصفوفتين  لهاتين وأمَّ

 : أمثلة.

 الآتيتين : المصفوفتين لنقم بحساب المصفوفة الناتجة عن ضرب -1ً
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  ABالضرب  فيكون حاصل 43مصفوفة من المرتبة  Bو  32 المرتبةمصفوفة من  Aبما أنَّ 

 ً فا عرَّ  نا : يكون لدي [ b - 3 – 2 ]، وبتطبيق العلاقة  C ، ولنفترض أنَّها م 
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 ومن ثمَّ ينتج لدينا :













1226

1330

48

2712
CAB  

 الآتيتين : المصفوفتين لنقم بحساب المصفوفة الناتجة عن ضرب -2ً
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حقَّقاً ، ومن ثمَّ سيكون  لي : لدينا ما ي من أجل ذلك نلاحظ أولاً أنَّ شرط تنفيذ عملية الضرب م 
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هي   ABومن ثمَّ فالمصفوفة  42CAB . 

 :  المصفوفتين لنأخذ -3ً
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 ؟  BAو   ABولنقم بحساب المصفوفتين 

 لدينا : ABمن أجل المصفوفة  -أ
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 سيكون لها الشكل :  ABومن ثمَّ فالمصفوفة 
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 لدينا : BAمن أجل المصفوفة  -ب
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 جة هي :النات ABومن ثمَّ فالمصفوفة 
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ي الحالة فملاحظة : من المثال الأخير نلاحظ أنَّ ضرب المصفوفات غير تبديلي ، أي أنَّه 

 A  , Bالعامة لدينا   ، وأمـَّا إذا كان من أجل مصفوفتين    

BAABلدينا و   فعندئذ نقول إنَّ المصفوفتين ،A  وB فعلى سبيل المثال لو  قابلتين للمبادلة ،

 أخذنا المصفوفتين التاليتين : 
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 لأنَّ : لوجدنا أنَّهما قابلتين للمبادلة ، وذلك
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مها دون برهان تعرض لنا بعض الخواص التي تتمتَّ التالية التي سن المبرهنة ع بها بعض قد ِّ

 العمليات الجبرية على المصفوفات .

 خواص العمليات الجبرية على المصفوفات-3-4

ثلاث مصفوفات مفروضة وكذلك  Cو  Bو  Aلتكن مبرهنة :  ، عندئذ تحت  R*و

حقَّقةً ، فإنَّه سيكوالفرض بأنَّ الشروط اللازمة لإنَّجاز الع  ن لدينا ما يلي :مليات التالية م 
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 لتكن لدينا المصفوفات التالية : : ةمثلأ
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)(لنثبت صحة الخاصيَّة  -1ًً c والتي ت عب ِّر عن الخاصة التجميعيَّة لضرب المصفوفات  ؟ 

 نا : من أجل ذلك لدي
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 ومن ثمَّ يكون : 
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 نجد :  من ناحية أخرى
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 منه يصبح لدينا :  و
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  C = A ( B C ) ( A B )                                  هكذا نستنج أنَّ :      و

)(لنثبت صحة الخاصيَّة  -2ً j  2، حيث سنأخذ على سبيل التبسيط ؟ 

 من أجل ذلك لدينا :
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 د المطلوب من خلال العلاقة التالية :ومن ثمَّ نج
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 منقول المصفوفة -4

لهذه  لتكن   مصفوفة من المرتبة   ، ولنقم بجعل الأسطرتعريف ) منقول المصفوفة ( : 

 المصفوفة أعمدة مرتبة بحسب التتالي الطبيعي لتواجدها ،

، A منقول المصفوفةتدعى بـ  mnمن المرتبة  Bعندئذ نحصل على مصفوفة أخرى 

Tوي رمز لها بـ 
A  . 

م لنا بعض الخواص ل المبرهنة  منقول مصفوفة ما التالية التي سيترك برهانها للقارئ أيضاً ت قد ِّ

 عنـدئذ :،  nmمصفـوفة من المرتبـة  Aلتـكن  ( : خواص منقول مصفوفةمبرهنة ) 

 يكون لدينا : -1ً

A)A( TT                                                                    

 ، فسيكون لدينا ما يلي : nmمصفوفة من المرتبة  Bبفرض أنَّ  -2ً
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TTT
BA)BA(                                                        

 ، عندئذ يكون لدينا ما يلي : rnمصفوفة من المرتبة  Bبفرض أنَّ  -3ً

TTT
AB)BA(                                                          

 بعض الأنواع الشهيرة من المصفوفات  -3-5

 لتـكن تعريف ) المصفوفة الصفرية ( :-1 
nmjia


A  مصفوفة ما ، فإذا كانت جميع عناصرA 

ى المصفوفة   بـ  Aأصفاراً ، عندئذ ت سـمَّ

،  وفي حـال الضـرورة لذكر المرتبـة فسنكتب    0، وسـنرمز لها بـ   ةمصفوفة صفري

nm0 . 

 : إنَّ كلاً من المصفوفات التالية تمث ِّل مصفوفة صفريَّة: أمثلة
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مع المصفوفات النسبة لعملية جإنَّ المصفوفة الصفريَّة تلعب دور العنصر المحايد ب ملاحظة :

المصفوفة الصفرية من المرتبة نفسها ، فعندئذ نجد أنَّ  0أية مصفوفة و  A، فإذا كانت 

AA 0  وهكذا نلاحظ أنَّ المصفوفة الصفرية في هذه ، 

في المعادلة العددية  0المعادلة للمصفوفات تلعب نفس الدور الذي يلعبه العدد  0  

مكنة ، عندئذ ما ، ولنفترض أنَّ العمليات التالية على المصفوفات م مصفوفة  A: لتكن  مبرهنة 

 تكون القواعد التالية لحساب المصفوفات صحيحة :  

 AAA)  00a                      &     0AA)b   

 AA) 0c                 &      0000  A&A)d   

أي ان  هي المصفوفة التي تساوى بها عدد الاسط مع عدد الاعمدةتعريف )المصفوفة المربعة(: -2

m=n  بـ ونرمز لها اختصارا 
njiaA. 

 عةبالمصفوفة المرب قلعالتي تت مالمفاهيبعض 

لتكن المربعة: ةفي المصفوف القطر الرئيسي والقطر الثانوي 
njiaA  مصفوفة مربعة من

كما هو  الرئيسيتسمى بعناصر القطر  nna….. 33a22 a 11a :،ان مجموعة العناصر nالمرتبة 

 موضح بالشكل:
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 نوي كما في الشكل:اما العناصر المقابلة لها قطريا فتسمى بالقطر الثا

 

 

 

 

 

عندئذ : إذا كانت العناصر  nمصفوفة مربَّعة من المرتبة  Aلتكن  تعريف ) المصفوفة المثلثيَّة ( :

ى هذه المصفوفة بـ  تحت )) أو فوقالواقعة  (( القطر الرئيسي لهذه المصفوفة أصفاراً ، فعندئذ ت سمَّ

 أحد العرضين التاليين    A. أي أنَّ لـ فة مثلثيَّة مصفو
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           مصفوفة مثلثية سفلية              مصفوفة مثلثية علوية                                           
 

إذا كانت العناصر  عندئذ : nمصفوفة مربَّعة من المرتبة  Aلتكن  ة (:تعريف ) المصفوفة القطريَّ 

 القطر الرئيس لهذه  تحت و فوقالواقعة 

ى هذه المصفوفة بـ  . أي أنَّ :مصفوفة قطريَّة  لمصفوفة أصفاراً ، فعندئذ ت سمَّ
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المصفوفة ، فإذا كانت هذه  nمصفوفة مربَّعة من المرتبة  Aلتكن  لمصفوفة السلميَّة ( :تعريف ) ا

مصفوفة  ت دعى A، وكانت جميع عناصر القطر الرئيسي  متساوية ومغايرة للصفر ، فإنَّ  قطريَّة

 .سلميَّة 

 صفوفة الاتية مصفوفة سلمية من الرتبة الثالثة:الم مثال:     

𝐴 = [
4

4
4

] 

 

المصفوفة ، فإذا كانت هذه  nمصفوفة مربَّعة من المرتبة  Aلتكن  تعريف ) المصفوفة الواحديَّة ( :

    ، وكانت جميع عناصر القطر الرئيسي مساوية سلميَّة

ى للواحد ة  ، فإنَّ هذه المصفوفة ت سمَّ ، وفي حـال الضـرورة  I، ويـ رمز لها بـ مصفوفة واحديّـَ

 . nIلذكر المرتبة سنكتب 

 مثال: المصفوفة الاتية واحدية من الرتبة الرابعة:     

𝐼4 = [

1 0 0 0
0 1 0 0
0
0

0
0

1
0

0
1

] 

 

، فإذا حقَّقت المصفوفة  nمصفوفة مربَّعة من المرتبة  Aلتكن   تعريف ) المصفوفة المتناظرة ( :

A  العلاقةAA T  فإنَّ هذه المصفوفة ،A  مصفوفة متناظرةت دعى  . 

،  nمصفوفة مربَّعة من المرتبة  Aلتكن  تعريف ) المصفوفة ضد المتناظرة أو المخالفة تناظرياً ( :

 العلاقة  Aفإذا حقَّقت المصفوفة 

A-=TA 

 .متخالفة تناظرياً ( أو)  رةمصفوفة ضد متناظت دعى  Aفإنَّ المصفوفة 

 

  لنأخذ المصفوفات التالية ::  أمثلة




















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


































16

03

501

020

019

40

11

351

010

002

DCBA   
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











































































3000

0300

0030

0003

100

010

001

0000

0030

1010

0010

300

010

002

HGFE  

















































2416124

16442

124610

42100

026

201

610

LK  

ABDفنلاحظ أنَّ كلاً من المصفوفات  و   Eهي مصفوفات مثلثيَّة ، في حين أنَّ المصفوفة   وو

H     و  Gمنها قطريَّة  هي مصفوفةH  سلميَّة وG  واحديَّة، 

ا المصفوفة  أخيراً فإنَّ و،   ضد متناظرةمصفوفة  نجدها   K، و متناظرة و فهي مصفوفة  L  وأمَّ

ً  ليست من النماذج الشهيرة  Fو    C  المصفوفات  . المصنَّفة سابقا

  : فإنَّ  nmمصفوفة من المرتبة  Aإذا كانت :  ملاحظة

 AAI&AAI  nm                              

،  مصفوفاتالدور العنصر المحايد بالنسبة لعملية ضرب تلعب  ةيَّ حدامصفوفة الوال فإنَّ  وعليه

في العلاقات العددية 1دور العدد  والذي يماثل 11  .  و

: فوفةالمص لنأخذ : مثال









23

13

2221

1211

a

a

aa

aa
A   

 فنجد أنَّ : 



























23

13

2221

1211

23

13

2221

1211

2
10

01

a

a

aa

aa

a

a

aa

aa
AI  

 كذلك لدينا :و

AAI 



































23

13

2221

1211

23

13

2221

1211

3

100

010

001

a

a

aa

aa

a

a

aa

aa
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21122211

2112

1

2211

2221

1211

2 )1()1(

aaaa

aaaa
aa

aa
A o













داتـُ الم -3-6   حدّ 

د مصفوفة ( : والذي هو محدد المصفوفة  det(A)مصفوفة مربعة نسمي  nA لتكن تعريف ) محدِّّ

كما سنرى من خلال الأمثلة فيما  nA بعدد من الطرق من المصفوفة يمكن حسابهعبارة عن عدد 

 . بعد

 : ملاحظات

د المصفوفة   Aفي كثير من الأحيان يستخدم الرمز   -1ً  حـد ِّ ، وفي  Aللدلالة على قيمة م 

 كتابنا هذا سنستخدم كلا الرمزين ، وذلك تبعاً لسـهولة الكتابة و وضـوح المعنى .

،  مصفوفة نظاميةبـ  Aفعندئذ ت دعى   0)A(detمصفوفة مربَّعة ، فإذا كان  Aلتكن  -2ً

 . مصفوفة شاذَّة ) أو غير نظامية (بـ  Aفعندئذ ت دعى  det)0)Aوأمـَّا إذا كان 

 لمحدداتطرق حساب ا

 الطريقة المباشرة لنشر محدد أولا:

مثلة من خلال الأ )من المرتبتين الثانية والثالثة(سوف نتعرف على طرق حساب المحددات

 الاتية:

 : أمثلة

 فنجد أنَّ :  2nلنأخذ  --1

        

 

 و أخذنا المصفوفة :     حيث نلاحظ أنَّه لدينا ثلاث عمليـات  حســابية ،فعلى سبيل المثال ل

                                      











12

35
A  

112315فإنَّنا نجد بحسب القاعدة السابقة أنَّ         )()()A(det     

 فيكون لدينا :  3nلنأخذ  -2ً 
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17133فنلاحظ أنَّه لدينا    فة :  مليات الحسابية ، فعلى سبيل المثال لو أخذنا المصفومن الع )!(

 




















987

654

321

B                                                                    

 فإنَّنا نجد ما يلي : 

 2401059684724845  )()()()()()()B(det    

نَّ نصيغ قاعدة أيمكننا  قطف الثالثة من أجل المصفوفات المربَّعة والتي من المرتبة:  ملاحظة

د هذه المصفوفة على النحو الآتي :  حد ِّ  حساب م 

312213332112322311

322113312312332211

aaaaaaaaa

aaaaaaaaa



)A(det
         

والذي ي مث ِّل المجاميع للأقطار الرئيسية مطروحاً منه مجاميع الأقطار الثانوية للعرض الجدولي 

 التالي  :

  

 

د مصفوفة لحساب مح ساروس طريقةالأخيرة ت عرف بـ إنَّ العلاقة  ، وهنا أودُّ أن  3من المرتبة د ِّ

دات المصفوفات التي من   ألفت انتباه القارئ إلى أنَّ هذه الطريقة تصبح غير صالحة لحساب محد ِّ

د المصفوفة  4المرتبة  حد ِّ السابقة لوجدنا  Bوما فوق  ، فلو قمنا بتطبيق هذه الطريقة في حساب م 

  ما يلي :

  

 

  

3231

2221

1211

333231

232221

121211

aa

aa

aa

aaa

aaa

aaa

















A
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987

654

321






















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2407248105968445  )()()()()()()det(B  

دات مباشـرة وفقاً للتعريف قد يؤدي إلى حسفي  ابات طويلة الحقيقة ،  إنَّ حسـاب قيم المحد ِّ

د مصفوفة من المرتبة الرابعة يحتاج إلى  2314وصعبة ، إذ أنَّ الحساب المباشر لقيمة محد ِّ !  

 عملية حسابية من حواصل الضرب 

د مصفوفة من المرتبة العاشرة س  يحتاج إلى الأولية الممي ِّزة ، في حين أنَّ حساب قيمة محد ِّ

3628799110 !   

ل وعملية حسابية من حواصل الضرب الأولية الممي ِّزة  ، لذلك كان لا بدَّ من إيجاد   سائط تسه ِّ

 حساب   على سبيل المثالعملية الحساب هذه ، ومنها 

دات باختزال الصفوف أو الأعمدة  د أية  التي سنعرضها بعد قليل ، ت بي ِّنقيم المحدِّّ لنا أنَّ محد ِّ

عطاة إلى الصورة   مصفوفة مربَّعة يمكن حساب قيمته باختزال المصفوفة الم 

ب الحسابات ا تتجن، وسنلاحظ حينها أنَّ هذه الطريقة لها أهمية خاصة لأنَّه الصفية الممي ِّزة

د . لة الناتجة عن التطبيق المباشر لتعريف المحد ِّ  المطوَّ

داتها بسـهولة وذلك بغ فيما حد ِّ ض يلي سندرس صنفين من المصفوفات التي يمكن حساب م 

 النظر عن كبر المصفوفة قيد الحساب .

ً مصفوفة مربَّعة وتحوي  A: إذا كانت  مبرهنة   ن لدينامن الأصفار ، فإنَّه سيكو  موداً عأو  صفا

0)A(det     . 

 :ينا، فإنَّه سيكون لدnمن المرتبة  )او قطرية( مصفوفة مربَّعة مثلثية A: إذا كانت  مبرهنة

nnaaa  ............)A(det 2211 

ناصر يساوي حاصل ضرب ع )او القطرية( ان قيمة محدد المصفوفة المثلثية ملاحظة هامة:

 قطره الرئيسي

 

 لنأخذ المصفوفتين التاليتين : :  أمثلة

 

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


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
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






























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001

9000

7600

5730
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B&A    

 فنجد أنَّ :

                                                 10324  )B(det&)A(det 
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 لدينا : -4ً

)A(det)A(det T                                                  

 لدينا :   -5ً

)B(det)A(det)BA(det                                   

 في الحالة العامة لدينا ما يلي :  -6ً

)B(det)A(det)B(Adet                                  

 : لنأخذ المصفوفات الآتية : أمثلة 
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




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010
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121
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321

121

321

410

121

410

1284

121

410

321

3

21

C&B

B&B&A

  

دات هذ  ه المصفوفات ، فإنَّنا نحصل على القيم التالية : فإذا حسبنا قيم محد ِّ

 2282 321  )B(det&)B(det&)B(det&)A(det   & det(C)=1 

فنلاحظ أنَّ 
1B  تنتج  عن ضرب الصف الأول منA  2،  وأمـَّا  4بالعددB  فنحصل عليها بتبديل

 ، وأخيراً نحصل Aين الأولين من المصفوفة الصف

 من الصف الثاني ، وكذلك لدينا : Aبطرح ضعف الصف الثالث للمصفوفة   3Bعلى 

  



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)CA(det

)C(det)A(det

CA

  

)A(det)A(detA 


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26
62

43

841

652

413

32 






M

 

دات  ثانيا: مات الباستخدام نشر المحدِّّ   جبريةالمتمِّّ

مسنفيما يلي  داتقطري قد ِّ لى صيغة عسنحصل  ذا كنتيجة لعملنا هو ، ة أخرى لحساب قيم المحد ِّ

  .  لمعكوس مصفوفة قابلة للعكس

م المميِّّز لعنصر في مصفوفة ( تعريف د عندئذ ،  مصفوفة مربَّعة A: إذا كانت  ) المتمِّّ المحدِّّ

م ل د المصفوفة ف بأنَّه م  عرَّ ي   ija لعنصرالمتمِّّ  حد ِّ

، كما  ijM،  و ي رمـز له بـ  Aمن المصفوفة   jوالعمود  i عد حذف الصفبَ  يةبقالمتالجزئية 

 ز ـرمي  

ijللعدد 

ji M )( ىوي   ، ijCبالرمز  1 م المميِّّز بـ سمَّ   . ija للعنصر المتمِّّ

لدينا المصفوفة :                                لتكن : مثال














 



841

652

413

A    

م للعنصر عندئذ نجد أنَّ  د المتم ِّ  : هو 11aالمحد ِّ

     

م و 161:                             هو 11aالممي ِّز للعنصر المتم ِّ 1111

11

11   MMC )(  

م العنصر نجد أنَّ بالمثل و  : هو  32aمتم ِّ

 

م الممي ِّز للعنصر ومن ثمَّ  261 هو 32aالمتم ِّ 3232

23

32   MMC )(  . 

م الممي ِّز لاحظ :  ملاحظة م لعنصر ما، أنَّ المتم ِّ في  عن بعضهما البعض يختلفان ija  والمتم ِّ

ijijأي أنَّ   ،  فقط ارةـالإش MC    . 

أم الإشارة  ( +) تخدم الإشارة ـنسـا سديد ما إذا كنَّ ـتحالتالي يساعدنا في  العرض التوضيحي

 ـر  ،( لدى عملية النش -) 

 

 وهكذا سيكون لدينا ما يلي  :

16
84

65

841

652

413

11 



M















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








oddjiforM

evenjiforM
C

ij

ij

ij
                  

 :  المصفوفة  فعلى سبيل المثال لنأخذ



















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A                                    

 :  أنَّ سابقاً أثبتنا ولقد 

322311332112312213

322113312312332211

aaaaaaaaa

aaaaaaaaa



det(A)
 

 :على النحو الآتي  تهايمكن كتابوالتي 

)(

)()(det(A)

2213231231

33123213213223332211

aaaaa

aaaaaaaaaa




    

مات الممي ِّزة ضمن أنَّ العبارات التي وبملاحظة  نتج ي، فإنَّه س 31Cو  21Cو  11Cالأقواس هي المتم ِّ

 لدينا ما يلي :

 313121211111 CaCaCa (A)det  

يمكن حسابه بضرب عناصر العمود الأول  Aد أنَّ محد ِّ نجد  علاقة الأخيرةمن ال:  نتيجة

ماتها الممي ِّزة وجمع حواصل الضرب الناتجة A للمصفوفة  . في متم ِّ

ى ت   A(det(هذه الطريقة لحساب قيمة   مات النشر  بـ سمَّ د باستخدام المتمِّّ مميِّّزة المحدِّّ

 .  Aمود الأول للمصفوفةلعناصر الع

 لدينا المصفوفة التالية : لتكن : مثال





















245

342

013

A  

د A(det(حسب قيمة ولن مات الممي ِّزة لعناصر ، وذلك بنشر هذا المحد ِّ العمود الأول  باستخدام المتم ِّ

 .  Aللمصفوفة 

 بتطبيق القاعدة السابقة ما يلي :  نجدمن أجل ذلك  الحـل :
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1352243

34

01
5

24

01
2

24

34
3














)()()()(

)(A)(det
 

حسب قيمة ( ، ولن السابقوالمعطاة من خـلال المثال )  Aالمربَّعة مصفوفة لنأخذ ال : مثال

det(A) مات الممي ِّزة لعناصر الصف الأول نشره ب  فنجد : ، باستخدام المتم ِّ

111143

45

42
0

25

32
1

24

34
3

245

342

013




















)()()(

)()A(det 

ً  مع النتيجة التي حصلنا عليها يتفق وهذا  د هذه المصفوفة سابقا   .لحساب محد ِّ

 

 

 وفات والمحدداتفتمارين غير محلولة على المص

 لتكن لدينا المصفوفات التالية :  -2ً

















 























0

2

10

01

20

14

0

2

0

1

0

3

C&B&A  



























































6

4

2

1

3

5

013

111

310

300

020

001

F&E&D  

 والمطلوب ما يلي :

 ما يلي :حساب -أ

)DE(det)Edet)Ddet)Adet)

E)B)EA)FAB)

AB)DC)ED)AF)

1211109

8765

4321

23



   

 عي ِّن ما يلي : -ب

TT C)2A)1  

 بي ِّن أي من المصفوفات السابقة متناظرة   . -جـ

عمود من الأصفار  ABممكناً ، فإنَّه يوجد في المصفوفة  ABبحيث يكون حاصل الضرب 

 أيضاً   ؟
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 لتكن لدينا المصفوفتين التاليتين : -8ً















 





















105

217

311

200

043

012

B&A  

)det()det()det(عندئذ تحقق من أنَّ   BAAB    ؟ 
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 الباب الرابع
 المعادلات الخطية

 



- 55 - 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 في نهاية هذا الفصل، يجب أن يكون الطالب قادراً على أهداف التعلم:

 التعرف على المعادلة الخطية ونظم المعادلات الخطية. .1

 فهم طرق إيجاد الحل النظم المعادلات الخطية. .2

 فهم القضايا الخاصة في البرمجة الخطية مثل عدم الإمكانية .3

 ور تحليل الحساسيةفهم د .4

 استخدام اكسل .5

 

 البابمواضيع 

 المعادلة الخطية. .1

 نظام المعادلات الخطية.  .2

 حل نظام المعادلات الخطية. .3

 طرق حل نظام المعادلات الخطية. .4
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 المعادلة الخطية-4-1

لجبر اتعتبر دراسة المعادلات الخطية وحلولها من المواضيع المهمة في الرياضيات وخصوصاً في 
لعلاقات العلوم التطبيقية الاخرى. سوف نقدم في هذا البند بعض االخطي إضافة لاستخداماتها في 

 الرياضية الأساسية ومناقشة طرق حل تلك الأنظمة.

 : y و x تمثيل هذه الصيغة معادلة خطية بمتغيرين هماالصيغة التالية 

ax + by = c    

بعض الأحيان  تسمى في)ن المتغيراتم n الخطية التي تحتوي على المعادلة يمكن كتابةعليه و
       بالصيغة. (المجاهيل

                          = c nxn+ …. + a 2x2+ a 1x1a 

 ثوابت حقيقة .  c ،na ،…  ،2a ،1a حيث

 الخطية: لمعادلةل نقول ان

a1x1 + a2x2 + …. + anxn = c  

 المعادلة عندما نعوض تتحقق اذا ns ،…  ،2s ،1s  هي الأعدادحل و

n= s nx ،… ،  2= s 2x ،  1= s 1x 

 نظام المعادلات الخطية-4-2

 المثال التالي يوضح لنا شكل المعادلة الخطية والمعادلة اللاخطية:

 (:1مثال )

 المعادلات الخطية نظام ذج منوالمعادلات الآتية هي نم

1.x + 2y = 8 

= 7 4+ x 3+ 4x 22x – 1x.2 

3.y = x +3/4 z 

 عادلات خطية:أما المعادلات الآتية فهي ليست م

1.x + 2y2 =3 

2.y – cos θ = 0 

 

غيرات لاحظ أن صيغة المعادلة الخطية تحتوي على متغيرات من الدرجة الأولى ولا تحتوي على مت
 بدرجة أعلى أو جذور أو دوال مثلثية أو ضرب متغيرات مع بعضها أو دوال أسية.
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 حل نظام المعادلات الخطية-4-3

 عادلات خطية من خلال المثال التالي:سوف نقوم بتوضيح حل جملة م

 (:2مثال )

 الصيغ الآتية:

-x1 + x2 + 5x3 = - 4 

4x1 – x2 – 3x3 = 3 

 قيم المتغيراتإن تمثل نظاماً خطياً يحتوي على معادلتين بثلاث متغيرات، 

 x1 = 1 ، x2 = 2 ،    x3 = -1  

 هي حل للنظام، لأنها تحقق كلاً المعادلتين أما

 x1 = 1 و x2 = 8 و x3 = 1  

 فهي ليست حلاً لأنها لا تحقق كلا المعادلتين.

 ومن الجدير بالذكر أن بعض الأنظمة ليس لها حلاً، مثال ذلك.

x + y = 6 

2x + 2y = 10 

 حصل على النظام الآتي:ن 1/2 والسبب هو عند ضرب المعادلة الثانية في

x + y = 6 

x + y = 5 

 والتي تناقض إحداهما الأخرى.

سمى يالنظام الخطي الذي له على الأقل حل واحد فقط، بالنظام المتسق والذي ليس له حل  يسمى
 نظام غير متسق.

 المعنى الهندسي للنظام الخطي-4-4    

 الصيغة الآتية:ب y و  xيمثل النظام الخطي العام المتكون من معادلتين خطيتين بمتغيرين

a1x +b1y = c1 

a2x + b2y = c2 

لما كانت و( 1-1كما في الشكل ) 2L و 1L دسي لهذه المعادلات هو الخطوط المستقيمةإن الشكل الهن
حقق معادلة المستقيم، فإن حلول النظام ت y و x ( تقع على المستقيم إذا وفقط إذا كانتx،yالنقطة )

 (.1-1موضح في الشكل ) كما 2L و 1L الخطي تقابل المستقيمين



- 58 - 
 

 

 اك ثلاث احتمالات للحلول وهي:( يتضح أن هن1-1من خلال الشكل )

توازيان، أي لا يوجد نقطة تقاطع، وعليه فليس للنظام الخطي حل م L2  ،L1 المستقيمان -1
 [. a(1-1) ]شكل

-1) تقاطعان بنقطة، وهذا يعني أن النظام الخطي له حل واحد فقط ]الشكلي L2  ،L1 المستقيمان -2
1)b.] 

ن ذلك أن منستنتج [.c(1-1) ن الحلول ]شكلغير محدود م المستقيمان متطابقان، اي يوجد عدد -3
 أي نظام خطي إما ليس له حل او له حل واحد فقط أو له عدد غير منتهي من الحلول.

 نظام المعادلات الخطيةتعريف -4-5

من  n ن المعادلات الخطية، التي تحوي علىم m تسمى المجموعة المنتهية المتكونة من
ظام المعادلات الخطية. وتسمى أيضاً بالنظام الخطي. اما المتتابعة ن xn،… ،،x2 ، x1 المتغيرات

 دلة من النظام الخطي.حلاً لكل معا sn ،…  ،s2 ،s1 = xn من الأعداد الحقيقية n المتكونة من

ن المتغيرات م n ن المعادلات التي تحتوي علىم m ويمكن كتابه النظام الخطي المتكون من
 بالصيغة:

a11x1 + a12x2 + … + a1m xn = c1 

a21x1 + a22x2 + … + a2m xn = c2 

…                     …                     … 

am1 x1 +am2 x2 + … + amn xn = cm 
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 حيث:و ثوابت mna ... ، .... 12a11,aهي متغيرات و  nx ،…  ، 2x ،1x  إذ أن

              i=1،2،…..،m          ،        j=1،2،….n  

 حل أنظمة المعادلات الخطية قطر-4-6

لحل نظام معادلات خطية تكون باستبدال نظام معطى بنظام جديد يمتلك    الطريقة الأساسيةأولا:
مجموعة الحل نفسها ولكن أسهل في الحل. يتم الحصول على هذا النظام الجديد بسلسلة خطوات 

 بتطبيق ثلاث أنواع من العمليات وذلك لحذف المجاهيل:

 تبادل معادلتين لبعضهما الاخرى. -1

 ضرب معادلة ما يثابت غير صفري. -2

 جمع مضاعف إحدى المعادلات إلى أخرى. -3

  

 (:3مثال )

 حل النظام الخطي الآتي:

L1:x-5y+2z=13 

L2:3x-14y+3z=29   …………………………(1) 

L3:4x-12y+3z=35 

 الحل:

 .L2 نضيف حاصل ضرب للمعادلةو 3- في L1 ضرب المعادلة -1

)أي أن العملية  L3 ونضيفه إلى 4- في L1 ، كذلك نضربL2 + -3L1 نرمز لهذه العملية بالرمز
 (.L3 + -4L1 هي

 وبموجب هاتين العمليتين سنحصل على النظام المكافئ الآتي:

L'
1:x-5y+2z=15 

L'
2:         y-3z=10  ………………………………(2)  

L'
3:    2y-5z=-17 

  

لمكافئ )العملية ا، سنحصل على النظام  L'2 ونضيفه إلى 2- في L2 نضرب المعادلة-2
 (.L'23 + -2L'2 هي
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L"
1:x-5y+2z=15 

L"
2:      y-3z=-10 ………………………………….(3) 

L"
3:            z=3 

 

أخيراً نعوض و y = -1 نحصل على L''2 وبتعويضها في z = 3 نحصل على L''3 من
( لاحظ أن النظام 2 ، 1- ، 3ل هي: )جموعة الح، أي أن مx = 2 فنحصل على L''1 في z،y عن

 ( نظام خطي بالصيغة المدرجة صفياً.3( . ويسمى النظام )1( يكافئ النظام )3الخطي )

 (:4مثال )

 حل النظام الخطي الآتي:

x+y+2z=7 

2x+y-3z=-2 

3x+y-2z=1 

 الحل:   

 :نفسه 3 باعتماد أسلوب المثال

سنحصل  ونجمعها مع الثالثة 3ا مع الثانية ثم نضربها بـ ونجمعه 2الأولى بـ  (: نضرب1الخطوة)
 على النظام الخطي المكافئ الآتي:

y+7z=14 

2y+8z=20 

:ونجمع مع الثانية نحصل 24(:نضرب المعادلة الاوالى في النظام الأخير بـ 2الخطوة)  

6z=12 

 

 في احدي المعادلتين من النظام الأخير نحصل على: zبتعويض قيمة 

y =2 

 في احدى المعادلات من النظام االاول نحصل :  x,yيض قيمتي  بتعو

x=1 

ابقة هو حل نظام المعادلات الخطي، باتعويض هذه القيم في المعادلات الس  x=1,y=2,z=2اذا: 
 نجد انه يحولها الى متطابقات )أي انه الحل للنظام(. 
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 ملاحظة:

راً فإن النظام هذا يسمى بالنظام أصفا( تساوي 1في النظام الخطي ) cn ،….  ،c2،c1 إذا كانت
 تساوي أصفار فإن النظام الخطي يسمى لا cn ،…  ،c2 ،c1 المتجانس ، اما إذا كانت الثوابت

 بالنظام غير المتجانس.

 (:5مثال )

                          حل النظام الخطي المتجانس الآتي:

x+2y-3z+w=0 

x-3y+z-2w=0  ……………………………………..(5) 

3x+y-3z+5w=0            

ع متحولات ( هو عبارة عن ثلاث معادلات متجانسة بأرب5نظام المعادلات السابق ) الحل:       
        مجهولة

 لمكافئ.( نحصل على النظام ا2بتحويل هذا النظام للشكل المدرج صفياً باستخدام طريقة المثال )

      x + w =0  

y + 7w = 0        

z + 6w = 0                     

 لات أعلاه نحصل على الحلول:وتعويضها في المعاد w = t وبفرض

                             W = t  ،  Z = -6t   ،   y = -7t   ،  X = 11t 

 طريقة المصفوفة: ثانيا:

 ( بالصيغة:1يمكن وضع الثوابت في النظام الخطي )

 

 

[

𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
⋯

𝑎1𝑛 ⋮ 𝑐1

𝑎2𝑛  ⋮ 𝑐2

 ⋮         ⋮ ⋱  ⋮        ⋮  ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯   𝑎𝑚𝑛 ⋮ 𝑐𝑚

]                       (6) 

 

تمثل الثوابت في الطرف الأيمن من النظام  ic هي أعداد حقيقية تمثل معاملات المتغيرات و ija إذ أن
( ، 6لخطوط الأفقية صفوفاً، أما الخطوط العمودية فتسمى أعمدة، ويقال للصيغة )(. تسمى ا1)

 المصفوفة الممتدة.

 الصف اول    

n العمود 

 m الصف 

 2العمود 
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 (:6مثال )

 ( بصيغة مصفوفة ممتدة على النحو الآتي1يمكن وضع ثوابت النظام الخطي الواردة في )

                                                                   

طي للمثال الصفوف الواردة في المصفوفة الممتدة تقابل المعادلات الواردة في النظام الخ وبما أن
لمستخدمة ا(، فإن التعليمات الثلاث المستخدمة في طريقة حل المعادلات الخطية تكافئ العمليات 3)

 على صفوف المصفوفة الممتدة الآتية:

 ضرب أي صف بكمية ثابتة غير صفرية. -1

 فين أحدهما مكان الآخر.تبديل أي ص -2

 إضافة مضاعف أحد الصفوف لصف آخر. -3

 مليات الصف البسيطة.ع وتسمى هذه العمليات،

 (:7مثال )

 ( باستخدام عمليات الصف البسيطة.3حل النظام الخطي الوارد في المثال )

 الحل:

 . المصفوفة الممتدة للنظام هي:1

                                                                   

- نضيفه إلى الصف الثاني. كذلك نضرب الصف الأول فيو 3- . نضرب الصف الأول في2  
 صف الأول ولذلك سوف نحصل على المصفوفة الممتدة المكافئة الآتية:ونضيفه لل 4
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 ئة:إضافته للصف الثالث سنحصل على المصفوفة الممتدة المكافو 2- . بضرب الصف الثاني في3 

                                                                            

 

 غة التي حصلنا عليها تسمى الصيغة المدرجة التي تقابل النظام الخطي المكافئ:الصي 

                                                                   

 ى الحل:نحصل عل z وبالتعويض عن قيمة 

 Z=3     ،        y=1     ،        x=2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



- 64 - 
 

 

 تمارين للحل

 حل نظام المعادلات الخطي: -1

2x-4y=8 

x+2y=0 

 (  x=1,y=2,z=2)الحل:

 

 :حل نظام المعادلات الخطي -2

2x+y-z=2 

2x+2y+4z=24 

x-2y-z=-6 

 ( x=2,y=2,z=4)الحل:

 :حل نظام المعادلات الخطي -3

X+3y-2z=5 

X-y+2z=-3 

3x+2y+z=1 

 (x=-2,y=3,z=1)الحل:
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 الباب الخامس
الدوال الحقيقية وكثيرات 

 الحدود
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 هذا الفصل، يجب أن يكون الطالب قادراً على في نهاية أهداف التعلم:

 .فهم تعريف الدالة الرياضية .1

 الدوال الحقيقية.وميزات رفة خواص عم .2

 معرفة أنواع الدوال الحقيقية. .3

 القدرة على التمثيل البياني للدالة الحقيقية. .4

 

 البابمواضيع 

 الدوال الحقيقية .1

 خواص الدالة الحقيقية. .2

 أنواع الدوال الحقيقية. .3

 يل الدوال.تمث .4
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 :Real Functionsالدوال الحقيقيةّ  5-1

ة جداً في دراسةةةة الرياضةةةيات ما ي عرف باسةةةم " أتي هذا "، حيث يالةّالدمن المفاهيم الهام 

ا ث  بة ال ثةالمفهوم في المرت قةمن حيث الأهمية بعد مفهوم المجموع ل نا ديم ا. إنَّ الت د ل لآتي يمه 

ف على هذا المفهوم.  الطريق للتعر 

 

من  bبعنصر  Aمن  aعلاقة ت قرن كل  عنصر  f  مجموعتين غير خاليتين، ولتكن Bو Aلنأخذ 

B  ( أو صورة) قيمةي دعىa وفقاً لـ  fوي رمز لذلك بالشكل ، bfa الآتيين أيضاً:عرضين أو بأحد ال 

 

  BA
afba
 

 )(      أو: ; ( )f A B a b f a  

 

اBالمجموعـة  في Aالمجموعة  من Map" تطبيق"عندئذ  ي طلق على هذه العلاقة اسم  المجموعة  . أمَّ

A  مجالفإنَّها ت دعى Domain لتطبيق اf المجموعة على ، في حين ي طلقB  لمقابلجال االم"اسم 

Codomain " للتطبيقf ميات أخرى لهاتين المجموعتين في بعض المراجع العربية)وتوجد تس 

النطاق  مثل: منطلق أو مجموعة تعريف أو نطاق بدلاا من كلمة مجال، واستخدام كلمة المُستقر أو

 :وإذا وضعناالمرافق أو النطاق المصاحب بدلاا من كلمة المجال المقابل(، 

                BAaafbBbAf  ;)(|:)(       

 

 f لتطبيقا Image"صورة  أو " fلتطبيق ا Range مدى"اسم  Af)( مجموعةالئذ  ي طلق على عندف

:انظر الشكل)R(f(بـ fوسنرمز لمدى التطبيق  "  (، أي أنَّ

 )(:)R( Aff    

 

 

 

 

 

 

 

 

 ملحظات-5-2

BAf في الحالة الخاص ة إذا كانت -1 )(  َّفعندئذ  ي قال إن f  المجموعة  منتطبيقA على 

)R(، وفي هذه الحالة يكون المدى انظر الشكل) Bالمجموعـة  )fمساوي اً للمجال المقابل. 

f  منتطبيق A في B. 
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   f  منتطبيق A على B 

إنَّ مجموعة كل  النقاط  -2 , ( )a f a  وعندماa   القيم الممكنة لها في تمسح كلA  ت دعى

لات بيانية ، فعلى سبيل المثال نجد أنَّ العروض الآتي ة هي تمثي fالتمثيل البياني للتطبيق 

 لتطبيقات:

 

 
  

 [a]الشكل  [b]الشكل  [c]الشكل 

 

يرتبط مجاله ن إذا كان كل  عنصر م Single Value وحيد القيمةإنَّه  fي قال عن تطبيق  -3

  a,bكما فيالشكلين  مجاله المقابلحيد من بعنصر و

 

 (Real Functionتعريف )الدال ة الحقيقيةّ  5-3

 مجموعة ما غير خالية، ولنأخذ: Aلتكن 

 : ; ( )f A a b f aR  

 .حقيقيةّ دال ةتطبيقاً وحيد القيمة. عندئذ  ي دعى هذا التطبيق 

مان [b]و [a] البيانية السابقة نجد أنَّ الشكلين في العروض ن لدالَّتين في حين تمثيلين بيانيي يقد ِّ

 ه ليس تمثيلاً بيانياً لدالَّةهو تمثيل بياني لتطبيق ولكنَّ  [c]أنَّ الشكل 

المثال:  في معظم الحالات ت ستخدم الأحرف اللاتينية كرموز للدوال في كتب على سبيلة:ملحظ
, , , ...f g h  أو, , , ...F G H يرة لهذه الدوال بأحرف لاتينية صغ الدال ةمجال ، وكذلك ي رمز لعناصر

,من قبيل  , ,x y z  ا القيمة من ةمتغيّ رات مستقل  وت دعى ى فإنَّ  f(x) والموافقة لـ B، وأمَّ قيمة ها ت سـمَّ

 التي تمث ِّل علاقة وقيمتها f  لتمييز بين الدالَّةجداً هنا ا ، ومن المهم   x( أو النقطة) القيمة عنـد f  الدال ة

f(x) .ًالتي تمث ِّل عددا 
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 الدوال اشكال-5-4

ضمنيا، وتكون الدالة ضمنية إذا كان  اقتراناالدالة الضمنية دالة رياضية تمثل  أولاً الدالة الضمنية:

 المتغير التابع والمستقل في طرف واحد من المعادلة مثل: 

x2+y2=25                           )5 وهي معادلة دائرة نصف قطرها)    

4x+12y-7z=30  (                                 (     وهي معادلة خطية

دالة صريحة ، إذا ظهر المتغير التابع للدالة في أحد طرفي معادلة وكان  ثانياً الدالة الصريحة:

 مثل: ريحةالمتغير المستقل في الطرف الآخر كانت الدالة ص

y= 5x3+7x2-2                                    )وهي دالة كثيرة حدود) 

 تصنيفات الدوال-5-5

فة على دالَّة f إذا كانت مجموعة  معرَّ AR  وتأخذ قيمها في مجموعة BR  فعندئذ ، 

 إنَّها: fي قال عن الدالَّة 

حق ِّقةً ( دناها [a1] انظر الشكل) دال ة واحد لواحد  أو  متباينةأولاً:   إذا كانت هذه الدالَّة م 

 للقضية الآتي ة:

( ) ( ) ; ,f a f b a b a b A      

 

 ة الآتي ة:للقضي   حق ِّقةً إذا كانت هذه الدالَّة م  ( دناها [b1] انظر الشكل) غامرةثانياً:  

| ( )b B a A b f a      

في  وغامرةً  كانت هذه الدالَّة متباينةً  إذا وفقط إذا( دناها [c1] انظر الشكل)ابل تقثالثاً:  

 آن  واحد.
 

 
  

 [a1]الشكل  [b1]الشكل  [c1]الشكل 
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  مفهوم الدالة العكسية -5-6

فة على دالَّة fإذا كانت  مجموعة  معرَّ AR  وتأخذ قيمها في مجموعة BR ي أن  )أ

f فة على ف الصورة العكسي   ، فعندئذ  (A دال ة حقيقيةّ معر  CB ة لمجموعةت عرَّ    وفقاً للدالَّةf 

)التي من أجلها تكون  Aمن  aعلى أنَّها مجموعة كل  العناصر  )f a C ويرمز لها عادة بـ ،

1
( )f C َّه لدينا، أي أن: 

1
( ) : { | ( ) }f C a A f a C                           

 

 . لشكل المقدَّمة في ا f  ، فعلى سبيل المثال لو أخذنا الدالَّةAوهي مجموعة جزئي ة من 

 
مدى هذه الدالَّة هو  فعندئذ  نجد أنَّ 

1 2 3 4
R( ) { , , , }f b b b bولدينا ،: 

  }{}{ 11
1 abf                &              }{}{ 22

1 abf   

  }{}{ 33
1 abf 

           &              },{}{ 544
1 aabf   

  },,,{ 5432
1 aaaaCf 

 

 

ن أجل المثال الأخير حيث لدينا ملاً كاممجال الدال ة ة دالَّة هي لاحظ أنَّ الصورة العكسي ة لمدى أي  

 ما يلي:

  AaaaaaAff 
},,,,{)( 54321

1
 

 أنواع الدوال-5-7

 : من حيث عدد المتغيراتأنواع الدوال أولا:

 : الدوال ذات المتغير المستقل الواحد مثل-       
Y= f(x) 

 مثل العلاقة بين الدخل والإنفاق

 : الدوال ذات متغيرين مستقلين مثل          -
Z= f(x,y) 

 مثل مساحة المستطيل

 ذات ثلاثة متغيرات مستقلةالدوال           -

u=f(x,y,z) 
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 مثل حجم متوازي المستطيلات

 

 :بمتغير واحدالدوال  ثانيا:

 الأنواع على نركز سوف أنواعها لكثيرةو واحد بمتغير لدوالا المقرر ذاه يف درسن سوف
 .فقط والبسيطة الشهيرة

 الداله الثابتة -1

 : هي تعريفها قاعدة نأ أي c ثابت عدد من مكون داهام كان إذا ثابتة الهد بأنها f للداله يقال   

f(x)=c      (c ∈R حيث ).   

 

 

 

 

 

 

 

 

 دالة التطابق -3

 

لتكن AR ولنأخذ ،f  فة على بحيث ت قرن كل  عنصر  R → A : f للداله يقال Aدالَّة حقيقي ة معرَّ

x  منA  بعدد حقيقيy   عطى من خلال العلاقة الآتي  ة:م 

y=f(x)=x       ,  ∀ x∈ A 

بدالة  تسمى هذه   المدى في نفسة العنصر هو A، المجال في عنصر كل صورة كانت إذا أي             

  : كما في الشكلوتمثيلها  التطابق 

 

f(x)=c 

c 
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 ونطاقها 45 بزاوية الأفقي على ويميل الأصل بنقطة يمر مستقيم خط عن عبارة وهو

 في إلا ، الحقيقية الأعداد مجموعة ومداها ، الحقيقية الأعداد مجموعة تساوي تعريفها مجموعة أي

 . الحقيقية الأعداد مجموعة من جزئية مجموعة على التعريف حال

 
 Linear Functionالدالَّة الخطيةّ  -3

لتكن AR، ولنأخذ f فة حقيقي ة دالَّة  حقيقي بعدد A من x عنصر كل   ت قرن بحيث A على معرَّ

y عطى  الآتي ة: العلاقة خلال من م 

( ):y f x a bx    

 .Aعلى المجموعة ة خطيةّ دال  ن. عندئذ  ي قال عن هذه الـدالَّة إنَّها ان حقيقياثابت bو aعلماً أنَّ 

 مجموعة أي ونطاقها 45 بزاوية الأفقي على ويميل الأصل بنقطة يمر مستقيم خط عن عبارة وهو

 التعريف حال في إلا ، الحقيقية الأعداد مجموعة ومداها ، الحقيقية الأعداد مجموعة تساوي تعريفها

 الحقيقية الأعداد مجموعة من جزئية مجموعة على

 

 ملحظات

 المستقيم ميل إنَّه b عن حينئذٍ  وي قال مستقيم، هو الخطي ة لَّةللدا البياني التمثيل إنَّ  -1

 النقطة تمث ِّل حين في ،(OX الإحداثي ات محور مع المستقيم يصنعها التي الزاوية ظل )ويساوي

a القيم محور مع المستقيم هذا تقاطع OY ( الشكل )انظر 
 

http://www.ar-science.com/2015/01/functions-and-how-each-function.html
http://www.ar-science.com/2015/01/functions-and-how-each-function.html
http://www.ar-science.com/2015/01/functions-and-how-each-function.html
https://2.bp.blogspot.com/-T7v0W0zyPmU/VLrIytvRU7I/AAAAAAAABcY/x2_D-2zF1PI/s1600/%D8%A7%D9%84%D8%AA%D8%B7%D8%A7%D8%A8%D9%82.jpg
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0aفي الحالة الخاص ة عندما تكون قيمة الثابت -2   العرض  السابقةفإنَّه يصبح للعلاقة

 الآتي:

 ( )y f x bx  

 

 

 والشكل البياني لهذه الدالة
                                                    Y 

 

 

 
                     X 

 
                                                         O     

 

 

 

أو من مبدأ صل )حيث نلاحظ في هذه الحالة أنَّ المستقيم الممث ِّل لهذه المعادلة يمر  من نقطة الأ

فة على  f، فعلى سبيل المثال لو اخذنا O( الإحداثيات من خلال العلاقة  Rدالَّة حقيقي ة معرَّ

 الآتي ة:

 ( )y f x x  

ا تقا1bهوفعندئذ  نجد أنَّ ميل المستقيم الممث ِّل لهذه المعادلة   YOطعه مع محور القيم ، وأم 

0a وافقفإنَّه ي الآتي:ش كل ، ومن ثمَّ يكون للمستقيم الممث ِّل لهذه المعادلة ال 
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)في المعادلة  0bإذا كان -3 ):y f x a bx    صيغة ال السابقةفإنَّه يصبح للعلاقة

 ( )y f x a ،للمحور ً الإحداثي  وفي هذه الحالة يصبح المستقيم الممث ِّل لهذه المعادلة موازيا

OX  وماراً بالنقطةa  على محور القيمOY" ال ة الثابتةالد، وحينئذ  يطلق على هذه الدالَّة اسم 

Constant Function خذناأ"، فعلى سبيل المثال لوfفة علىدالَّة حقيق من خلال  Rي ة معرَّ

العلاقة  3( )f x ، 0هوفعندئذ  نجد أنَّ ميل المستقيم الممث ِّل لهذه المعادلةb ا تقاطعه مع ، وأم 

 الآتي:ش كل  لادلة ا، ومن ثمَّ يكون للمستقيم الممث ِّل لهذه المع3فإنَّه يساوي  OYمحور القيم 

 

 
 

 أمثلة

 

فة على  fلتكن -1  من خلال العلاقة الآتي ة: Rدالَّة حقيقي ة معرَّ
  2( )y f x x  

 

ا تقاطعه مع مح1 فعندئذ  نجد أنَّ ميل المستقيم الممث ِّل لهذه المعادلة يساوي فإنَّه  YOور القيم ، وأم 

2a وافقي الآتي:من ثمَّ يكون للمستقيم الممث ِّل لهذه المعادلة الش كل  ، و 
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فة على  fلتكن -2  من خلال العلاقة الآتي ة: Rدالَّة حقيقي ة معرَّ
  4 2( )y f x x 

ا تقاطعه مع محور القيم 2 سالب ويساوي فعندئذ  نجد أنَّ ميل المستقيم الممث ِّل لهذه المعادلة ، وأم 

YO  الآتي:، ومن ثمَّ يكون للمستقيم الممث ِّل لهذه المعادلة الش كل 4فإنَّه يساوي 

 

 
ة فإنَّه سيكون لخطي  من المثالين الس ابقين ي لاحظ أنَّه عندما تكون قيمة الميل موجبة في المعادلة ا

انت قيمة الميل ك. وعلى العكس، فإذا xللمستقيم الممث ِّل للمعادلة الخطي ة اتجاه صاعد لدى تزايد قيم 

 .xابط لدى تزايد قيم هسالبة في المعادلة الخطي ة فإنَّه سيكون للمستقيم الممث ِّل للمعادلة الخطي ة اتجاه 

 Absolut Value Functionدالَّة القيمة المطلقة  4
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لتكن ARولنأخذ ، f  دالَّة حقيقي ة ت قرن كل  عدد حقيقيx  منA الب بعدد حقيقي غير س

|ي رمز له بـ |x:ف على الن حو الآتي عرَّ  ، وم 

 

 R:f A   
 

  
 

0

0
; ( ) | | :

x for x
x f x x

x for x
    

 

 الآتي: مه الشـكلقد  ، والعرض البياني لهذه الدالَّة يدال ة القيمة المطلقةإنَّ هذه الـدالَّة ت دعى 
 

 
 

 ملحظة

 تي ة:حقُّق من صحة العلاقات الآيمكن للقارئ الت  ، فعندئذ  ينحقيقيعددين  yو xكن يل

a)       0 0 0| | & | |x x x  

b)     | | | |x x  

c)      | | | | | |x y x y  

d)      | | | | | |x y x y  

e)      | | | | | |x y x y  

 

 أمثلة

 

 لدينا:
a)   7 7| |    &    5 5| |  

 

b)  
   
   

    

3 5 8 8
3 5 3 5

3 5 3 5 8

| | | |
| | | | | |

| | | |
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       
     

     

3 5 3 5 2 2
3 5 3 5

3 5 3 5 8

| ( ) | | | | |
| ( ) | | | | |

| | | |

  
    )c 

 

d)   
   
   

   

7 3 4 4
7 3 7 3

7 3 7 3

| | | |
| | | | | |

| | | |

 
  

 

e)   
    
   

     

3 7 4 4
3 7 3 7

3 7 3 7 4

| | | |
| | | | | |

| | | |

 
  

 

f)   
   

   
    

3 7 21 21
3 7 3 7

3 7 3 7 21

| | | |
| | | | | |

| | | |
 

 

g)   
     

     
     

3 7 21 21
3 7 3 7

3 7 3 7 21

| ( ) | | |
| ( ) | | | | |

| | | |
 

 

 

 

 

 الحدود اتالدوال كثير -5

 وتكتب على الصورة :

f(x)=an xn+ an-1 xn-1 + an-2 xn-2+……………+ a0 x0 +a0   

 عدد صحيح موجب  n (0≠ a0، ) n ويقال بأنها كثيرة حدود من الدرجة

 a0, a1 , a2, ……………., an ∈R              

وعة ، وهي عبارة عن أعداد حقيقية ثابتة ، ونطاق ) مجال ، أو مجمةتسمى معاملات الدال

 ( . R هي مجموعة الأعداد الحقيقية ةتعريف الدال

 

 

 امثلة وتمارين
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 الباب السادس
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 الخطيةالبرمجة 
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 مقدمة -6-1

كثير من القرارات الإدارية تتعلق بكيفية الحصول على أكبر فائدة ممكنة من استخدام موارد المنظمة. 

البرمجة الخطية هي تقنية تستخدم النمذجة الرياضية لمساعدة المدراء في التخطيط وصنع القرار 

 المتعلقان بتوزيع الموارد.

ذكر أن كلمة البرمجة الواردة في تعبير "البرمجة الخطية" لا تشير إلى برمجة والجدير بال 

الكومبيوتر. وإنما المقصود إيجاد النموذج وحل المسألة رياضياً. وبنفس الوقت هذا لا يعني أنه لا 

 يمكن حل مسائل البرمجة الخطية عن طريق برامج الكومبيوتر. 
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 متطلبات مسائل البرمجة الخطية -6-2

ة ما وجود تابع هدف واحد. معظم المسائل تسعى نحو تعظيم أو تخفيض كمي خاصية الأولى:ال

 لخطية. مثل الربح أو التكلفة وهذا التعظيم أو التخفيض ندعوه تابع الهدف في مسألة البرمجة ا

ثلاً هناك قيود وجود قيد أو أكثر من القيود التي تترافق مع هدف المسألة. فم الخاصية الثانية:

 تحد من الانتاج منها القوى العاملة والآلات. 

ات، فقد منتج 3مناهج بديلة للعمل، إذا كان هناك أكثر من منتج وليكن  الخاصية الثالثة:

 المختلفة.  تستخدم الإدارة البرمجة الخطية لكي تقرر كيفية توزيع الموارد المحدودة على المنتجات

برمجة تعبير عن الأهداف والقيود في مسائل الالخاصة الخطية، يجب ال الخاصية الرابعة:

و الثالثة. أالخطية ضمن المعادلات والمتراجحات الخطية من الدرجة الأولى وليس من الدرجة الثانية 

 مثلاً المعادلة:

 2A + 5B = 10  

 هي معادلة خطية، بينما المعادلة

10352 32  ABBA  

 مكعبة.  Bمربعة و  Aليست خطية لأن 

ة واحدة ير تعبير "خطي" إلى الصفة النسبية والصفة الجمعية. النسبية تعني إذا كانت وحديش

ن مساعة. يمكن شرح الجمعية  30وحدات يحتاج  10ساعات عمل فإن إنتاج  3من الانتاج تحتاج 

ة ج وحدة واحدريالات وإنتا 3خلال المثال التالي. فمثلاً إذا كان إنتاج وحدة واحدة يعطي ربح قدره 

 . ريالاً  11ريالات يكون لدينا الربح الكلي هو مجموع الربحين أي  8أخرى يعطي ربح قدره 

لا تتغير والتأكد، تعني أننا متأكدين أن الأهداف والقيود معروفة  شروطالخاصية الخامسة: 

 خلال فترة الانتاج.

ً  4.5القسمة، إذا كنا ننتج كراسي مثلاً وأنتجنا  الخاصية السادسة: سبوع هذا خلال أ كرسيا

الباقي سيتم % من صنعه و50يعني أننا أنتجنا أربعة كراسي والكرسي الرابع قيد الانتاج وقد انهينا 

 صنعه في الفترة الانتاجية اللاحقة أي الأسبوع القادم.

ج عدداً سالباً عدم السلبية، جميع الأجوبة غير سلبية فمثلاً لا يمكن أن ننت الخاصية السابعة:

 اسي.    من الكر

 كيفية تشكيل مسائل البرمجة الخطية -6-3

لخطوات ايتم ذلك من خلال إنشاء نموذج رياضي لتمثيل المشكلة الإدارية. وتشكل المسألة باتباع 

 التالية:

 الفهم الكامل للمشكلة الإدارية. .1
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 تحديد الأهداف والقيود .2

 الثاني .....( تحديد متغيرات القرار )مثلاً: كمية المنتج الأول، كمية المنتج .3

 د.استخدام متغيرات القرار لكتابة العبارات الرياضية المتعلقة بتابع الهدف و القيو .4

 شركة أثاثمثال :

ابه بين تنتج هذه الشركة منتجات غالية الثمن، من هذه المنتجات لديها طاولات وكراسي. هناك تش

طاولة  د ساعات عمل الطلاء. كلالمنتجين من حيث عدد ساعات العمل: النجارة المطلوبة وكذلك عد

. ساعات نجارة و ساعة واحدة طلاء 3ساعات نجارة و ساعتين طلاء. كل كرسي يحتاج  4تحتاج 

ل طاولة ساعة طلاء. ك 100ساعة نجارة و  240خلال فترة الانتاج الحالية، هناك إمكانية لتوفير 

 ريال. 50ريال؛ كل كرسي يباع يأني بربح قدره  70تباع تأني بربح قدره 

بحيث  تريد الشركة أن تتخذ قرار تحدد فيه عدد الطاولات وعدد الكراسي التي يجب إنتاجها 

ة تحصل على أفضل ربح ضمن الإمكانيات )الموارد( المتاحة. ترغب الشركة في حل هذه المشكل

 باتباع أسلوب البرمجة الخطية. 

 للازمة:اول التالي يلخص المعلومات نبدأ بتلخيص المعلومات اللازمة وحل هذه المشكلة. الجد 

 الساعات المطلوبة لإنتاج وحدة واحدة

 طاولات القسم
t 

 كراسي
k 

الساعات المتاحة في 
 هذا الأسبوع

 240 3 4 النجارة

 100 1 2 الطلاء 

  50 70 الربح للوحدة

       

 هي: الخطوة التالية: نحدد الهدف والقيود. الهدف هو: تعظيم الربح. القيود    

 ساعة نجارة. 240لا يمكن توفير أكثر من  .1

 ساعة طلاء. 100لا يمكن توفير أكثر من  .2

 نحدد متغيرات القرار كما يلي:

tعدد الطاولات التي يجب إنتاجها في الأسبوع = 

k عدد الكراسي التي يجب إنتاجها في الأسبوع = 

لهدف كما راسي. نشكل تابع االآن نستطيع إيجاد تابع الهدف ضمن شروط عدد الطاولات وعدد الك

 t  +50 k 70تعظيم الربح = يلي: 

الخطوة التالية: إنشاء علاقة رياضية تصف القيدين في هذه المسألة. إن الوقت المستخدم في  

 قسم النجارة هو:



- 83 - 
 

 جة()عدد الكراسي المنتxساعات لكل كرسي( 3)عدد الطاولات المنتجة(+)xساعات لكل طاولة( 4)

(4)x(t(+)3)x(k) 

 نشكل القيد الأول كما يلي:

 الوقت المتاح للنجارة الوقت المستخدم في النجارة 

4 t  +k  240 ساعة 

 نشكل القيد الثاني كما يلي:

 الوقت المتاح للطلاء الوقت المستخدم في الطلاء 

2 t  +1 k 100 ساعة 

تستطيع  لاكلا القيدان يمثلان الحد الأعلى لطاقة الانتاج و تأثير ذلك على الربح. فمثلاً،  

تستطيع  لاطاولة خلال فترة الانتاج لأن ذلك سيتعدى كلا القيدين. وكذلك الأمر  80الشركة انتاج 

 تعدى القيد الثاني.كراسي خلال فترة الانتاج لأن ذلك سي 10طاولة و  50الشركة انتاج 

. وهذه تسمى k  0وt  0يمكن أن يكون عدد الطاولات أو عدد الكراسي سالباً أي   لا         

       يمكننا الآن التعبير عن المسألة رياضياً كما يلي:قيود عدم السلبية. 

 t +50 k 70تعظيم الربح = 

 ة مرتبطة بالقيود التالية:وهذه العبار

4 t  +3 k  240 )ساعة )قيد النجارة 

2 t  +1 k  100 )ساعة )قيد الطلاء 

                                t  0    وk  0 

 رمجة الخطية الحل البياني لمسائل الب -6-4 

 التمثيل البياني للقيود 

، وذلك t  +3 k = 240 4ساعة،  يجب أولاً رسم المعادلة  t  +3 k  240 4لتمثيل القيد الأول 

حور ك. مبتعيين نقطتين، الأولى تقاطع خط المعادلة مع محور ط والثانية تقاطع خط المعادلة مع 

ما أي عند 4t =240أي عندما  k  =0حور ط عندما يكون عدد الكراسي يتقاطع خط المعادلة مع م

أي  t =0عندما يكون عدد الطاولات  k. يتقاطع خط المعادلة مع محور t=60يكون عدد الطاولات 

 .   k=80أي عندما يكون عدد الكراسي  3k  =240عندما 
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 1الشكل 

رق الحد دي عدد الكراسي. يمثل الخط الأزيمثل المحور الأفقي عدد الطاولات ويمثل المحور العمو

قطة كرسي أو أي ن 0طاولة  60طاولة أو  0كرسي و  80الأعلى لمتراجحة النجارة. يمكن تنجير 

لها . أي نقطة أسفل الخط وداخل المحورين يمث4t  +3k  =240على الخط الأزرق الذي معادلته 

. مثلاً: لى من الخط لا تمثلها المتراجحة. أي نقطة أع4t  +3k  <240الجزء الآخر من المتراجحة 

كرسي لا يتجاوز قيد  20طاولة و  30هذا يعني أن انتاج  240>180، 180(=20)3(+30)4

كرسي  40طاولة و  70هذا يعني أن انتاج  240<400، 400(=40)3(+70)4ساعات النجارة. 

 كرسي.    40لة و طاو 70يتجاوز قيد ساعات النجارة، أي لا تكفي ساعات النجارة لإنتاج 

، وذلك t  +1 k = 100 2ساعة، يجب أولاً رسم المعادلة  t  +1 k  100 2لتمثيل القيد الثاني 

. kحور موالثانية تقاطع خط المعادلة مع  tبتعيين نقطتين، الأولى تقاطع خط المعادلة مع محور 

دما أي عن 2t  =100أي عندما  k  =0الكراسي  عندما يكون عدد tيتقاطع خط المعادلة مع محور 

أي  t =0. يتقاطع خط المعادلة مع محور ك عندما يكون عدد الطاولات t=50يكون عدد الطاولات 

 .  k=100أي عندما يكون عدد الكراسي  1k  =100عندما 
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 2الشكل 

 50طاولة أو  0كرسي و  100يمثل الخط الأزرق الحد الأعلى لمتراجحة الطلاء. يمكن طلاء 

 . أي نقطة أسفل2t  +1k  =100كرسي أو أي نقطة على الخط الأزرق الذي معادلته  0طاولة 

ن م. أي نقطة أعلى 2t  +1k  <100الخط وداخل المحورين يمثلها الجزء الآخر من المتراجحة 

ة و ولطا 30هذا يعني أن طلاء  100>80، 80(= 20)1(+30)2الخط لا تمثلها المتراجحة. مثلاً: 

هذا يعني أن انتاج  100<180، 180(=40)1(+70)2كرسي لا يتجاوز قيد ساعات الطلاء.  20

لواحد كرسي يتجاوز قيد ساعات الطلاء، أي لا تكفي ساعات الطلاء في الأسبوع ا 40طاولة و  70

 كرسي.    40طاولة و  70لطلاء 

 

 3الشكل 

تراجحة )قيد( النجارة بينما يمثل الخط الأخضر يمثل الخط الأزرق الحد الأعلى لم 3في الشكل رقم 

الحد الأعلى لمتراجحة )قيد( الطلاء. تسمى المنطقة التي هي أدنى الخطين المنطقة الممكنة. المنطقة 
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الممكنة هي المنطقة التي تتوافق مع قيود المسألة )مسألة البرمجة الخطية(، فهي المنطقة التي تشترك 

 فيها جميع قيود المسألة. 

 كرسي خلال أسبوع )فترة الانتاج في 20طاولة و  30من الممكن إنتاج )نجارة وطلاء(  

 مسألتنا أسبوع( لأن هاتان الكميتان لا تتعديان قيدي المسألة لأن:

4 t  +3 k  240 ساعة 

 ساعة  240ساعة  180= ( 20) 3( + 30) 4

2 t  +1 k  100 ساعة 

2 (30 + )1 (20 = )80  100 ساعة 

ديان كرسي خلال أسبوع لأن هاتان الكميتان تتع 40طاولة و  70لا يمكن إنتاج )نجارة وطلاء( 

 قيدي المسألة )النجارة و الطلاء( لأن:

4 t  +3 k  240 ساعة 

 ساعة  240ساعة  400= ( 40) 3( + 70) 4

2 t +1 k  100 ساعة 

2 (70 + )1 (40 = )180  100 ساعة 

قيد تتعديان  كراسي خلال أسبوع لأن هاتان الكميتان 5طاولة و  50لا يمكن إنتاج )نجارة وطلاء( 

 لأن: الطلاء

4 t +3 k  240 ساعة 

 ساعة  240ساعة  215= ( 5) 3( + 50) 4

2 t  +k  100 ساعة 

2 (50 + )1 (5 = )105  100 ساعة 

 أسلوب الحل 

لأمثل هو تلك ال للمسألة. الحل بعد أن رسمنا بيانياً المنطقة الممكنة سنتوجه إلى إيجاد الحل الأمث

ن النقاط تقع النقطة التي تقع ضمن المنطقة الممكنة والتي تشير إلى الربح الأعلى. لكن هناك كثير م

 ضمن المنطقة الممكنة فكيف لنا معرفة تلك النقطة التي تعطينا أعلى ربح؟

  .هناك طرق مختلفة لإيجاد الحل الأمثل
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 المتساوية الربح.خطوط الانتاج طريقة  الأولى:

 أسرع طريقة تدعى خطوط الانتاج المتساوية الربح.

اح ضئيلة نبدأ التقنية بأن نجعل الأرباح تساوي قدراً ضئيلاً من المال. يمكن أن نختار أرب

تابة تابع ريال. هذا المقدار من الربح لا يتعدى قيدي المسألة. يمكن ك 2100لشركة الأثاث قدرها 

 .ريال  70t  +50k  =2100الهدف كما يلي:  

ات الممكنة تمثل معادلة الهدف خط ندعوه الخط الذي تتساوى فيه الأرباح، إنه يمثل كل الثنائي

ن أ. لرسم المستقيم على محوري الإحداثيات، نفرض 2100من ط و ك التي تتحقق معها النتيجة 

t=0 50فينتج أنk=2100  هذا يعني أنk=42  ثم نفرض أنk=0  70فينتج أنt=2100  هذا يعني

 . k=30أن 

 

 

 4الشكل 

. 4( فنحصل على الخط الأخضر في الشكل t=30 ،k=0( و )t=0 ،k=42نصل بين النقطتين )

 ريال. 2100كل النقاط الموجودة على الخط الأخضر تمثل حلولاً ممكنة لمعادلة الهدف التي تعطي 

 ظم للشركة.   ريال ليست الربح الأع 2100إذا نظرنا إلى الشكل ندرك أن  

 يتعدى لاريال. هذا المقدار من الربح  2800يمكن أن نختار أرباح أعلى لشركة الأثاث قدرها 

 قيدي المسألة. يمكن كتابة تابع الهدف كما يلي: 

 70t  +50k  =2800 

تمثل معادلة الهدف خط ندعوه خط تتساوى فيه الأرباح وهو يمثل كل الثنائيات الممكنة من 

t  و k ريال. لرسم المستقيم على محوري الإحداثيات، نفرض  2800تتحقق معها أرباح قدرها التي
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هذا  70t=2800فينتج أن  k=0ثم نفرض أن  k=56هذا يعني أن  2800ك=50فينتج أن  t=0أن 

 . t=40يعني أن 

 

 

 5الشكل 

لشكل ( فنحصل على الخط الأزرق الغامق في اt=40 ،k=0( و )t=0 ،k=56نصل بين النقطتين )

ي تعطي . كل النقاط الموجودة على الخط الأزرق الغامق تمثل حلولاً ممكنة لمعادلة الهدف الت5

 ريال. 2800

 ريال ليست الربح الأعظم للشركة.    2800إذا نظرنا إلى الشكل ندرك أن  

 يتعدى لاريال. هذا المقدار من الربح  3500يمكن أن نختار أرباح أعلى لشركة الأثاث قدرها 

 قيدي المسألة. يمكن كتابة تابع الهدف كما يلي: 

 70t  +50k  =3500. 

نة من تمثل معادلة الهدف خط ندعوه خط تتساوى فيه الأرباح وهو يمثل كل الثنائيات الممك

t  وk  نفرض  ريال. لرسم المستقيم على محوري الإحداثيات، 3500التي تتحقق معها أرباح قدرها

هذا  70t=3500فينتج أن  k=0ثم نفرض أن  k=70هذا يعني أن  k50=3500فينتج أن  t=0أن 

 . t=50يعني أن 
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 6الشكل 

( فنحصل على الخط الأزرق الفاتح في الشكل t=50 ،k=0( و )t=0 ،k=70نصل بين النقطتين )

ي تعطي أرباح . كل النقاط الموجودة على الخط الأزرق الفاتح تمثل حلولاً ممكنة لمعادلة الهدف الت6

 ريال. 3500درها ق

عن  ريال ليست الربح الأعظم للشركة. كلما ابتعدنا 3500إذا نظرنا إلى الشكل ندرك أن  

 المبدأ أكثر بمستقيمات موازية كلما زاد الربح أكثر.    

طة هي تقاطع نأخذ أعلى مستقيم بالنسبة للمبدأ لايزال يلمس نقطة من المنطقة الممكنة هذه النق

 لقيدين:ا(. نحصل على هذه النقطة بحل معادلتي t=30 ،k=40هذه النقطة توافق )مستقيمي القيدين. 

4 t  +3 k = 240 )ساعة )معادلة القيد الأول: النجارة 

2 t  +1 k = 100 )ساعة )معادلة القيد الثاني: الطلاء 

 :tمن المعادلة الأولى نستخرج قيمة 

   t
k




4

2403
  

 ثانية:نعوضها في المعادلة ال

2 (60 -  0.75k + )k  =100 

120 – 0.5 k  =100 

0.5 k  =20 

k  =40  :2نعوض قيمة ك في المعادلة الثانيةt  +40  =100  نستنتج أنt  =30 

 نعوض هذه النقطة في معادلة الهدف:

 ريالاً  70t +50 k  =70(30 + )50(40 = )2100  +2000  =4100الربح =  
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 ريالاً.  4100كرسياً يعطي ربحاً قدره  40طاولة و  30إذاً إنتاج 

 طريقة نقاط الزواياالثانية:  

منطقة الممكنة في تعتمد هذه الطريقة على النظر إلى رسم المنطقة الممكنة بعد رسم القيدين وإذا نظرنا إلى ال

 الرسم التالي نجد أربع زوايا لكل زاوية نقطة.

 

 

 7الشكل 

 (،t=50 ،k=0واقعة على محور الطاولات ) (، نقطة أخرىt=0 ،k=0نقطة المبدأ )

، t=30)(، النقطة الرابعة وهي تقاطع القيدين t=0 ،k=80نقطة أخرى واقعة على محور الكراسي ) 

k=40ة الهدف.(. الجدول التالي يتضمن الحالات الأربع والربح في كل حالة بعد التعويض في معادل 

 الربح )ريال( عدد الكراسي عدد الطاولات

0 0 0 

50 0 3500 

0 80 4000 

30 40 4100 

 إذا كانت المسألة تحوي على أكثر من متغيرين يفضل الاعتماد على برامج الكومبيوتر.  

 الموارد غير المستخدمة والفائض -6-5

د غير إضافةً إلى معرفة الحل الأمثل، من المفيد أن نعرف أين استخدمت الموارد وماهي الموار

 الفائض. المستخدمة وما هو 

 الموارد المستخدمة –الموارد غير المستخدمة = الموارد المتاحة 

 ( لا يوجد موارد غير مستخدمة، لأن:t=30 ،k=40في الحل الأمثل ) 

 0= 240الموارد المستخدمة:  – 240الموارد غير المستخدمة = الموارد المتاحة: 
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سيكون  كرسياً، 25ررت الشركة إنتاج ساعة نجارة متاحة. فإذا ق 240في مثال شركة الأثاث يوجد 

 (4t +k3  =4(20 + )3(25 = )155لدينا )

  85=  155الموارد المستخدمة:  –  240الموارد غير المستخدمة = الموارد المتاحة:

 الموارد غير المستخدمة تتعلق في القيد الذي يحد من الأعلى 

 ( ساعة t  +3 k  240 4)يساوي أو أقل، مثال: 

 الفائض

ل. على الأق 42لنفرض أن هناك قيد ينص على أنه يجب أن يكون عدد الطاولات والكراسي معاً 

 فيكون الفائض كما يلي: 45ولنفرض أن الشركة أنتجت 

 3=  42 – 45الفائض = 

 الفائض يتعلق في القيد الذي يحد من الأدنى

 (ساعة t  +3 k  240 4)يساوي أو أكبر، مثال:  

 المقارنة بين طريقة مستقيمات الربح وطريقة نقاط الزوايا

 طريقة نقاط الزوايا طريقة مستقيمات الربح

 رسم القيود وأوجد المنطقة الممكنةن .1 نرسم القيود وأوجد المنطقة الممكنة .1

نختار أحد خطوط الربح )أو التكلفة(  .2
 وارسمه لإيجاد ميله. 

 ط الزوايا في المنطقة الممكنة نوجد نقا .2

نحرك خط تابع الهدف باتجاه رفع الربح  .3
)أو خفض التكلفة( مع المحافظة على 

 ميل المستقيم. آخر نقطة يلمسها المستقيم
من المنطقة الممكنة هي نقطة الحل 

 الأمثل.  

 نحسب الربح )أو التكلفة( لكل نقطة من نقاط .3

 زوايا المنطقة الممكنة.

م متغيرات )الكراسي نوجد قي .4
والطاولات( القرار عند تلك النقطة 

 الأخيرة لكي نحسب الربح )أو التكلفة(.

فضل نختار النقطة التي يأخذ فيها تابع الربح أ .4

. تلك النقطة تمثل الحل 3قيمة في الخطوة 

 الأمثل.   

 أربع حالات خاصة في البرمجة الخطية: -6-6

 كنالحالة الأولى: عدم وجود حل مم

د وهذا عندما لايكون هناك حل يتوافق مع كل القيو في مسائل البرمجة الخطيةنصادف هذه الحالة 

لمثال ايعني عدم وجود منطقة حل ممكنة. وهذا يحدث عندما تكون هناك قيود متناقضة. وعلى سبيل 

قل لأطاولة على ا 300نفرض أن مدير المبيعات في شركة الأثاث وضع شرط بموجبه يتوجب إنتاج 

أكثر من  ( لتلبية الطلب، بينما وضع مدير الإنتاج في الشركة شرطاً بموجبه لايمكن إنتلج300)ط

 نة. لقلة الخشب المخزنة، في هذه الحالة لايمكن إيجاد منطقة حل ممك ( نظراً 220طاولة )ط 220

 مثال:
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 لتكن لدينا القيود التالية:

6   X1 + 2X2 

8   2X1 + X2 

  7     X1 

 

 8الشكل 

 .  X2بينما يمثل المحور العمودي المتغير  X1يمثل المحور الأفقي المتغير 

ي. يوجد حل قيد الثانيمثل الخط الأزرق وما تحته القيد الأول بينما يمثل الخط الأحمر وما تحته ال

لشكل نجد افي هذا مشترك لهذين القيدين. يمثل الخط الأخضر ومابعده باتجاه اليسار القيد الثالث. 

 منطقة حل ممكنة لأول قيدين ولكن لايوجد منطقة حل ممكنة للقيود الثلاثة.  

 المنطقة غير المحدودة: ثانيةالحالة ال

ع جميع تتوافق مهذه المنطقة الممكنة  البرمجة الخطية،في مسائل قد نجد منطقة حل مشترك ممكنة 

 .اتجاه ما نتيجة عدم وجود حل نهائيبمفتوحة تكون  قدها القيود ولكن

 مثال:

 t  +5 k 3تعظيم الربح = 

 وهذه العبارة مرتبطة بالقيود التالية:

t    5 

k    10 

t  +2 k  10  
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                         t  0    وk  0   

 

 9الشكل 

 يمثل المحور الأفقي المتغير ط بينما يمثل المحور العمودي المتغير ك.

(،  يمثل الخط الأخضر وما تحت t  5يمثل الخط الأحمر وما بعد الخط الأحمر باتجاه اليسار القيد )

 (.t  +2 k  10(، يمثل الخط الأزرق وما فوق الخط الأزرق القيد )k  10الخط الأخضر القيد )

 نهائي منهذا يشير إلى أنه قد صيغت المسألة بشكل غير متقن. إنه شيء جيد أن تنتج الشركة عدد لا

 الطاولات وأن يكون لديها ربح غير نهائي. ولكن لايوجد شركة لديها موارد غير محدودة. 

 القيود غير المؤثرة: ثالثةالحالة ال

 وهي القيود التي لاتؤثر على منطقة الحل الممكنة في مسائل البرمجة الخطية. 

 مثال:

 t  +2 k 1تعظيم الربح = 

 وهذه العبارة مرتبطة بالقيود التالية:

t   +k  20  

2t   +k  30 

t  25  

                                t  0    وk  0 
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 10الشكل 

 تغير ك.بينما يمثل المحور العمودي الم tيمثل المحور الأفقي المتغير 

(،  يمثل الخط الأزرق وما تحت t   +k  20يمثل الخط الأزرق وما تحت الخط الأزرق القيد )

د (، يمثل الخط الأخضر وما قبل الخط الأخضر باتجاه اليمين القي2t   +k  30الخط الأزرق القيد )

(t  25.) 

 حلول المثلى البديلةال: رابعةالحالة ال

لهدف مع قد يكون لمسائل البرمجة الخطية أكثر من حل أمثل. يحدث هذا عندما يتوازى خط معادلة ا

 معادلة أحد قيود المسألة. 

 مثال:

 t  +2 k 3تعظيم الربح = 

 وهذه العبارة مرتبطة بالقيود التالية:

6 t  +4 k  24  

t  3  

                                t  0    وk  0 

0

5

10

15

20

25

30

35

051015202530



- 95 - 
 

 

 11الشكل 

ريالات  9ا كما نرى في الشكل أعلاه أن خط الأرباح المتساوية والذي رسم على أساس أرباح قدره

 ومعادلته

(3 t  +2 k  =9يتوازى مع مستقي )( 6م معادلة القيد t  +4 k  =24 .)لأرباح ومع رفع مستقيم ا

ل )أو نفس الأخضر  نحوالأعلى سينطبق على المستقيم الأزرق مستقيم القيد لأن للمستقيمن نفس المي

( التي 1.5، 3( و النقطة )6، 0زاوية الميل( وبالنتيجة أي نقطة على المستقيم الأزرق بين النقطة )

نها يعطينا الأزرق مع الأحمر هي نقطة حل أمثل أي لدينا حلول مثلى كثيرة كل مهي تقاطع المستقيم 

لأفضل اتركيب مختلف لعدد الطاولات والكراسي. وهذا يعطي مرونة كبير للإدارة لاختيار المزيج 

 من الطاولات والكراسي.     

 تحليل الحساسية -6-9

بتة و الموارد على افتراضات محددة. الأسعار ثا إن حلول البرمجة الخطية التي ناقشناها سابقاً تعتمد

يير. فكيف معروفة  والوقت اللازم لانتاج وحدة واحدة محدد. لكن الواقع مختلف، كل شيء قابل للتغ

 يمكن حل هذا التناقض؟

الة هناك طريقة واحدة لحل هذا التناقض، هو أن نعامل كل مسألة برمجة خطية على أنها ح 

يانات. ندما نجد حل أمثل، نلاحظ حساسية ذلك الحل لافترضات النموذج والبمحددة غير متغيرة. ع

ر الحل وكيف ريالات، كيف يتغي 5ريال بدلاً من  5.5فعلى سبيل المثال، إذا تبين أن أرباح شركة هي 

هل  ساعات، 3ساعات أو أضيف لزمن تشغيل الآلات  10تتغير الأرباح؟ إذا أضيف لساعات العمل 

( 1: )اب المسألة؟ نستخدم مثل هذا التحليل لفحص تأثير التغيرات في ثلاثة حقولهذا سيغير جو

( 3يود( و )( المعاملات التقنية )الأرقام في معادلات الق2المعدلات التي يساهم بها كل متغير و )

ي ف 24لكمية االموارد المتاحة )كمية الموارد التي تظهر في الطرف الأيسر من معادلات القيود مثلاً 

. نسمي هذا التحليل "تحليل الحساسية" وهو تحليل يعقب إيجاد t  +4 k  24 6معادلة القيد التالي: 

 الحل الأمثل. 

%؟ ماذا لو لم 10بنسبة  1يتضمن تحليل الحساسية أسئلة مثل: ماذا لو زاد ربح المنتج رقم  

أن تحليل الحساسية لايتعامل فقط مع الأخطاء في تقدير  يتوفر المبلغ اللازم لتلبية قيد الإعلان؟ نرى
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مدخلات نموذج البرمجة الخطية ولكنه يتعامل أيضاً مع التجارب الإدارية المتعلقة بالتغيرات التي 

 يمكن أن تطرأ على الشركة وتؤثر على أرباح الشركة.

والخطأ.  ريقة التجربةهناك طريقتين لتحديد مدى حساسية الحل الأمثل للتغيرات. الأولى هي ط 

فضل حلها تتضمن هذه الطريقة عادةً إعادة حل المسألة من جديد مع كل تغيير في المدخلات، لذلك ي

، نحاول إيجاد عن طريق الكومبيوتر. الطريقة الثانية هي طريقة التحليل الذي يعقب إيجاد الحل الأمثل

إعادة حل  على الحل الأمثل وهذا يتم دونمجموعة من التغييرات في مدخلات المسألة والتي لا تؤثر 

 المسألة بالكامل من جديد.

 سنقوم فيما يلي بإجراء تحليل الحساسية لمسألة برمجة خطية كمثال توضيحي: 

 مثال

( وتصنع أجهزة استقبال )ريسيفر(. كل من هذه CDتصنع إحدى الشركات أجهزة تشغيل أقرص )

ركة بتشكيل المهنية التي لا تتوفر بشكل مستمر. قامت الشالمنتجات يتطلب كمية معينة من المهارات 

 البرمجة الخطية للمسألة كما يلي:

 120 (x2)(+ x1) 50تعظيم الربح = 

 وهذه العبارة مرتبطة بالقيود التالية:

2 (x1 + )4 (x2  ) 80 )ساعة عمل من العمالة الماهرة في مجال الإلكترونيات( 

3 (x1+ ) 1 (x2  ) 60 )ساعة عمل من العمالة الماهرة في مجال التكنلوجيا السمعية( 

                               x1  0    وx2  0 

 نحل المسألة بيانياً كما يلي:

 

 12الشكل
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 مجموع الأرباح
الكمية من أجهزة 

 ربح الوحدة تستقبلامال
كمية من أجهزة 

 ربح الوحدة صاقرلأ ليشغت
0 0 120 0 50 

1000 0 120 20 50 

2400 20 120 0 50 
2240 12 120 16 50 

 

يل الأقراص جهاز من أجهزة تشغ 0من الرسم البياني واعتماداً على الافتراضات المحددة، يجب إنتاج 

ا عدنا إلى إذريالاً.   2400يعطي أرباحاً أسبوعية قدرها  جهازاً من أجهزة المستقبلات. وهذا 20و 

 القيود نجد:

2 (x1 + )4 (x2  ) 80 (ساعة عمل من العمالة الماهرة في مجال الإلكترونيات) 

 بالنسبة للقيد الأول هناك استغلال كامل لساعات العمل 80( = 20)4( + 0)2

3 (x1 + )1 (x2  ) 60 (ساعة عمل من العمالة الماهرة في مجال التكنلوجيا السمعية) 

 

 ساعة غير مستغلة 40بالنسبة للقيد الثاني هناك  20( = 20)1( + 0)3

 التغيرات في معامل تابع الهدف

عني أنه يفي الواقع، تتقلب معدلات الأرباح أو معدلات التكاليف في تابع الهدف بشكل دوري. هذا 

 مع ثبات المنطقة الممكنة تتغير زاوية خط الأرباح )أو خط التكاليف(.
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 الباب السابع
الاقتصادية في الرياضيات مقدمة 

 والمالية
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 في نهاية هذا الفصل، يجب أن يكون الطالب قادراً على أهداف التعلم:

 ضي لحل مسائل الاقتصاد.التعرف على أسلوب الريا .1

غة نقل الموضوع الاقتصادي من لغة الاقتصاد إلى لالتعرف على كيفية  .2

 .الرياضيات

 فهم القضايا وطرق النمذجة الرياضية للمسائل الاقتصادية. .3

 النماذج الاقتصادية الرياضية ومراحل أنواعالتعرف  .4

استخدام الطرق الرياضية والبرمجة الخطية لحل المسائل  .5

 ادية.الاقتص

 

 

 في نهاية هذا الفصل، يجب أن يكون الطالب قادراً على أهداف التعلم:

 التعرف على أسلوب الرياضي لحل مسائل الاقتصاد. .6

غة نقل الموضوع الاقتصادي من لغة الاقتصاد إلى لالتعرف على كيفية  .7

 .الرياضيات

 فهم القضايا وطرق النمذجة الرياضية للمسائل الاقتصادية. .8

 النماذج الاقتصادية الرياضية ومراحل عأنواالتعرف  .9

استخدام الطرق الرياضية والبرمجة الخطية لحل المسائل  .10

 الاقتصادية.

 

 مواضيع الفصل

 تعريف الاقتصاد الرياضي. .1

 النمذجة الاقتصادية الرياضية أنواعها ومراحلها.  .2

 استخدام الرياضيات في الاقتصاد. .3

 

 

 مواضيع الفصل

 تعريف الاقتصاد الرياضي. .4

 النمذجة الاقتصادية الرياضية أنواعها ومراحلها.  .5

 استخدام الرياضيات في الاقتصاد. .6
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 نبذة تاريخية -7-1

ً الرياضيات تستحق ان تسمى سي دة العلوم، لأنه لا يمكن أن يسمى العلم علماً دق  Exact science يقا

شاكله وإثبات مإلا إذا استطاع أن يستخدم الرياضيات كأداة خادمة )أو لغة( للتعبير عن مكنوناته وحل 

اسة نظرياته. من ذلك ظهرت الرياضيات التطبيقية التي هي فرع من فروع الرياضيات، تهتم بدر

رة الأعمال والصناعة. وتطوير أساليب الرياضيات التي تستخدم في العلوم والهندسة وإدا

 .فالرياضيات التطبيقية هي علوم الرياضيات مضافة إليها معارف مجال آخر ما

دام النظريات وهو العلم الذي يقوم باستخ الرياضي،ومن اهم اقسام الرياضيات التطبيقية هو الاقتصاد 

طبيق أخرى هو توالقوانين الرياضية في علم الرياضيات وتطبيقاتها في علم الاقتصاد، وبعبارة 

الرياضي  الطرق الرياضية في التقييم العملي للعلاقات الاقتصادية والمالية . ويستخدم الاقتصاد

 .أساليب تحليل التفاضل والتكامل ومناهج المصفوفات الجبرية

لسابع ااذ إن استخدام علم الرياضيات في خدمة التحليل الاجتماعي والاقتصادي يعود إلى القرن 

لألمانية، ذلك أنتشر بين الاساتذة العاملين في حقل الاقتصاد، لا سيما في الجامعات اعشر، وبعد 

وهو أسلوب التدريس الذي ظهر وتناول على وجه التحديد الاسس الرياضية مع عرض مفصل 

 الأسلوببللبيانات ولأنها تتعلق بالإدارة العامة للاقتصاد. الاستاذ )غوتفريد( حاضر الاقتصاد 

خصوصا في الإحصاءات، وفي الوقت نفسه، قامت مجموعة صغيرة من الأساتذة في الرياضي، و

ور جامعة انكلترا باستخدام الوسيلة الرياضية في بحث عن "المنطق من قبل شخصيات على الأم

 .المتعلقة بالحكومة" ويشار إلى هذه الممارسة في الاقتصاد السياسي

يث كله قتصاد الرياضي بل أصبح علم الاقتصاد الحداما اليوم لا يكاد يوجد شيء مستقل اسمه الا

يه يكتب بلغة الرياضيات فلا يستطيع المتخصص الأكاديمي )كأساتذة الجامعات( الذي يفرض عل

غة في علم تخصصه متابعة ما تنشره الدوريات الأكاديمية ما لم يكن ملما بالرياضيات المستخدمة كل

 .الاقتصاد

البارزين  رائدة والدوريات الأكاديمية المرموقة وجميع الاقتصاديينهكذا أصبحت جميع الجامعات ال

  .)كالذين يرشحون لجائزة نوبل مؤخرا( هم الذين يستخدمون الرياضيات كلغة في كتاباتهم

ة الموارد من أوائل الرواد في إدخال الرياضيات إلى علم الاقتصاد هو )هارولد هوتلنق( واضع نظري

 . لم يستوعبها كثير من الذين يكتبون عن اقتصاديات الطاقةالناضبة التي حتى الآن 

 لاقتصاد الرياضيا-7-2

م بعض جوانب النظرية الرياضية كأداة يستخد التحليل الاقتصادي هو أسلوب و منهج في صياغة

لمقارنة عبر العلاقات وا للقياس الكمي في تحليل و رض بعض القضايا الاقتصادية وخاصة القابلة

 الاقتصاد وعلم الرياضيات الرياضية. ويشكل الاقتصاد الرياضي التمازج والتقاطع بين علم

https://www.marefa.org/%D8%AA%D8%AD%D9%84%D9%8A%D9%84_%D8%A7%D9%82%D8%AA%D8%B5%D8%A7%D8%AF%D9%8A
https://www.marefa.org/%D8%AA%D8%AD%D9%84%D9%8A%D9%84_%D8%A7%D9%82%D8%AA%D8%B5%D8%A7%D8%AF%D9%8A
https://www.marefa.org/index.php?title=%D9%82%D9%8A%D8%A7%D8%B3_%D9%83%D9%85%D9%8A&action=edit&redlink=1
https://www.marefa.org/index.php?title=%D9%82%D9%8A%D8%A7%D8%B3_%D9%83%D9%85%D9%8A&action=edit&redlink=1
https://www.marefa.org/%D8%A7%D9%84%D8%B1%D9%8A%D8%A7%D8%B6%D9%8A%D8%A7%D8%AA
https://www.marefa.org/%D8%A7%D9%84%D8%B1%D9%8A%D8%A7%D8%B6%D9%8A%D8%A7%D8%AA
https://www.marefa.org/%D8%A7%D9%84%D8%A7%D9%82%D8%AA%D8%B5%D8%A7%D8%AF
https://www.marefa.org/%D8%A7%D9%84%D8%A7%D9%82%D8%AA%D8%B5%D8%A7%D8%AF
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يعد علم الاقتصاد الرياضي من العلوم الحديثة بالمقارنة مع علم الرياضيات و علم الاقتصاد ، و هو 

يسعى إلى نمذجة المسائل الاقتصادية و لا يعتبر فرعاً من فروع علم الاقتصاد و إنما هو عبارة عن 

و هو علم متنامي مع دخول  , التخطيط الاقتصادي اضي في التحليل الاقتصادي وأسلوب و منهج ري

 .قاييس الكميةعصر الحوسبة و استخدام الم

 لنمذجة الاقتصادية الرياضيةا-7-3

ة المعاكسة تتم بنقل الموضوع الاقتصادي من لغة الاقتصاد إلى لغة الرياضيات عبر قواعد محددة و العملي

 .فتسمى التفسير الاقتصادي لنتائج الحلول الرياضية

 النموذج الاقتصادي الرياضي

بعلاقة  كل معادلات ومتحولات ترتبط فيما بينهامجموعة من المؤشرات الرئيسية التي تصاغ بش
 .كمية و تمثل الظواهر بشكل مختزل و مبسط تفيد في تحليلها دراسة ظواهر مباشرة

 أنواع النماذج الاقتصادية الرياضية

 نماذج النظرية التحليلية والنماذج التطبيقية. 

 النماذج الحتمية )اليقينية( والنماذج الاحتمالية. 

 ازنية والنماذج المثلويةالنماذج التو. 

 النماذج الجزئية والنماذج الكلية. 

 )النماذج البسيطة والنماذج المركبة) المعقدة. 

 النماذج الخطية والنماذج غير الخطية. 

 النماذج السكونية والنماذج الديناميكية. 

 مراحل النموذج الاقتصادي الرياضي

 والمشكلات التي يراد حلها والهدف من الحل المشكلة الاقتصادية وضع وتحديد. 

 للنموذج تحضير المعلومات والبيانات الأولية. 

 علاقات رياضية بناء النموذج الرياضي والتعبير بشكل. 

  ً  .الحل الرقمي للمسألة يدوياً أو حاسوبيا

 الاقتصاد لغة التفسير الاقتصادي لنتائج الحل الرياضي عبر تحويلها إلى. 

 مواضيع الاقتصاد الرياضي

 الأساليب الرياضية في نظريات الانتاج والتكاليف والربح. 

 التوابع الأسية ونماذج النمو الاقتصادي. 

 الأساليب الرياضية في الاستهلاك. 

  الرياضيالتوازن. 

 البرمجة الخطية. 

https://www.marefa.org/%D8%A7%D9%84%D8%AA%D8%AE%D8%B7%D9%8A%D8%B7_%D8%A7%D9%84%D8%A7%D9%82%D8%AA%D8%B5%D8%A7%D8%AF%D9%8A
https://www.marefa.org/%D8%A7%D9%84%D8%AA%D8%AE%D8%B7%D9%8A%D8%B7_%D8%A7%D9%84%D8%A7%D9%82%D8%AA%D8%B5%D8%A7%D8%AF%D9%8A
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%84%D9%85%D8%B4%D9%83%D9%84%D8%A9_%D8%A7%D9%84%D8%A7%D9%82%D8%AA%D8%B5%D8%A7%D8%AF%D9%8A%D8%A9
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%84%D9%85%D8%B4%D9%83%D9%84%D8%A9_%D8%A7%D9%84%D8%A7%D9%82%D8%AA%D8%B5%D8%A7%D8%AF%D9%8A%D8%A9
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%86%D9%85%D9%88%D8%B0%D8%AC_(%D8%AA%D9%88%D8%B6%D9%8A%D8%AD)
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%86%D9%85%D9%88%D8%B0%D8%AC_(%D8%AA%D9%88%D8%B6%D9%8A%D8%AD)
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%B9%D9%85%D9%84%D9%8A%D8%A9_(%D8%B1%D9%8A%D8%A7%D8%B6%D9%8A%D8%A7%D8%AA)
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%B9%D9%85%D9%84%D9%8A%D8%A9_(%D8%B1%D9%8A%D8%A7%D8%B6%D9%8A%D8%A7%D8%AA)
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%84%D8%BA%D8%A9
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D9%84%D8%BA%D8%A9
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%82%D8%AA%D8%B5%D8%A7%D8%AF_(%D8%B9%D9%84%D9%85)
https://ar.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%82%D8%AA%D8%B5%D8%A7%D8%AF_(%D8%B9%D9%84%D9%85)
https://www.marefa.org/index.php?title=%D8%A7%D9%84%D8%A8%D8%B1%D9%85%D8%AC%D8%A9_%D8%A7%D9%84%D8%AE%D8%B7%D9%8A%D8%A9&action=edit&redlink=1


- 102 - 
 

 "التحليل الاقتصادي"  استخدام الرياضيات في الاقتصاد-7-4
 

 

 

  لاقتصاد:

لحرة على هو دراسة استخدام الموارد الاقتصادية في السوق. غالباً ما تعتمد اقتصادات السوق ا

ة الرئيسية هذه المعلومات لقياس الظروف الاقتصادية الحالية. أما التحليل الاقتصادي فهو الأدا

ف التحليل الاقتصادي عمومًا بأالمستخدمة لحساب اقتصاد الناتج المحلي للأمم وي   نه نهج منظم عر 

ن هذا التحليل لتحديد الاستخدام الأمثل للموارد الاقتصادية النادرة أو المحدودة. غالباً ما يتضم

 عدة افتراضات أو قيود موجودة في السوق الحرة.

 :التحليل الاقتصادي حقائق

تعرف ة معلومات محددة في الاقتصاد. ويستخدم التحليل الاقتصادي غالباً أساليب كمية لمعاين

ارنة التحليل الأساليب الكمية بالعمليات الحسابية أو الإحصائية حيث تزود الاقتصاديين بمؤشرات لمق

اعًا مختلفة الاقتصادي الحالي بذلك الذي كان في فترات سابقة. وغالباً ما يستخدم الاقتصاديون أنو

ت استدلالات أو نظريات تكون كلها مدعومة بحاسبا من الرياضيات لدعم أحكامهم الشخصية أو

 رياضية ذات مغزى

 :التفاضل والتكامل

التفاضل والتكامل هو النوع الأكثر شيوعًا من الرياضيات في الاقتصاد. وهو يتضمن استخدام صيغ 

اس مختلفة لحساب النهايات والاقترانات والمشتقات، يستخدم العديد من الاقتصاديين التفاضل عند قي

المعلومات الاقتصادية. إن التفاضل هو قياس محدد للمشتقات المتعلقة باقترانات محددة. في 

المصطلحات الأساسية، ي مَث ل الاقتران عادة بخط مستقيم يعرف بالمماس؛ وهو يمثل الوظيفة الاساسية 
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ا( في الخط للاقتران. أما المشتقة فهي أي تغير في المماس ويمثل بالانحراف )صعودًا أو هبوطً 

 الأصلي

 كيف يتم استخدام التفاضل والتكامل؟

ن هذه النماذج الاقتصادية هي العنصر الرئيسي في التحليل الاقتصادي، حيث يستخدم الاقتصاديو

الطلب والنماذج لوصف اقترانات تمثل وظائف مختلفة في السوق الاقتصادي، الرسم البياني للعرض 

تحديد صادية. يتم تطبيق التفاضل على نماذج العرض والطلب لهو مثال أساسي على النماذج الاقت

ا كيف لعوامل مختلفة أن تحول الخطوط التي تمثل العرض والطلب في السوق الاقتصادي. وأيضً 

تستخدم النماذج الاقتصادية لإثبات أو دحض نظريات واستنتاجات مختلفة مقترحة من قبل 

 الاقتصاديين.

 لا بد منها اعتبارات-7-5

ذج الاقتصادية، لتحليل الاقتصادي جيد فقط بحكم الأرقام المستخدمة في المعادلات الرياضية والنماا 

ير يمكن لانحرافات طفيفة في هذه الأرقام أن تقدم صعوبات كبيرة عند محاولة تفسير أو تبر

رة من بيالاتجاهات الاقتصادية. يخطط عادة الاقتصاديون لمثل هذه الأخطاء ويحاولون أخذ عينة ك

حرافات في المعلومات الاقتصادية من السوق، حيث يمكن لهذه العينات الكبيرة التقليل من أثر الان

 المعلومات الاقتصادية.

 التحليل الاقتصادي أهمية-7-6

ات يمكن لأصحاب الأعمال استخدام المعلومات الاقتصادية لمساعدتهم في توقع توقعات المبيع

د وضع خطط دام التحليل الاقتصادي في العمل هو أداة إدارية هامة عنلعملياتهم التجارية. إن استخ

لتقنية عند العمل والقرارات، لا يطلب أصحاب الأعمال عادة الاستخدام الثقيل لمفاهيم الرياضيات ا

يين واتخاذ تحليل المعلومات الاقتصادية، يمكنهم فقط استخدام المعلومات المقدمة من قبل الاقتصاد

 ساسية المتعلقة بالعمليات التجارية من هذه النماذج الاقتصاديةالقرارات الأ


