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 الفصل الأول

 )Probability(الإحتمال  -1
 

 مقدمة  (  1-1-1)

ذا ها في هسنراجع هنا بعض المواضيع التي سبق دراستها في مقررات سابقة لحاجتنا إلي      

 يعطي لا الظروف نفس تحت ما تجربة إجراء تكرار أن نلاحظ التجريبية العلوم في. المقرر

. نةالممك النتائج من مجموعة النوع ذلك من تجربة لكل أن يعني وهذا. النتائج نفس بالضرورة

 .لتجاربا لتلك معينة نتائج وقوع احتمال حساب الإحتمال علم مباحث ومن

 تعاريف أساسية   )1-1-2(

 : )Random Experiment(التجربة العشوائية  .1

 اإجرائه تكرار عند النتيجة نفس بالضرورة تعطي لا تجربة كل هي العشوائية التجربة
 . الممكنة نتائجها لجميع المسبق علمنا مع

 :أمثلة

 . T الكتابة أو H الصورة ظهور: نتائجها واحدة، مرة عملة رمي .أ
 أو 5او 4أو 3أو 2أو 1 عليه المكتوب السطح ظهور: نتائجها نرد، حجر رمي .ب

6. 

: نتائجها ، الإنتاج في والسليم منها المعيب لمعرفة مصنع إنتاج من عينة سحب. ج
 .معيبة أو سليمة

 : )Sample Space(فضاء العينة  .1

 لهذه الممكنة النتائج جميع من المكونة المجموعة وه عشوائية لتجربة العينة فضاء
 عناصرها عدد حيث من العينة فضاءات وتنقسم. Sأو Ω بالرمز له ويرمز. التجربة

 :هي أنواع ثلاثة إلى
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 .العناصر من محدود عدد على يحتوي  الذي وهو  : للعد وقابل منته، فضاء .أ
 :هو لها العينة ءافض مرات، ثلاث عملة رمي تجربة :مثال

 TTT TTH, THT, THH, HTT, HTH, HHT, HHH, 

 n(Ω) = 8:   بـ لذلك يرمز ، ثمانية عناصره عدد     

 العناصر من نهائي لا عدد على يحتوي  الذي وهو :للعد وقابل منته، غير فضاء .ب
 . للعد قابلة لكنها
 :هولها العينة فضاء .H الصورة تظهر حتى نقود قطعة إلقاء هي التجربة :مثال

  TTTTH, TTTH, TTH, TH, H, 

 العناصر لكن التجربة هذه ستنتهي متى نعلم لا حيث نهائي لا العناصر فعدد
  .وهكذا....الثالث، TTH الثاني، TH ، الأول العنصر هو H حيث للعد بلةاق

 H الصورة تظهر حتى العملة لإلقاء اللازمة المرات لعدد العينة فضاء أردنا ولو
   : لكان التجربة هذه في  5, 4, 3, 2, 1, 

 :للعد قابل وغير منته، غير فضاء .ج
 لا أي. عدها يمكن لا التي العناصر من نهائي لا عدد على يحتوي  الذي وهو

 الطبيعية الأعداد مجموعة وعناصر عناصره بين أحادي تناظر إيجاد يمكن
{1,2,3….}. 

 معينة فترة داخل الحقيقية الأعداد كل هي الفضاء هذا عناصر أن يعني وهذا
)a,b( أن أي:     ),(: baxx  

 . الحرارة ودرجات الأوزان و الأعمار :مثال

     (ج )في الفضاءات بينما( منفصلة) متقطعة فضاءات(  ب ، أ ) في الفضاءات أن لاحظ
 (.مستمرة) متصلة
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 :)Event(الحادثة  .3

 أو A,B,C,… بالحروف لها ويرمز.  العينة فضاء من جزئية مجموعة أي هي الحادثة
…..,3,A2,A1A. 

 .التجربة إجراء عند عناصرها أحد ظهر إذا وقعت هانأ دثةاالح عن ونقول

 :هما قسمين إلى عناصرها عدد حيث من الحوادث تقسم و

 :(Elementary Event) بسيطة حادثة.   أ

 .العينة فضاء عناصر من واحد عنصر على تحتوي  التي الحادثة هي     

 :(Compound Event) حادثة مركبة .ب
 .العينة فضاء عناصر من أكثر أو عنصرين على تحتوي  التي الحادثة هي

 : هي أقسام ثلاثة إلى وقوعها حيث من الحوادث تقسم وكذلك  

 :(Sure Event) حادثة مؤكدة .أ

 يوه) Ω أو S بالرمز لها ويرمز. التجربة إجراء عند دائما تقع التي الحادثة هي
 حادثة؟ هي لماذا    (.العينة فضاء

 :(Impossible Event) مستحيلة حادثة .ب

 وهي. ) بالرمز لها ويرمز. التجربة إجراء عند تقع أن يمكن لا التي الحادثة هي
 .حادثة؟ هي لماذا  (. الخالية المجموعة

 :(Random Event) عشوائية حادثة.  ج 

      تقع قد التي الحادثة هي أي. الوقوع مستحيلة وليست مؤكدة ليست التي الحادثة هي    

 .A2A,1,3..…,أو A,B,C,… بالحروف لها ويرمز ، التجربة إجراء عند تقع لا قد و            

 نڤ بأشكال موضحة   الحوادث بين الرياضية العلاقات بعض (3-1-1)
      يمكن جديدة حوادث عنها ينتج الحوادث بين الرياضية العلاقات بعض إجراء إن
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 :يلي كما  نڤ أشكال بإستخدام توضيحها

 :(Sub Event)الحادثة الجزئية  .1

BA ذلك ونكتب B حادثة من جزئية حادثة أنها A حادثة عن نقول جميع كانت إذا 
 ويوضح ،B وقوع حتمية يعني A وقوع أن المدلول ولها .B لـ عناصر هي Aعناصر

 :التالي بالرسم

 

 :(Equivalence)تكافؤ حادثتين  .2

BA ذلك ونكتب B حادثة تكافئ أنها A حادثة عن نقول  أن تحقق إذا  BA  و 
AB  .أن يعني وهذا A لـ آخر سمإ أو تعبير هو B  . 

 :(Intersection)تقاطع حادثتين  .3

 .AB أوBA بالرمز لها يرمز جديدة، حادثة هو B و A حادثتين تقاطع

 :التالي بالرسم ويوضح ،معا B و A وقوع يعني التقاطع وقوع

 

 

   :(Union)  إتحاد حاثتين    .4

 .BA بالرمز لها يرمز جديدة، حادثة هو Bو A حادثتين إتحاد
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 ويوضح. الأقل على أحدهما وقوع أي كلاهما أو Bأو A وقوع يعني الإتحاد وقوع
 :التالي بالرسم

 

 :(Complement Event)الحادثة المكملة 

 . A أو cA بالرمز لها يرمز جديدة، حادثة هي A حادثة لأي المكملة الحادثة

 :التالي بالرسم وتوضح. A وقوع عدم يعني cA وقوع

 

 

 :(Difference)الفرق بين حادثتين  .5

 .BA بالرمز لها يرمز جديدة، حادثة هو B و A حادثتين بين الفرق 

cABBA:    أن أي. B وقوع عدم مع A وقوع يعنيBA وقوع  .وتوضح 
 :التالي بالرسم

 

 :(Mutually Exclusive)الحوادث المتنافية  .6

 ذاإ أي. معا   وقوعهما المستحيل من كان إذا متنافيتين أنهما B و A حادثتين عن نقول
 :التالي الرسم في كما. AB:  كان
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 (:1-1) مثال

 . واحدة مرة نرد حجر رمي هي العشوائية التجربة لتكن 

:  هي التجربة لهذه العينة فضاء إن 6,5,4,3,2,1 ، الحوادث عليه عرفنا وإذا 
 : التالية

 A        {=1 الرقم ظهور{=}1},             B{=3 أو 1 ظهور{=}1,3}                

 C       {=فردي عدد ظهور{=}1,3,5},   D  {=6 من أقل عدد ظهور{=}1,2,3,4,5}       

 E        {=زوجي عدد ظهور{=}2,4,6},   F    {=6 من أكبر عدد ظهور} {=}          

 :فإن 

: هي وقوعها من لابد التي الأكيدة الحادثة  }6,5,4,3,2,1{S 

:  هي المستحيلة الحادثة {}F .تقع أن يمكن عشوائية حوادث فهي الحوادث بقية أما 
 .تقع لا أن ويمكن

  وأن, مركبة حوادث B,C,D,E الحوادث وأن ، بسيطة حادثة A أن لاحظ

     

    ,,,4,2,6,4,2,1

6,4,2,6,5,4,2,1,

CBCCBCDEA

ECBABABA cc




 

ECEC متنافيان     &             

 .؟E = C    هل  
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 هال S فالحادثة الحوادث، تلك أمام الوقوع فرص في تفاوت هناك أن نلاحظ المثال هذا من    
 فرصة من أكبر وقوعها فرصة D والحادثة الفرص أقل لهاF والحادثة     الفرص أكبر
 قيسي الذي المقياسو   .وهكذا A من أكبر فرصتها E الحادثة    وكذلك مثلا ، C الحادثة وقوع
 .؟ الإحتمال تعريف هو فما   .الإحتمال هو وإختلافها الفرص هذه

 ) ProbabilityDefinition of(لإحتمال ا( تعريف 1-1-4)
 أن إلا. الحوادث عناصر طبيعة إعتبارها في تأخذ للإحتمال تعاريف عدة توجد

 :وهو للإحتمال الرياضي التعريف ويسمى وأحدثها أشملها يعتبر التالي التعريف

 :تعريف

 . A(P( بالرمز له ويرمز ،  A  الحادثة وقوع لفرصة مقياس هو A الحادثة إحتمال

)()( وكان حادثتين B و A كانت إذا أنه أي .A الحادثة إحتمال ويقرأ  APBP فإن 
 P المقياس هذا ويحقق. A وقوع فرصة من أكبر B الحادثة وقوع فرصة أن يعني هذا

 :التالية الثلاث المسلمات( الدالة أو)

 :)Axioms of Probability( الإحتمال مسلمات 

)(0   : أن نجد A حادثة لأي. 1  AP  .  

 (.دائما   موجب) سالب غير الإحتمال أن أي               

 : أن أي. الصحيح الواحد يساوي  مؤكدة حادثة وقوع إحتمال. 2

1)( SP   

  :)وهذا يعني(مثنى مثنى المتنافية الحوادث من متتابعة لأي. 3

         ,......, 3,21 AAA   وjiAA ji   
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         :نجد أن       
........)()()(......)( 321321  APAPAPAAAP 

 :أي أن                











1 1

)()(
i i

ii APAP 

 .إحتمالاتها مجموع يساوي  المتنافية الحوادث إتحاد إحتمال أن يعني وهذا

)( نيمتنافيت B,A الحادثتان كانت إذا  - مثلا   – أنه أي  AB فإن: 

 

)()()( BPAPBAP  

 

  الإحتمال في الأساسية القوانين بعض )1-1-5(

 إحتمالات حساب في المهمة القوانين إثبات يمكن الإحتمال مسلمات بإستخدام
 :يلي كما الحوادث

)(0   :أن أي. صفر يساوي  مستحيلة حادثة وقوع إحتمال. 1  P 

)(1)(   :فإن A للحادثة المكملة الحادثة هيA كانت إذا. 2  APAP  

0)(1     :أن نجد A حادثة لأي. 3   AP 

BA كانت إذا. 4      فإن :        )()( BPAP    . 

)()()(       : أن نجد    B و A  حادثتين لأي. 5  ABPBPABP  

 :بالصورة العلاقة هذه نكتب أن ويمكننا                   



              -1- احتمال          احص  215مذكرة          محمد ناصرالقريان أبو دجين . د  

 

- 10 - 

)()()( ABPBPABP                    

)()()(                       : أن نجد كذلك             ABPAPBAP   

)()()()(   :أن نجد B و A حادثتين لأي. 6            ABPBPAPBAP    

 :ملاحظة       

   :نكتب أن يمكننا( 5) النتيجة من 

)()()(

)()()(

BAPBPBAP

BAPAPBAP





 

 
 الإحتمال قيمة حساب طريقة(  1-1-6)

 الإحتمال مسلمات بإستخدام حوادث أو حادثة أي احتمال قيمة حساب يمكن الأحوال جميع في
 ينالشرط عشوائية لتجربة يتحقق عندما خاصة حالة وفي .الناتجة أوالقوانين السابقة الثلاث
 :التاليين

 العينة فضاء عناصر عدد أن أي محدودة، للتجربة الممكنة النتائج عدد .أ
 .n(Ω) وليكن محدود للتجربة

 بأن عادة   ذلك عن ويعبر ،(الفرص تكافؤ) الظهور في الفرص متساوية النتائج .ب
 .عشوائية بطريقة نختار أو متزن  نرد أو متزنة عملة رمي: نقول

 قةالعلا من التجربة لهذه العينة فضاء على A حادثة أي إحتمال إحتساب يمكن الحالة هذه في
        :التالية

                               )(

)(
)(




n

An
AP   

 :أن حيث
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  n(Ω)= العينة فضاء عناصر عدد ،   A =n(A)الحادثة عناصر عدد           

 الإحتمال قيمة لحساب أمثلة( 1-1-7)

 (الناتجة والقوانين الثلاث الإحتمال مسلمات بإستخدام ):العامة الحالة: أول  

 (:1-2) مثال

 هو محمد نجاح إحتمال كان إذا
4

 هو أحمد رسوب وإحتمال 1
3

 محمد نجاح وإحتمال 1

 هو وأحمد
6

1
  

 :فأوجد

 (.فقط محمد نجاح) أحمد ورسوب محمد نجاح إحتمال .أ
 .الأقل على أحدهما نجاح إحتمال .ب

 .فقط منهما واحد نجاح إحتمال .ج

 :الحل

 :التالية الحوادث نفرض

4
1=)A(P {محمد نجاح=}A 

3
2=

3
11)( BP

3
1)(BP{أحمد رسوب=}B{أحمد نجاح=}B 

6
1)(  ABP{محمد و أحمد نجاح=}AB 

 

 BA{=أحمد ورسوب محمد نجاح.  }أ

  
12

1
6

1
4

1 )()()( ABPAPBAP    

         BA{=الأقل على أحدهما نجاح.  }ب 

  
4

3
6

1
3

2
4

1 )()()()( ABPBPAPBAP  
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 {أحمد ونجاح محمد رسوب أو أحمد ورسوب محمد نجاح} ≡{فقط منهما واحد نجاح.  }ج

BAPBAPBABAPمتنافيتان )()()(  

12
7

6
1

3
2

12
1)()(

12
1  ABPBP                                     

                                  التالية العلاقة من الإستافدة مكني :ملاحظة

)(2)()()( ABPBPAPBABAP  

 (:1-3) مثال

  :أن بحيث حادثتين B و A كانت إذا.  أ
8

5)(,
2

1)(,
4

3)(  APBPBAP 

 :فأحسب كلا  من     

)()4,)()3,)()2,)()1 BAPBAPBAPABP  

)(7.0,)(2.0إذا كانت .  ب  BAPBP  فأحسب)( BAP ؟ 

)(3.0,)(45.0 وكانت متنافيتين حادثتين B و A كانت إذا  .ج  BPAP كلا   فأحسب 
 :من

)()3,)()2,)()1 BAPBAPBAP  

 :الحل

 .أ

8
3

8
1

2
1)()()()2

8
1

8
6

8
4

8
3

4
3

2
1

8
3

)()()()()1

8
3

8
51)(1)(









ABPBPBAP

BAPBPAPABP

APAP
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8
7

8
2

8
9

8
2

8
4

8
5

4
1

2
1

8
5

)()()()(

8
7

8
11)(1)()()4

4

1

4

3
1)(1)()()3









ABPBPAPBAP

or

ABPABPBAP

BAPBAPBAP

 

 .ب 

5.02.03.0)()()()()(  BAPBPABPAPBAP 

)(0 أن يعني متنافيتان  Bو A  . ج ABP   إذا: 

45.0)()()()()3

101)(1)()()2

75.045.03.0)()()()1







BPABPBPBAP

ABPABPBAP

BPAPBAP

 

 (:الفرص تساوي ) الخاصة الحالة: ثانيا  

 (:1-4) مثال

 :يلي ما فأوجد, مرات ثلاث متزنة ميدالية رميت  

 .مرات ثلاث H الوجه ظهور احتمال.  ب        .التجربة لهذه العينة فضاء .أ

 مرة H الوجه ظهور احتمال. د    .واحدة مرة T والوجه مرتين H الوجه ظهور احتمال .ج
 .فقط واحدة

 :الحل

 :يلي كما التجربة لهذه الممكنة النتائج كل حصر يمكن الشجرة شكل بإستخدام.  أ
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 : هي التجربة لهذه العينة فضاء. ..

},,,,,,,{ TTTTTHTHTTHHHTTHTHHHTHHH 

)(82       :هو العينة عناصرفضاء عدد أن لاحظ           3 n 

}{)(1          :أن حيث P)A( المطلوب.  ب  AnHHHA 

8

1

)(

)(
})({)( 




n

An
HHHPAP 

 :أن حيث P(B) المطلوب.  ج

8

3

)(

)(
)(

3)(},,{








n

Bn
BP

BnTHHHTHHHTB

 

 :أن حيث P(C) المطلوب.  د

8

3

)(

)(
)(

3)(},,{








n

Cn
CP

CnTTHTHTHTTC

 

 فرصة تساوي  M الذكور وجود فرصة كانت فإذا.  فقط طفلان لديها عائلة :(1-5) مثال
 احتمال (ب)   ،ذكور الطفلين أن احتمال ( أ) :مايلي فأوجد. العائلة هذه لدى F الأناث وجود
 .العائلة هذه لدى الأقل على واحدة طفلة وجود
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},,,{)(4                   :الحل  nFFFMMFMM 

 {ذكور الطفلين= }A الحادثة أن نفرض  (أ)

4

1
})({)(  MMPAP 

 {الأقل على واحدة طفلة وجود= } B الحادثة أن نفرض (ب)

4

3
}),,({)(  FFFMMFPBP 

 (:6-1) مثال

 الأقل؟ على واحدة صورة تظهر أن احتمال ماهو. متتالية مرات 6 متزنة نقود قطعة ألقيت

 { الأقل على واحدة صورة ظهور=}  A أن نفرض    :الحل

 {TTTTTT  { = } عدم ظهور صورة = }A 

64
63

64
11)(

1)()(

64
1)(6422)( 6







AP

APAP

APn n

   

 

 الإحتمال الشرطي 2-1

 )Conditional Probability( 

 مقدمة (1-2-1)

 أكبر ومبالغي ملبدة فيه السماء تكون  يوم في -تعالى الله بمشيئة -المطر هطول إحتمال يكون 
 A{=المطر هطول} هي A الحادثة أن فرضنا ولو.السحب من خالية السماء تكون  يوم في منه

 ةملبد السماء أن علما   المطر هطول احتمال فإن B{=بالغيوم ملبدة السماء} هي B والحادثة
)|( ويكتب ، توقع قد  B أن علما   A لـ الشرطي الإحتمال يسمى بالغيوم BAP. 
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)|( أن نجد هذا مثالنا في BAP من أكبر  )(AP هذا من كذلك ،(  مشروطال غير)  المطلق 
 دةزيا)  يؤثر قد معينة حادثة وقوع أن بمعنى ، ببعضها مرتبطة الحوادث بعض أن نجد المثال

 .الشرطي الاحتمال دراسة أهمية تأتي هنا ومن ، أخرى  حادثة وقوع احتمال في(  ا  نقصان أو

 الشرطي الحتمال تعريف( 1-2-2)

 ، وقعت قد B أن علما   A وقوع احتمال فإن ، العينة فضاء في حادثتين Bو A كانت إذا
)|(الرمز له ويرمز A لـ الشرطي بالاحتمال يسمى BAP التالية العلاقة من ويحسب: 

0)(,
)(

)(
)|(  BP

BP

ABP
BAP 

 :وبالمثل نجد أن

0)(,
)(

)(
)|(  AP

AP

ABP
ABP 

 (:7-1) مثال

 والاصابة معين برنامج استخدام تأثير لمعرفة الشخصية الآلية الحاسبات على دراسة في
 :التالي الجدول في النتائج ولخصت عينة درست ، بفيروس

لم يصب  المجموع A  أصيب A  

استخدم  5 12 17 B 

لم يستخدم  9 4 13 B 

 المجموع 14 16 30

 

 :احتمال فما عشوائية بطريقة العينة هذه من جهاز إختير فإذا

 ، البرنامج؟ فيه استخدم ممن يكون  أن(   أ  
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 بالفيروس؟ مصاب بأنه علما   البرنامج فيه استخدم ممن يكون  أن( ب 

)(16    :التالية الحوادث نفرض      :الحل  An   {بالفيروس الجهاز يصب لم=}A    
                                         14 An    {بالفيروس الجهاز اصيب=}A 

                                     13)(  Bn{الجهاز في البرنامج يستخدم لم=}B   

                                       17)(  Bn{الجهاز في البرنامج استخدم=}B  

 :P(B)المطلوب ( أ

57.0
30

17

)(

)(
)( 




n

Bn
BP 

 :P(B|A) المطلوب( ب

357.0
14

5

)(

)(

)()(

)()(

)(

)(
)|( 






An

ABn

nAn

nABn

AP

ABP
ABP 

  :ملاحظة

 إلا العينة فضاء من نهتم لم( ب) فقرة السابق المثال في الشرطي الاحتمال حساب عند
 A عناصر إلى اختصر قد Ω (30) العينة فضاء أن يعني وهذا.  A الوقوع المعلومة بالحادثة

 فضاء A عناصر نسمي لذا. A خلال من Bرظهو  فرصة معرفة هو اهتمامنا وكان( 14)
 .P(B|A) عن P(B) المقياس اختلاف لاحظنا كما. المختصر العينة

 الحتمالت ضرب قاعدة( 1-2-3)

)Multiplication Rule( 

)()|.()(  :أن نجد الشرطي الاحتمال تعريف من
)(

)(
)|( BPBAPABP

BP

ABP
BAP  

)()|.()(                  :وبالمثل
)(

)(
)|( APABPABP

AP

ABP
ABP  
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                                 : أي أن
)().|(

)().|()(

APABP

BPBAPABP



 

 .احتمالين ضرب كحاصل التقاطع احتمال عن عبرنا وبذلك

 المستقلة الحوادث( 1-3)

)Independent Events( 

 عدم أو حدوث في لايؤثر أحدهما حدوث كان إذا مستقلتان أنهما B و A حادثتين عن نقول
 .الأخرى  الحادثة حدوث

 : تعريف

 تحقق إذا وبالعكس B الحادثة عن مستقلة A الحادثة أن نقول الشرطي الاحتمال مفهوم من
 :التالية الثلاثة الشروط أحد

      )().()( BPAPABP  (3   ،)()|( BPABP  (2   ،)()|( APBAP  (1 

 .للإستقلال والكافي اللازم الشرط أو الإستقلال بشرط يسمى الثالث الشرط     

 (:1-2-1) نظرية

 .مستقلتان B و A الحادثتين -1 :من كل فإن مستقلتين B و A ناالحادثت كانت إذا

 .مستقلتان B و A الحادثتين - 3 . مستقلتان B و A الحادثتين -2

 :البرهان

 :الشرط تحقق إذا مستقلتين B وA الحادثتان تكون  .1

SHRBPAPBPAP

BPAPAP

ABPAPBAPSHL

BPAPBAP

..)()())(1)((

)().()(

)()()(..

)().()(
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 .متروك للطالب .2

 :  نبرهن أن .3

 

SHRBPAP

BPAPAPBPAP

APBPAP

BPAPBPAP

BPAPBPAP

BAPBAPBAPSHL

BPAPABP

..)().(

))(1)(()().()(

)(1)()(

)().()()(1

)}().()()({1

)(1)()(..

)().()(















 

 :حوادث ثلاث إستقلال: تعريف

 :الشرطان يتحقق فقط وعندما عندما مستقلة أنها C و B و A حوادث ثلاث عن نقول

)().().()( ،      ب.مثنى مثنى مستقلة الثلاث الحوادث .أ CPBPAPCBAP      

       :تمرين 

 ليكن 4,3,2,1 عليه عرفنا.  الظهور في الفرص متكافئة عناصره عينة فضاء 
  التالية الحوادث

      4,1,3,1,2,1  CBA .الإجابة وضح.  ؟ مستقلة الحوادث هذه هل  . 

 المفيدة المتطابقات بعض(  1-4)

.1
0

&
11

)1( 
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 الأول الفصل تمارين  (1-5)

 . ؟( 4-1)في  المتطابقات صحة برهن(  1 

)()()(2)(: أن أثبت  (2 ABPBPAPBABAP  ؟ . 

 . ةمتتالي مرات خمس الكتابة تظهر أو مرة لأول الصورة تظهر حتى متزنة نقد قطعة تُلقى  (3

    احسب ثم فيه نقطة كل ظهور احتمال احسب( ب. ) التجربة لهذه العينة فضاء أكتب( أ)    

 ؟ هذا العينة فضاء لعناصر محقق الفرص تساوي  هل( ج. ) الاحتمالات هذه مجموع        
. 

 :  التالية العشوائية التجارب من لكل العينة فضاء أكتب (4

   سلك لثني اللازمة المرات عدد( ب. ) H الناتج على الحصول حتى عملة قطعة رمي( أ)  

   من الناتج اللون ( د.) 20 من أقل موجب فردي عدد اختيار( ج. ) ينقطع حتى معدني     

 . زرقاء كرات 3 و بيضاء كرات 5 بين من كرة اختيار     

)(4.0,)(8.0 كان إذا( 5  cBAPBAP ، فأوجد )A(P ؟ . 

   احتمال ضعف يساوي   T الكتابة ظهور احتمال أن بحيث متزنة غير ميدالية قطعة لدينا( 6

 :  احتمال فأوجد مرتين القطعة هذه رُميت إذا.       H    الصورة ظهور   

  . الأولى الرمية في صورة على الحصول( ب.           ) متماثلة النتائج تكون  أن( أ)   

)(8.0 و P)0.3A=( كان إذا ) 7  BAPفأوجد )B(P التالية الحالات من كل في: 
BA  )ج(.   متنافيتان حادثتان Bو A )ب(.  مستقلتان حادثتان Bو A (أ) . 
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 كان إذا )8
3

1)( CP و 
2

1)|( CDP و 
5

4)(  DCP، فهل D وC أو مستقلتان؟ 

   C و D هل

 . ؟ ذلك وضح متنافيتان؟     

 

)(45.0,)(35.0,)|(57.0: كان إذا  )9  BAPBPAP

 :فإن

)|(الاحتمال  -1 ABP يساوي: 

      )A       0.74    )D           C) 0.57                       44B) 0.        0.35 

 

)|(لاحتمال ا -2 ABP يساوي: 

      )A     )D           455       C) 0.                  4B) 0.6               0.274 

0.35 

 

)(الاحتمال  -3 BAP  يساوي:                             

      )A     0.20  )D           45       C) 0.                  80B) 0.         00.6 

 

BAلأي حادثتين  )10  :من الفضاء  ,

BAان نقول -4  : كان إذا متنافيتان حادثتان  ,

SBSADBACBABBAA  ,))))  

 

BAان نقولو  : كان إذا مستقلتان حادثتان  ,
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)()()()

))()()())

BPAPBAPD

BACBPAPBAPBBAA







 

 

 :صحيحة دوما التالية العلاقات إحدى -5

)()()())()()()

)()()())()()()

BPAPBAPDBPAPBAPC

BPAPBAPBBAPAPBAPA





 

 و. 0.3 هنو الإحصناء مقن   ختبنا ا فن  محمند يننح  أن احتمال كان إذا11) 

 الاثننين نحنا  اسنتقلال بفن  . 0.6هنوالمق   نفس فى أحمد ينح  أن احتمال

 :فإن

 :وه الاختبا  ف  أحمد  سوبو محمد نحا  احتمال -6

    A) 0.18    )D B) 0.3                     C) 0.21                          0.12 

 

 :هو ختبا الا ف  أحمد و سوب محمد  سوب احتمال -7

    A) 0.18    )D                8C) 0.2B) 0.3                                0.12 

----------------------------------------------------------- 

)(2.0 كان و  العينة ف اغ نفس على مع فتين  B و A  الحادثتان كانت إذا )12  CBAP  

)(3.0 و  BAP 1.0 و)(  BAP C فإن: 

1)   =)( cc BAP  : 

A) 0.20 B) 0.40 C) 0.36 D) 0.55 

2) =)( cc BAP  : 

A) 0.5 B) 1.0 C) 0.7 D) 0.4 

3)  =)( BAP : 

A) 0.85 B) 0.45 C) 0.65 D) 0.75 

 :  Bو  Aالحادثتان   (4

A) مستقلتان B)  غير

 مستقلتين

C) متنافيتان D) متساويتان 

5) )( ABP : 

E) 0.8 F) 0.4 G) 0.7 H) 0.6 
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 الثانيالفصل 

 المتغير العشوائي ودالة التوزيع

 Random Variable and Distribution (

)Function 

     :مقدمة(  2-1)

ن أعندما نضيف إلى إهتمامنا بعناصر فضاء العينة لتجربة عشوائية ، إهتماما  آخر ، يمكن 
العناصر التي تحمل صفة معينة أو وزن أو طول أو أي قياس  عدديكون هذا الإهتمام هو 

من  هذه القياسات هي قيم عددية مرتبطة بعناصر فضاء العينة المعرفة عليه وتتغيرفإن . آخر
 هذه القيم هي قيم لمتغير عشوائي يحمل إسم الصفة التي نهتم بدراستها ،. عنصر إلى آخر

 :ومن أمثلة ذلك

 .عند رمي عملة ثلاث مرات Hعدد مرات ظهور  .1

 . طلاق عشر رميات عليهإعدد مرات إصابة هدف عند  .2

 .شخص 100سم في عينة حجمها  160عدد الأشخاص الذين يتجاوز طولهم  .3

 .عدد القطع التالفة في عينة مأخوذة من انتاج أحد مصانع المصابيح الكهربائية .4

 .إلخ...أو عمر المصباح أو فترة الإنتظار لدى شباك التذاكر  .5

 :كما يلي...  Zأو  Yأو  Xلذا نستطيع أن نعَرف المتغير العشوائي والذي يرمز له بـ 

 Random Variable     :المتغير العشوائي ( 2-2)

 :تعريفه  (1)
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 تخصص عددا  حقيقيا   Xهي فضاء عينة لتجربة عشوائية فإن أي دالة  Ωإذا كانت        

       X(w)   لكل عنصرw  منΩ ،)( w   أي أن المتغير .تسمى متغيرا  عشوائيا       

RwXX   :هو Xالعشوائي              .مجموعة الأعداد الحقيقية Rحيث   :)(

   (. دالة حقيقية معرفة على فضاء العينة  وه  X   المتغير العشوائيأي أن )        

 :بعض خواص المتغير العشوائي   ( 2-2-1)    

 مقدارا  ثابتا   cوكان  Ωمتغيران عشوائيان معرفان على نفس فضاء العينة  Yو Xإذا كان 
Rc فإن: 

))(())(()

)())(()

)()())(()

wXcwcXiii

cwXwcXii

wYwXwYXi







 

  (.ي متغير عشوائي أيضا  ه X    المتغير العشوائيأي دالة في أي أن ) 

 Random Variable:  أنواع المتغيرات العشوائية(  2-2-2) 

لذي فالمتغير ا. المتغير العشوائي من طبيعة القيم التي يمكن أن يأخذها المتغيريتحدد نوع 
ة ، والذي يأخذ قيما  مستمر (منفصلا)يسمى متغيرا  متقطعا  ( منفصلة)يأخذ قيما  متقطعة 

وسوف نفصل بعض المعلومات عن هذين النوعين (. متصلا)يسمى متغيرا  مستمرا  ( متصلة)
 :ت كما يليالرئيسيين من المتغيرا

 :)Discrete Random Variable(المتغير العشوائي المتقطع : أول  ( 2-3)

 :تعريفه   )2-3-1(

 .إذا كانت مجموعة قيمه قابلة للعد( أو منفصل)متقطع  Xيقال أن المتغير العشوائي 

 (:1-2)مثال 
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 :أوجد القيم الممكنة للمتغيرات التالية. ألقيت قطعة عملة متزنة ثلاث مرات

    1.   X 2         . يمثل عدد الصور .Y ى الناتجليمثل نسبة عدد الصور إ.  

    3.  Z  عدد الصور –يمثل عدد الكتابة. 

 :الحل

 :هي التجربة لهذه العينة فضاء

},,,,,,,{ TTTTTHTHTTHHHTTHTHHHTHHH 

                X=     3,    2,      2,      1,     2,    1,     1,     0                                       

                        

  Y=   3/3,  2/3,  2/3,   1/3,   2/3, 1/3, 1/3,  0/3     

                 Z=  0-3,  1-2,  1-2,    2-1,  1-2, 2-1, 2-1, 3-0 

                                              =     -3,     -1,    -1,    1,     -1,   1,     1,   3          

RX:     أن أي{ 0, 1, 2, 3: }هي X يأخذها التي القيم أن واضح   }3,2,1,0{: 

 : لأن وذلك

0)(

1)()()(

2)()()(

3)(









TTTX

TTHXHTTXTHTX

THHXHTHXHHTX

HHHX

      

RY:     وبالمثل  }1,
3

2,
3

1,0{: 

                           :أن حيث

0
3

0)(

3
1)()()(

3
2)()()(

1
3

3)(









TTTY

TTHYTHTYHTTY

THHYHTHYHHTY

HHHY
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RZ     :وكذلك فإن  }3,1,1,3{: 

 :حيث أن

 
303)(

112)()()(

121)()()(

330)(









TTTZ

TTHZTHTZHTTZ

THHZHTHZHTTZ

HHHZ

     

RX :ملاحظة :تعني هنا أن: 

 

 :وهذا يعني

(1) X    تجزيء فضاء العينة . 

 . Xتسمى فضاء عينة جديد مولدا  بواسطة { 0, 1, 2, 3}مجموعة قيمه  (2)

 . Zو  Yوبالمثل المتغيران         

 (:2-2)مثال 

ء عدد القذفات اللازمة لإنها Xوليكن . للمرة الأولى Hتقذف قطعة نقود حتى ظهور الصورة 
 ؟ Xأوجد قيم . هذه التجربة

 :الحل

 :إن فضاء العينة لهذه التجربة هي

R

TTT

TTH

THT

HTT

THH

HTH

HHT

HHH

X 



































































































0

1

2

3

:
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.....,.........5,4,3,2,1

..},.........,,,,{





X

TTTTHTTTHTTHTHH 

)(}4,3,2,1.........,{......:    هي( Xالفضاء المولد بواسطة ) Xأي أن مجموعة قيم  wX 

 :)Probability Mass Function(دالة الكتلة الإحتمالية ( 2-3-2)

  :تعريف دالة الكتلة الإحتمالية

له يرمز لها  فإن دالة الكتلة الإحتمالية x1x,2,.…متغيرا  عشوائيا  متقطعا  يأخذ القيم  Xإذا كان 
 :وتعرف كما يلي .f(x)أو  Xf(x)بالرمز 



 


wo

xxxxXP
xf

i

X
.0

,....,,)(
)(

21 

 أحيانا  دالة التوزيع الإحتمالي المنفصلهذه الدالة تسمى 

                         (Discrete Probability Distribution Function) 

 :الشرطين التاليين f(x)أن تحقق  يجبو 





x

xfiixxfi 1)()(,,0)()( 

 .f(x)وتسمى أحيانا  خواص دالة الكتلة الإحتمالية 

الة وكذلك أي د. دالة كتلة إحتمالية لمتغير عشوائيوأي دالة تحقق الشرطين السابقين تعتبر 
قين والاحتمال المناظر لكل قيمة ويحقق الشرطين الساب Xتعطي جميع قيم المتغير ( أو جدول)

 . Xيسمى توزيع إحتمالي للمتغير المتقطع 

 :(قعالتو )القيمة المتوقعة للمتغير العشوائي المتقطع ( 2-3-3)

                                                        :(Expectation)The Expected Value of X (  

القيم التي يأخذها  Meanهي مقدار يقيس متوسط  Xالقيمة المتوقعة للمتغير العشوائي 
 .E(X)أو  ، ويرمز لها بالرمز  Xالمتغير 
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 : تعريف

القيمة  فإن f(x1f(x,(2(,.…بإحتمالات  x1x,2,.…متغيرا  عشوائيا  منفصلا  يأخذ القيم  Xإذا كان 
  Xالمتوقعة للمتغير 

:        هي( أو لتوزيعه الإحتمالي)  
x

xxfXE )()( 

أي بشرط . بشرط أن يتقارب هذا المجموع تقاربا  مطلقا   )(xfx  وإلا فلا توجد قيمة
 .Xمتوقعة لـ 

 :بعض خواص التوقع

حيث بمقدار ثابت  cو  f(x)متغيرا  عشوائيا  متقطعا  له دالة الكتلة الإحتمالية  Xإذا كان 
Rc فإن: 

ccE )()  i 

 :البرهان                   

  
x x

ccxfcxcfcE 1.)()()( 

)()( XcEcXE )  ii 

          :البرهان                    
x x

XcExxfcxfcxcXE )()()(.)(   

bXaEbaXE       :نجد أن )ii(و  )i(ومن                      ثوابت bو aحيث     )()(

 هي أيضا  متغير عشوائي توقعها g(x)فإن  Xدالة في المتغير  g(x)وبشكل عام  إذا كانت 
                                                        :هو

x

xfxgXgE )()())(()  iii 

 :)onVariance and Standard Deviati(التباين والإنحراف المعياري ( 2-3-4)

  :تعريف
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2فإن تباينه يرمز له بالرمز  µمتغيرا  عشوائيا  متقطعا  وتوقعه هو  Xإذا كان 

X  2أو  أو
Var(X)   أوV(X) ويحسب كالتالي: 

2

22

)(

)()()(







 

XE

xfxXVar
x 

222:  وتوجد صيغة أخرى أسهل إستخداما  في الحساب هي )(   XE 

:  للتباين، أي أنهأما الإنحراف المعياري فهو الجذر التربيعي الموجب 

)(2 XVar  

 .µالمختلفة حول متوسطها  Xإن التباين والإنحراف المعياري يقيسان تشتت قيم 

أما الإنحراف المعياري فله نفس وحدات ( Xمربع وحدات )وحدات التباين هي وحدات مربعة 
 .المتغير العشوائي

 :والإنحراف المعياري بعض خواص التباين 

0)(2  aVara)  i 

a وهذا يعني أن تباين المقدار الثابت يساوي صفر. مقدار ثابت. 

 :البرهان                      

0)0()(

))((

2

22





EaaE

aEaEa 

    :ن الإنحراف المعياري للمقدار الثابت يساوي صفر، أي أ وعليه فإن                      

0)(  aVa 

)()( 22 XVaraaXVaraX )  ii   

 :والإنحراف المعياري هو          
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XaX aXVaraXVaraaXVar   )()()( 2 

 :البرهان                      

 

   

.

)()(

)(

22

2
22

22

XaX

X

aX

a

a

XEXEaXaEaXE

aXEaXE















 

)()()( 22

)( XVaaXVbaXVbaX )  iii 

XaXbaX a   

 :البرهان                    

 
 
   

)(

)()}({

})({

)}(){()(

2

222

2

2

XVa

XEXEaXaEaXE

bxaEbaXE

baXEbaXEbaXV









 

 (:3-2)مثال

 :أوجد( 1-2)في مثال 

 ،Xو  V(X)و  E(X)أوجد . 2  ،ومثله بيانيا   Xالتوزيع اإحتمالي للمتغير العشوائي  .1

 . V(Y)و  E(Y)فأوجد  Y=2X-1إذا كان . 3

 فإن:وعليه    {0, 1, 2, 3: }هي Xوجدنا أن قيم ( 1-2)من حل مثال    :الحل

(1)   

8
1})({)0()0(  TTTPXPf 

 (.لأن العملة متزنة)بإستخدام مبدأ تساوي الفرص   
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 :أوباستخدام الاستقلال 

8
1

2
1.

2
1.

2
1)().().(})({)0(  TPTPTPTTTPf 

 :وكذلك 

8
3

8
1

8
1

8
1

2
1.

2
1.

2
1

2
1.

2
1.

2
1

2
1.

2
1.

2
1

)()()(

8
3})({)1()1(







TTHPTHTPHTTP

OR

TTHTHTHTTPXPf

 

 :وبالمثل

8
1)3()3(&

8
3)2()2(  XPfXPf 

 :في الجدول التالي Xيمكننا كتابة التوزيع الإحتمالي للمتغير  ...

3 2 1 0 x 

8
1 

8
3 

8
3 

8
1 f(x) 

 :تحقق من أن :تمرين








x

xfii

xxfi

1)()

,0)()

 

 :لتمثيل البياني
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 :التالي الجدول نكتب والتباين التوقع لإيجاد (2)

 

 x 0 1 2 3 المجموع

1 8
1 

8
3 

8
3 

8
1 f(x) 

E(X)=1.5=
8

12 8
3 

8
6 

8
3 0 xf(x) 

)2E(X=3=
8

24 8
9 

8
12 

8
3 0 f(x)2x 

      

     : أن نجد أعلاه الجدول من    

.866.075.0)(

75.0)5.1(3

))(()()(

3)(

5.1
8

1.3
8

3.2
8

3.1
8

1.0)()(

2

22

2











XV

XEXEXV

XE

xxfXE

X

x



 

 :       إستخدام خواص التوقع  و التباين كما يلي   V(Y)و  E(Y)يمكن إيجاد . 3
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.3)75.0.(4

)(2)12()(

21)5.1.(21)(2

)12()(

2









XVXVYV

XE

XEYE

 

ً  ( ث2-4) ) Continuous Randomالمتغير العشوائي المستمر : انيا 

)Variable: 

 :تعريفه( (2-4-1)

 هو المتغير الذي يمكن أن يأخذ أي قيمة داخل فترة( المتصل)المتغير العشوائي المستمر 
ل نطاق أي أنه يأخذ عددا  لانهائيا  من القيم داخ. الخ....مثل الطول، العمر، الزمن،. معينة
 .تغييره

 :)ctionProbability Density Fun(دالة الكثافة الإحتمالية ( 2-4-2)

تختلف طبيعة المتغير العشوائي المتصل عنها للمتغير المنفصل، حيث هنا لا نستطيع أن 
. يم؛ لأننا لا نستطيع حصر هذه القXنحدد إحتمالا  يناظر كل قيمة من قيم المتغير المتصل 

ل هو ، هذا الإحتماXترة من الفترات داخل نطاق تغيير ولكن يمكن تحديد إحتمالا  يقابل كل ف
لذا . فوق هذه الفترة f(x)ومنحنى دالة رياضية  Xعبارة عن المساحة المحصورة بين محور 

 :لآتيالتي تحقق ا f(x)بأنها الدالة  Xيمكن تعريف دالة الكثافة الإحتمالية لمتغير عشوائي 



b

a

dxxfbXaP )()( 

حقق تعشوائي متصل إذا  ريمكن أن تكون دالة كثافة إحتمالية لمتغي f(x)و عليه فإن أي دالة 
 :الشرطين التاليين






 1)()(,,0)()( dxxfiixxfi 
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 .f(x)ويسمى هذان الشرطان أحيانا  بخواص دالة الكثافة 

 :ملاحظات هامة 

 إذا متصلا   Xيسمى المتغير العشوائي   :كالتالي Xيعرف أحيانا  المتغير العشوائي المتصل  .1
 :كان

xxXPxf  ,0)()( 

 :وذلك لأنه

 
1

1

0)()()( 111

x

x

dxxfxXxPxXP 

 :الإحتمال متساوي على كل من الفترات التالية2.  

      ),(,,,,,, babababa 

 :متصلا  فإن Xأي أنه إذا كان    

)()()()( bXaPbXaPbXaPbXaP  

 .(a,b)وهذا يعني أن الإحتمال لا يتأثر بإضافة أو عدم إضافة نهايات الفترة    

 

 :لعشوائي المتصلالتوقع والتباين والإنحراف المعياري للمتغير ا( 2-4-3) 

لتي ايعرف التوقع والتباين والإنحراف المعياري للمتغير المتصل وكذلك تحسب بنفس القوانين 
 :أي أن. بعلامة التكامل مع استبدال علامة المجموعتحسب بها للمتغير المنفصل 

 :هو Xتوقع المتغير المتصل 






 dxxxfXE )()( 
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 .وله نفس الخواص في حالة المنفصل

 :وتباين المتغير المستمر هو






 dxxfXXV X )()()( 22  

 :والصيغة الأخرى هي

222 ))(()()( XEXEXVX  

 :والإنحراف المعياري هو

)(XVX  

 .وله نفس الخواص في حالة المتغير المنفصل

 

 :هي دالة كثافة إحتمالية حيث f(x)أثبت أن الدالة     (:4-2)مثال

40,
8

)(  x
x

xf 

 :ثم أوجد كلا  من

XvXEiiiXPiiXPi )(,)()(,)31()(,)1()(  

 :الحل

 دالة f(x)متصل ولكي تكون  Xوهذا يعني أن  (0,4)عبارة عن فترة  Xنلاحظ أن مجموعة قيم 
 :كثافة إحتمالية لابد أن تحقق الشرطين التاليين

xxf   f(x)وهذا محقق من تعريف    )1()(0,
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  116
16

1
28

1
8

1
4

0

24

0











x
xdx





1)()2( dxxf 

 :وعليه فإن .دالة كثافة إحتمالية f(x)أي أن . الشرطان محققان  ...

16

1

28
1

8
1)1()(

1

0

21

0









 

x
xdxXPi 

 

2

1

2

1

2

9

8
1

28
1

8
1)31()(

3

1

23

1


















 

x
xdxXPii 

 

667.2
38

1
8

1)()()(

4

0

34

0

2 







 





x
dxxdxxxfXEiii 
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94.0889.0889.0
3

8
8)(

8
48

1
8

1)()(

))(()()()(

2

4

0

44

0

322

22




























X

X

XV

x
dxxdxxfxXE

XEXEXVv





 

 :كثافته هي يتبع توزيعا  إحتماليا  متصلا   Xكان قطر سلك كهربائي إذا      (:5-2)مثال 

10,)1()( 2  xxaxxf 

 :فأوجد ما يلي

((a  2قيمة الثابت ( 1
3

2
( XP  3 )E(X)  4 )V(X)  5 )X 

 دالة كثافة إحتمالية f(x)أن بما      :الحل

 
124

1

3

1

43
)1(

1)()1

1

0

431

0

32

1

0

2

1

0

a
a

xx
adxxxadxxxa

dxxf


























 

10,)1(12)(121
12

2  xxxxfa
a 

 

  407.0
27

1134
43

12

12)()
3

2
()2

1

3
2

43

1

3
2

43

1

3
2

32

1

3
2











 

xx
xx

dxxxdxxfXP

 

  6.0
54

1212

)()()3

1

0

541

0

43 


















xx
dxxx

dxxxfXE
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4.0
65

12)1(12)(

))(()()()4

1

0

651

0

42

22














xx

dxxxXE

XEXEXV

 

2.004.0)(

04.0)6.0(4.0)()5 2





XV

XV

X



                                     
 

 (دالة التوزيع التراكمي: )دالة التوزيع( 2-5)

(Distribution Function (Cumulative D.F)) 

 :تعريف( 2-5-1)    

لا ، ويرمز مث xتعرف هذه الدالة بأنها قيمة الإحتمال المتراكم لغاية قيمة حقيقية معطاة،        
)()(:      أي أن         . F(x)          لدالة التوزيع بالرمز  xXPxF  

 :كما يلي ( دالة كتلة أو كثافة)  f(x)من  F(x)ويتم حساب قيمة       




















x

dttf

x

t

tf

xF

)(

)(

)(
 

 :كما يلي   F(x)من ( دالة كتلة)  f(x)كذلك يتم حساب قيمة      

 






















)()(

,,,,)()(

)(
xFxF

ixFxF

xf

ii 3211

      

 .مباشرة xالتي قبل القيمة  Xقيمة : هي x–حيث 

)()(:  كما يلي   F(x)من ( دالة كثافة)  f(x)و يتم حساب قيمة       xF
dx

d
xf   
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 :F(x)خواص دالة التوزيع ( 2-5-2)

 (:منفصلا  أو متصلا   Xسواء ا كان )عامة  F(x)هذه الخواص تميز الدالة 

 :من اليسار يساوي الصفر ومن اليمين يساوي واحد، أي أن F(x)نهاية  .1

1)()(&0)()( 


FxFLimFxFLim
xx

  

  :البرهان  

}{الحادثة     X هي حادثة مستحيلة    0)()()( PXPF 

}{وكذلك فإن الحادثة     X هي حادثة مؤكدة   1)()( XPF 

0)(1:                ومنه فإن       xF 

 :أي أن  [0,1]تعرف بأنها تطبيق حقيقي مجاله المصاحب هو الفترة   F(x)ولذا فإن    

 1,0: RF 

 :فإن  x 1x >2، بمعنى أنه إذا كان  (تزايدية)دالة غير تناقصية  F(x)دالة التوزيع  .2

)()( 21 xFxF  

}{}{:  فإن x 1x >2إذا كان       :البرهان    21 xXxX  

)()(    (نتيجة من مسلمات الإحتمال) 21 xXPxXP                                           

)()( 21 xFxF  

.3    (x)F  0أي أنه لأي . من اليمين( مستمرة)دالة متصلة نجد أن:                
)()(

0
xFxFLim 


  

 محذوف :البرهان   

)()()(   :نجد أن  bو aلأي عددين حقيقيين   .4 aFbFbXaP  
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 : فإن  a < b إذا كان      :البرهان    

)()()(

)()()(.

)()()(

}{}{}{

aFbFbXaP

bXaPaFbFei

bXaPaXPbXP

bXaaXbX









 

العلااقات  من المتقطعللمتغير  الاحتمالات حسابومن هذه العلاقة يمكن            
 :التالية

)()()()()

)()()()()()

)()()()()

bfaFbFbXaPiii

bfafaFbFbXaPii

afaFbFbXaPi







 

 ؟ P(X < 1(ثم أستخدمها لحساب   F(x)أكتب دالة التوزيع (  1-2)في مثال  (:6-2)مثال

 :هو  X وجدنا أن التوزيع الإحتمالي للمتغير  (3-2) من حل مثال       :الحل

3 2 1 0 x 

8
1 

8
3 

8
3 

8
1 f(x) 

 :وبما أن دالة التوزيع هي

1
8

1
8

3
8

3
8

1

)3()2()1()0()3()3(

8
7

8
3

8
4)2()1()0()2()2(

8
4

8
3

8
1)1()0(

)1()0()1()1(

8
1)0()0()0()0(

)()()(















ffffXPF

fffXPF

ff

XPXPXPF

fXPXPF

xfxXPxF

 

 :عادة  على الصورة التالية F(x)ونكتب 
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4

10,
8

1

0,0

)( 

 :وتوضح بيانيا  كما يلي

 

8

4

8

4
1)1(1)1(1)1(  FXPXP 

)()(:      من العلاقة F(x)حصلنا على      :ملاحظة xfxF  

)()()(     :بإستخدام العلاقة F(x)من  f(x)والآن يمكننا الحصول على  1 iii xFxFxf    
 :كما يلي

8
1

8
71)3()3()3(

8
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8
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8
7)2()2()2(

8
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8
1

8
4)1()1()1(

8
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1)0()0()0(

















FFf

FFf

FFf

FFf

 

 .وهي نفس النتائج السابقة                         

 . (ii) , (i)ثم استخدمها لحساب  F(x)أوجد ( 4-2)في مثال      (:7-2)مثال 

 دالة د حية

Step-Function 
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       :الحل 
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 :ويمكن أن نكتبها كما يلي   
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FFXPii

FXPi

 

 (4-2)في مثال  f(x)وهو ماتوصلنا إليه بإستخدام 

 :التراكمي التاليةلديك دالة التوزيع       (:8-2)مثال 




















0,
1

0,0

)(

x
x

x

x

xF 

    .Xبين نوع المتغير العشوائي   ( 1

   .بيانيا   مثلها وتحقق منها ثم f(x)أوجد دالة التوزيع الاحتمالي   (2

إذا كان  aأوجد قيمة  ( 3
2

1)(  aXP. 

 :الحل

أعلاه  F(x)بما أن أحد قيم ( 1








 x

x

1
 ( xدالة في ) xتعتمد على  

 .ليس متقطعا   Xليست متقطعة ، وبالتالي  F(x)إذا     
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 :مستمرا  فإن Xنعلم أنه إذا كان    :مستمر؟ نبحث عن ذلك كما يلي Xإذا  هل    
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21

2
)2()2()2(

000)0()0()0(

0)()(

















FFf

FFf

xxXPxf

 

                            ... X متغير مستمر. 
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 (:9-2)مثال 

 :لا تمثل كل من الدالتين التاليتين دالة توزيع تراكميبين لماذا 
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 :الحل

a ) 0)(1نعلم أن  xF  لكنF(x)  1أعلاه عند-x= 1 = (-1   :نجد أن-F( 

 .عند كل النقاط( غير سالبة)أي أنها ليست موجبة   

b ) نعلم أنF(x)  لكن (تزايدية)غير تناقصية ،F(x) أعلاه تناقصية وذلك لأن: 

4

3
)1(,
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1
)1(  FF 
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1
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3
)1(  FF . 
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 (:10-2)مثال 

علتتى ال تتورة  Xللمتغيتتر العشتتوائي المن  تت   xF)(إذا كانتتت دالتتة التوايتتع التراكميتتة 

 التالية
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53,
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x

xF 

)3(25.0إذا علمت ان  cاحسب قيمة الثابت  (1) f . 

 .Xاحسب التوقع والتباين للمتغير العشوائي  (2)

 :احسب الاحتمالات التالية   3.

)21(  XP ,   )5.1( XP ,   )4( XP  

 :الحل

  ان  علمن:  cقيمة الثابت ( أ)

 

75.05.025.0

)3()3()3(

)()()(











cc

FFf

xFxFxf

    

       كما في جدو   Xللمتغير العشوائي  ودالة الكتلة الاحتمالية حسب التوقع والتباينن( ب)

 :التالي  Xالتوزيع الإحتمالي للمتغير         

  5 3 2 -2 x 

)()( xxfXE  1 0.25 0.25 0.3 0.2 f(x) 

2.2)(  XE 2.2 1.25 0.75 0.6 -0.4 x f(x) 
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 )Moments(العزوم (: 2-6) 

 :تعريف العزوم( 2-6-1)

 . Xالقيم المتوقعة لدوال معينة في المتغير : هي( أو لتوزيعه) Xالعزوم لمتغير عشوائي 

 :والعزوم أنواع نذكر منها مايلي  

 :)Central Moments ((العزوم المركزية) µالعزوم حول المتوسط ( 1  

  :تعريف    

 .rمن درجة ( العزم المركزي ) µبالعزم حول  r)µ-E((X(تسمى القيمة     

))((       r ,1 ,0=2.…,:           أي أن. rويرمز له بالرمز      r

r XE   

 ويتم حساب هذا العزم من العلاقة :   














dxxfx

xfx
XE r

r

r

r
)()(

)()(
))((




 

 منفصل Xف  حالة 

 متصل Xف  حالة  
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 :لاحظ أن    

10 ) i 

))(()1(1:                   لأن                  0

0  EXE  

01 ) ii 

))(()(0:           لأن                  1

1   XEXE 
2

2  ) iii 

22:                    لأن                 

2 ))((   XE 

 .أي أن العزم الثاني حول المتوسط هو التباين                                 

 :(العزم حول الصفر)العزم حول نقطة الأصل ( 2   

):Moments about the origin( 

 :تعريف     

 .rويرمز له بالرمز  rبالعزم حول نقطة الأصل من درجة  rE(X(تسمى القيمة      

)(:      أي أن      r

r XE  ويتم حساب هذا العزم كالتالي: 











dxxfx
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XE r
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)(: بشرط أن
r

XE ( تقاربيالمجموع أو التكامل) 

 :لاحظ أن      

10 )i       

  )(1 XE)ii     
2

2

2  
222

2 )(   XE)iii    

 منفصل Xف  حالة 

 متصل Xف  حالة  
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 :ومنها rو  rيمكن استنتاج العلاقة بين العامين    :rو  rالعلاقة بين 

1 ) 1 

22

22  ) 2 

3

233 23  ) 3 

4

2

2

344 364  ) 4 

rkموجودة إذا كان  kE(X(فإن كل العزوم  X)rE(إذا وجد العزم  :ملاحظة        . 

   (:11-2)مثال 

 :متغيرا  عشوائيا  دالة كتلته الإحتمالية هي Xإذا كان المتغير     

.4,3,2,1,
10

)(  x
x

xf 

 .والعزم الثالث المركزي . فأوجد العزوم الثلاث الأولى حول نقطة الأصل

 :الحل
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 (:12-2)مثال 

 :  متغيرا  عشوائيا  دالة كثافته الإحتمالية هي Xليكن 

                                         10,2)(  xxxf 

 .جد العزوم الثلاث الأولى حول نقطة الأصل والعزم الثالث المركزي 

     :الحل
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 :ينيمكن إتباع إحدى طريقت( أي العزم الثالث المركزي )ولإيجاد العزم الثالث حول المتوسط 

 (:مباشرة)الطريقة الأولى 

:                            من العلاقة




 dxxfxXE rr

r )()())((  
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 :الطريقة الثانية

:                           من العلاقة
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) Moment Generationدالة توليد العزوم ( 2-6-2)               

)Function: 

. تحتاج إلى عمليات جمع أو تكامل متكررة( أو لتوزيعاتها)عملية حساب العزوم للمتغيرات 
ر متغيإن معرفة الدالة المولدة لعزوم أي . وأحيانا  يصعب حساب العزوم   بالطرق العادية

 .تسهل هذه العمليات وتيسر الحصول على العزوم المطلوبة للمتغير

  :تعريف (1)

 .Xteية هي القيمة المتوقعة للدالة الأس( أو لتوزيعه) Xدالة توليد العزوم للمتغير العشوائي 

tM)(ويرمز لها بالرمز   X  أو)(tM . أي أن الدالة المولدة للعزوم)(tM X هي: 

 t)()( Xt

X eEtM  

 :ويتم حساب هذه الدالة كالتالي











dxxfe

xfe
eEtM xt

xt

Xt

X
)(

)(
)()( 

 منفصل Xف  حالة 

 
 متصل Xف  حالة 
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 :توليد العزوم  (2)

بإحدى طريقتين حسب ( الصفرتوليد عزومه حول ) Xيمكن الحصول على عزوم المتغير 
 :السهولة والإمكانية كما يلي

 (:بالإشتقاق)الطريقة الأولى 

ويض بـ ثم التع tيمكن الحصول على العزوم بالإشتقاق المتتالي لدالة توليد العزوم بالنسبة لـ 
t=0 لنحصل على العزم المطلوب، وذلك لأنه إذا كانت    :)()( Xt

X eEtM     فإن: 

1)()0(

)()()(





XEM

XeEtMtM
dt

d

X

Xt

XX 

:                أي أن                                 )0(XM 

 :وكذلك       

)()()( 2

2

2
Xt

XX eXEtMtM
dt

d
 

2

2 )()0(  XEM X 

 :وكذلك      

)()( 3 Xt

X eXEtM  

33 )0( M 

)()()(:   وهكذا نجد أن                      Xtrr

X eXEtM  

r

r

XM  )0()(   

tM)(لدالة توليد العزوم  rهو المشتقة rوهذا يعني أن  X  بالنسبة لـt  عند النقطةt=0. 
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 (: xM(t)بإستخدام مفكوك )الطريقة الثانية 

   :نعلم أن                   
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tXtXXt
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r

tXtXXt
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هو معامل  rوهذا يعني أن                   
!r

t r

tM)(في مفكوك   X 

 :بعض خواص الدالة المولدة للعزوم  (3)

tM)(توجد عدة خواص للدالة  X نذكر منها ما يلي: 

1)0( XM)  1 

)()0( XEM X )  2 
22 ))0(()0()( XXX MMXVar  )  3 

 :البرهان        

2

22

22

))0(()0()(

)()0()()(

)()0(

))(()()(

XX

X

Xt

X

X

MMXVar

XEMeXEtM

XEM

XEXEXVar













 

 .وهو المطلوب        

r
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X XEM  )()0()()  4 



              -1- احتمال          احص  215مذكرة          محمد ناصرالقريان أبو دجين . د  

 

- 53 - 

)()(مقدار ثابت        bحيث       tMetM X

bt

bX )  5 

 :البرهان       

)()().(

)()()( )(

tMeeEeeeE

eEeEtM

X

btXtbtbtXt

btXttbX

bX



 



               

)()( atMtM XaX )  6 

  :البرهان     

)()()()( )( atMeEeEtM X

atXaXt

aX     

   :  نجد أن( 6)و ( 5)ومن      .مقدار ثابت  aحيث         

                                                )()( atMetM X

bt

baX )  7 

 (:للقراءة والإستفادة فقط)ملاحظات   (4)

وهنا بعض . عند حساب العزوم قد نحتاج إجراء بعض التفاضلات أو التكاملات الصعبة
 :القواعد والدوال التي تساعدنا على ذلك، منها

:  إذا كانت( 1
)(

)(
)(

2

1

xY

xY
xY      فإن:    

2

2

2112)(
Y

YYYY
YxY

dx

d 
            

 :)Gamma Function(دالة جاما ( 2

 :وتعرف كما يلي n)(هي دالة رياضية يرمز لها بالرمز    





0

1)( dxexn xn 

 :فإن اموجب اصحيح ا  عدد  nوإذا كانت    

)()1( nnn )!1()(  nn 
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......,6!3)4(,2)3(,1)2(,1)1(:. ei 

 :التالي )تعميم جاما( إثباتوباستخدام دالة جاما يمكن     
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bxa
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dxex 

:   وأن )
2
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 :)Beta Function(دالة بيتا ( 3

 :وتعرف كما يلي B(a,b)هي دالة رياضية يرمز لها بالرمز    
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 (:13-2)مثال 

X متغير عشوائي دالة كتلته الإحتمالية هي: 


















wo

x
x

e

xf

x

.0

,....2,1,0,
!

3

)(

3

 

 :أوجد

 .ثم استخدمها لإيجاد المتوسط والتباين Xالدالة المولدة للعزم  (1)
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 .Y لمتغير لالتوقع والتباين Y=2-3X .   (3 ): حيث أن Yالدالة المولدة لعزم  (2)

tM)(نفرض أن      :الحل X   موجودة، عندئذ: 
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   ( 1)كما في الفقرة  tMY)(باستخدام الدالة  Yيمكن أن نحسب التوقع والتباين للمتغير .  3
 :  أعلاه ، أوباستخدام خواص التوقع والتباين كما يلي      

.27)(

27)3(9)()3()3()32()(

,7)(

7)3(32)(32)32()(

2
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XVXVXVYV
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 (:14-2)مثال 

X متغير عشوائي دالة كثافته الإحتمالية هي: 
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xf
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     :أوجد

 .f(x)حول نقطة الأصل بإستخدام  Xالصيغة العامة لعزوم  (1)

 .XM(t)حول نقطة الأصل بإستخدام  Xالصيغة العامة لعزوم  (2)

 :f(x)بإستخدام دالة الكثافة ( 1    :الحل
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 من دالة حاما أعلاه

xyويمكن استخدام التعوي    
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 :ومنه فإن                              
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 :هو XM(t)نعلم أن مفكوك  (:2)حل آخر لفقرة 
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هو معامل  rوبما أن 
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 وهو ما وجدناه سابقا      

 :متغير عشوائي دالة كثافته الإحتمالية هي X       (:15-2)مثال 
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 (:16-2)مثال 

 :الذي يتبع التوزيع التالي Xإحسب العزوم المركزية الأربعة الأولى للمتغير 

3 2 1 0 x 

0.2 0.4 0.2 0.2 f(x) 

 .ثم احسب الدالة المولدة لعزومه  

 :يمكن تلخيص بعض الخطوات في الجدول التالي    :الحل

 x 0 1 2 3 المجموع

1 0.2 0.4 0.2 0.2 f(x) 

1=1.6 0.6 0.8 0.2 0 xf(x) 

2=3.6 1.8 1.6 0.2 0 f(x)2x 

3=8.8 5.4 3.2 0.2 0 f(x)3x 

4=22.8 16.2 6.4 0.2 0 f(x)4x 

  6.1)(1 XE 

 :يساوي صفر لأن( المركزي ) µالعزم الأول حول  ...

0))(( 1

1   XE 

 :هو )التباين ( والعزم المركزي الثاني

04.1)6.1(6.3

))(()(

))((

2

2

2

22

22

2
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XE
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 :والعزم المركزي الثالث هو

788.0)6.1(2)6.3).(6.1(33.8

23

))((

3

3

23

3

3









 XE

 

 :أما العزم المركزي الرابع هو

1152.2)6.1(3)6.3()6.1(6)8.8)(6.1(48.22

364

))((

42

4

2

2

34

4

4









 XE

 

 :والدالة المولدة للعزوم هي

.2.04.02.02.0)(

)2.0()4.0()2.0()2.0(

)()()(

32

320

ttt

X

ttt

xtXt

X

eeetM

eeee

xfeeEtM







 

 (:17-2)مثال 
 .ثم اذكر خواصها وبرهن واحدة F(x)إذكر تعريف دالة التوزيع التراكمي ( أ)

 متغيرا  عشوائيا  وصفه احتماليا   Xإذا كان (   ب)     
 كما في

4 3 2 1 x 

 f(x) 1/4 1/2 1/8 2/16 :الجدول المقابل، فالمطلوب هو            

 .F(x)حساب دالة التوزيع .  2.    هي دالة الكتلة الإحتمالية f(x)التأكد من أن  (1)

)41(,)2(,)(  :(حساب كلا  من3)     tMXPXP X.    

 :الحل

RxxXPxF:          هو F(x)تعريف ( أ  ,)()( 
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0)(1)(1)(0. 1  :وخواصها هي    FوFxF 

                 2 .F(x)  أي أن( تزايدية)غير تناقصية: 

)()( 2121 xFxFxx  

                 3 .F(x) متصلة من اليمين. 

 (:2)ونبرهن الخاصية   

}{}{  :فإن     x 1x >2إذا كان            21 xXxX  

)()( (نتيجة من مسلمات الإحتمال) 21 xXPxXP                                      

     

)()( 21 xFxF  

 :نتأكد من تحقق الشرطين( 1( ب

 



x

xfii

xxfi

1)()

,0)()

 

 :الثاني فهوأما الشرط . نلاحظ أن الشرط الأول محقق من الجدول أعلاه       

 



x

xf 1
16

16

16

2284

16
2

8
1

2
1

4
1)( 
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:  نحسب الدالة من العلاقة ( 2     
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 :وعليه فإن دالة التوزيع التراكمي هو            
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:  نحسب الدالة من العلاقة     
.)16/2()8/1()2/1()4/1()(
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 (:18-2)مثال

    :كما يلي y(f(له دالة كثافة إحتمالية  Yمتغير عشوائي متصل 
10,)( 2

21  yyccyf 

أن  اكان معلوم.  إذا ثوابت c1c,2حيث 
4

3
)( YE      ما يلي فالمطلوب: 

 . 2cو  1cأحسب قيمتي الثابتين . y(f.       2(أذكر شرطي دالة الكثافة  (1)

 P(0.4 < Y   ومنها أحسب قيمة F(y)أوجد دالة التوزيع التراكمي .  3  

<0.8). 

 :الحل

:       هما y(f(شرطي دالة الكثافة ( 1 

1

0

1)(),0)() dyyfiiyfi 
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 :لحساب الثابتين( 2
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 :نجد أن 2في العدد ( 1)بعد ضرب ( 2)من ( 1)وبطرح           
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        :كما يلي f(y)وتصبح دالة الكثافة          
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 :دالة التوزيع التراكمي تحسب كما يلي( 3
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 :ومنها نحسب الإحتمال التالي  
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 نيتمارين على الفصل الثا( 2-7)

. سحبت منه عينة عشوائية مكونة من كرتين. كرات حمراء وكرتين خضراء  4صندوق به . 1
 .يمثل عدد الكرات الحمراء في العينة  Xفإذا كان المتغير العشوائي 

( ج)بدون إرجاع   ( ب)إذا تم السحب بإرجاع   ( أ: )فأوجد في كل من الحالات التالية    
 :مع مقارنة النتائج لكل مما يلي. سحبتا معا   الكرتان

 ؟XE)(ومنه إحسب  Xالتوزيع الإحتمالي للمتغير ( 1        

 ومثلها بيانيا ؟ F(X)دالة التوزيع التراكمي ( 2        

 إحتمال أن تحتوي العينة على كرة حمراء واحدة على الأقل؟( 3       

 ؟XE)(ومنها أحسب  XM(t)الدالة المولدة للعزوم ( 4       

 

  Hيمثل عدد مرات ظهور  Xرميت عملة غير متزنة ثلاث مرات، فإذا كان المتغير . 2

وبفرض أن     
5

3})({ HP ,أوجد كل من: 

XXXXواستخدمها لحساب  f(x)(  أ    tM  ,,),( 2 

)3()4(واستخدمها لحساب  F(x)( ب       XPوXP  

)()()(( ج      tMوYEوYVar Y 2حيث-Y= 3X 

 Yلكتابة التوزيع الإحتمالي للمتغير  YM(t)استخدم ( د     

 ؟P({T})ضعف  P({H})أعلاه ىإذا كان ( 2)أعد حل السؤال . 3
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 :يتبع التوزيع الإحتمالي التالي Xإذا كان . 4
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),(),()(  (أ)  :فأوجد كل من    XEXVtM X  .   

),(),()(  (ب)                   YEYVtMY      حيثY=X+2 

 :يتبع التوزيع الإحتمالي Xإذا كان . 5
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),(),()(: أوجد كل من     YEYVtMY 1 :  حيث أن-Y=2X  ؟. 

 :يتبع التوزيع الإحتمالي التالي Xإذا كان . 6
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 E(Y)YM , (t)( ب)     . E(X)ثم أستخدمها لإيجاد  E(X)XM , (t)( أ)  :أوجد كل من    
 Y=3X-2: حيث أن

 :أُلقي حجرا نرد متزنان مرة واحدة فإذا كان. 7

 يمثل مجموع العددين الظاهرين على السطح العلوي للنردين Xالمتغير (  أ   

 E(X) , f(x):" فأحسب       
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   يمثل العدد الأكبر أو المساوي في الرقمين الظاهرين على سطحي النردين  Yالمتغير ( ب  

 E(Y) , f(y)YM , (t)     :فأحسب         

                     :إذا حدد فضاء العينة لرمي النردين أعلاه كما يلي( ج  

                             }6,....2,16,...,2,1,:),{(  bababa 

  ZM(t)و  f(z): حسبإف    )a , b(يمثل أكبر العددين  Zوكان المتغير       

 ؟Var(Z) , E(Z): حسبإومنها            

 : تحقق من أن الدالة. 8

4,3,2,1,0,
3

2

3

14
)(

4
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xx

 

 ؟P(X > 2)، ثم أحسب  Xتمثل دالة كتلة إحتمالية للمتغير       

       يمثل الرقم الظاهر على السطح  Xفإذا كان المتغير . ألقي حجر نرد متزن مرة واحدة. 9

  ، ؟Var(X)و  E(X)حسب إومنها  XM(t) ، )ب( f(x)(  أ)   : فأوجد.  العلوي للنرد      

 :له دالة التوزيع التالية اعشوائي ا  متغير  Xإذا كان . 10
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x

xF

5,1

54,92.0

43,84.0

32,53.0

21,27.0

10,13.0

0,0

)( 

 أوجد التوزيع الإحتمالي له؟( 2)      ما نوع هذا المتغير؟( 1)      

)42()3(أوجد قيم الإحتمالات التالية ( 3)        XPوXP؟ 

 ؟Y= (X-(21حيث  E(Y)أوجد ( 5)       ؟Xأوجد التوقع والتباين للمتغير ( 4)      
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 :فالمطلوب    {1,0,1-} مجموعة قيمه هي  اعشوائي ا  متغير  Xإذا كان . 11

إذا كان ( 1      
2

1)0( XP     2(فأوجدE(X؟ 

إذا كان ( 2      
2

1)0( XP  و
6

1)( XE     1()1(فأوجد(  XPوXP؟ 

 :تتبع توزيعا إحتماليا  دالة كثافته هي Xإذا كانت سرعة الرياح . 12

100,
10

1
)(  xxf 

 :فأوجد 2Y= 0.003X: على جناح الطائرة معطى بالعلاقة Yوكان الضغط      

 متوسط الضغط على جناح الطائرة والإنحراف المعياري؟( 1      

 ؟Var(X)و  E(X)( 3      ؟   F(x)دالة التوزيع التراكمي ( 2      

 

 :نريد إختيار عائلة لديها طفلين. 13

 (.gوالبنت  bالولد )أكتب فضاء العينة الذي يبين جنس الطفل ( 1     

 :فأوجد كل من. يمثل عدد الأولاد Xإذا كان ( 2     

)())())())() XVarivXEiiixFiixfi 

 :يمثل نسبة عدد البنات إلى عدد الأطفال في العائلة فأوجد Yإذا كان ( 3     

)())())())() YVarivYEiiiyFiiyfi 

 :فأوجد( عدد البنات –عدد الأولاد )يمثل  Zإذا كان ( 4     

)())())())() ZVarivZEiiizFiizfi 

 ماذا تلاحظ على هذه المتغيرات وتوزيعاتها؟     
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  10ريالا  في اليوم الذي يفتح فيه محله مبكرا  ، ويخسر  40لاحظ بائع كتب أنه يكسب . 14
            فإذا كان معلوما  أن إحتمال فتح. الذي لايفتح فيه المحل مبكرا   ريالات في اليوم      

 فأوجد التوقع الرياضي لمكسب ذلك البائع في اليوم؟ 0.6بكرا  في يوم ما هو م المحل       

       له  Xإذا كان وقت الإنتظار لشخص ما داخل مكتب خدمات يمثل بمتغير عشوائي . 15

 (:القيم محسوبة بالدقائق):   لتوزيع التاليةا دالة        
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  ثم أرسمها؟ f(x)إحسب ( 3)؟  F(x)إرسم الدالة ( 2)ما نوع هذا المتغير؟  ( 1)   

  : إحسب الإحتمالات التالية( 5)     ؟Var(X)و  E(X)إحسب ( 4)   

   )31()(),3()(),3()(  XPiiiXPiiXPi 

 :العشوائي الذي يمثله كل من التوزيع التاليأذكر نوع المتغير . 16
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  في حالة المتقطع والمستمر؟ (.)Var(.) , E(.) , fثم أحسب كل من            
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 ،ثم أثبت أنها غير تناقصية؟ F(x)أذكر خواص دالة التوزيع ( أ. )17

 :له التوزيع الإحتمالي التالي Xمتغير عشوائي ( ب)     

4 3 2 1 0 x 

4
1 

16
1 

8
3 

16
1 

4
1 f(x) 

 ؟F(x)أوجد ( 1)          

)30,()0,()42(:  حسب الإحتمالات التاليةإ( 2)           XPXPXP 

 ؟XM(t)أحسب F(1) –F(3)    ،    (4 ): الإحتمالأكتب الحادثة التي لها ( 3)         

     Xدالة مولدة للعزوم للمتغير  XM(t)إذا كانت ( ب) ،عرف الدالة المولدة للعزوم؟( أ. )18
22        :فأثبت أن )}0({)0(),)0()() XXXX MMiiMXEi   

وأحسب كل من المتوسط والتباين وذلك لكل من   M(t)أوجد الدالة المولدة للعزوم . 19
 :التوزيعات التالية

32,)()(

,)()(0,2)()( )(2



 

zazfiii

cyeyfiixexfi cyx  

 .؟ F(z)ثم أوجد  aقيمة الثابت   (iii)حسب للتوزيع الأخير إ       

)(,3,2,1......,:  متغير يتبع الدالة Xإذا كان . 20 1   xpqxf x 

10مقدار ثابت و  pحيث أن          p  بحيثp+q=1 فالمطلوب: 

 .هي دالة توزيع إحتمالي f(x)التأكد من أن ( أ

(),((),((,()( : إيجاد كل من( ب tMviiiXEiixFi XX 
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رمي حجر نرد متزن عدة مرات حتى الحصول على الرقم : لدينا تجربة عشوائية تقتضي. 21
 :فالمطلوب. يمثل عدد مرات الرمي اللازم لإنهاء هذا التجربة Xفإذا كان . واحد لأول مرة

 .عند عدم ظهوره 1عند ظهور الواحد و  1كتابة فضاء العينة لهذه التجربة، بحيث نكتب ( أ  

 .E(X)حساب ( ج.    f(x)إيجاد دالة الكتلة الإحتمالية ( ب    

   :لديك دالة الكثافة الاحتمالية . 22 

                       















..,0

21,

1,

)( 4
3

2

wo

x

xo

xf

x

   

 :أحسب كل من 

)5.15.0()(,)5.1()(,)()(  XPiiiFiiXEi
 

 :متغيراً مت لاً له الدالة التراكمية X ليكن  . 23
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 :أحسب كل من 

)0()(,)()(,)( XPiiixfiibi 
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)( إذا علمت أن . 24
!
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 مفكوك الدالة المولدة للعزوم لأي متغير  هو

X ،  لمتغير االمولدة لعزوم  ةلداللوإذا كانY مفكوك التاليال :



0 3
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tM . 

)(فاحسب الشكل العام للعزم rYEالتوقع والتباين للمتغير  منها واستنتجY.   

 

 :أعلاه قد نحتاج إلى التالي 21و  20عند حل المسألتين ( أ) :ملاحظة

1.........,1      : إذا كان لدينا المتوالية الهندسية               32  bbbb   
 :فإن
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 لثاثالفصل ال
 

 التوزيعات الإحتمالية المنفصلة

 ) Discrete Probability Distributions(  

 مقدمة

ية سندرس في هذا الفصل بعض التوزيعات المنفصلة التي لها تطبيقات كثيرة في الحياة العمل
ة، و وتشمل هذه الدراسة معرفة شكل دالة كتلته الإحتمالي. أو التي هي أساس لبعض التوزيعات

ا موبعض خواص التوزيع والدالة المولدة للعزومه  F(x)وكذلك . تحقيقها لشرطي دالة الكتلة
 :ومن هذه التوزيعات ما يلي. أمكن ذلك

 بيرنولي( محاولة)توزيع ( 3-1)

 )Bernoulli Distribution( 

 :المقدمة( 1)

احا  الناتج الأول نسميه نج. يصف هذا التوزيع التجارب العشوائية التي لها أحد ناتجين فقط
Success  ونرمز له بـ"S"  .  والناتج الثاني نسميه فشلاFailure  ونرمز له بـ"F" ( لناتج اهذا

},{وعليه فإن فضاء العينة لمحاولة بيرنولي هو (. هو عدم حدوث الناتج الأول FS . فإذا
ي أ{ 1,0}هي  Xعدد مرات النجاح فإن قيم  يمثل Xعرفنا على هذا الفضاء متغيرا  عشوائيا  

:},{}0,1{: أن FSX. 

 :أي أن (p -1)فإن احتمال الفشل هو   pو إذا فرضنا أن إحتمال النجاح هو   

1,1)0(,)1(  qpqpXPpXP 
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  :وعليه فإن 

 :هي Xدالة الكتلة الإحتمالية للمتغير ( 2)   
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 :والتي يمكن أن نكتبها كما يلي     
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 ؟  ،  لماذا. هي معلمة هذا التوزيع pلاحظ أن    

 هي دالة كتلة إحتمالية؟ f(x)أثبت أن  :تمرين    

 :دالة التوزيع التراكمي هي( 3)
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 :توقع هذا التوزيع هو( 4)
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xxxfXE
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pXE:        أي أن         )(   وهذا يعني أن توقع ،X هو إحتمال النجاح . 

 

pqXVar       :تباين هذا التوزيع هو( 5) X  2)(    
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 :البرهان    

pqppppXEXE

pqp
x

xXE

X

x

xx











 





)1())(()(

1
)(

2222

1

0

122

2







 

t        :الدالة المولدة لعزوم هذا التوزيع هي( 6)

X peqtM )( 

 :البرهان     
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 :ويمكن إيجاد التوقع والتباين لتوزيع بيرنولي بإستخدام دالته المولدة للعزوم كالتالي

pqpp
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pMXEpetM

pMXEpetM
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pXE:      أثبت أن   :تمرين r

r  )( 

 :(1-1-3)مثال 

. وذلك بطريقة عشوائية ، 2ونقسمه على  8إلى  0المحاولة هي أن نختار عددا  صحيحا  من 
 .هو باقي القسمة Xليكن 

:    أوجد كل من (1)
)()(,)(,)()(,)()(),()( 2 tMvivXEiiixFiixfi XX 

aوbحيث  Y= b + aXإذا كان  (2) 0 فأوجد كل من, ثوابت: 
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)()(,)()(,)(,)()( 2 yfvtMiiiiiYEi YY 

 :فإن الباقي سيكون أحد القيم التالية 2بعد إختيار العدد وقسمته على    :الحل

,0)4(,1)3(,0)2(,1)1(,0)0(  XXXXX

0)8(,1)7(,0)6(,1)5(  XXXX 

 : وعليه فإن  {1,0}هي ( باقي القسمة) Xلاحظ أن قيم 

9

4
)1()1(,

9

5
)0()0(  XPfXPf 

 :هو Xأي أن التوزيع الإحتمالي للمتغير 

1 0 x 

9
4 

9
5 f(x) 

                  :    قسمة غير الصفر فإن و إذا أعتبرنا أن النجاح هو الحصول على باقي
                              pXP 

9

4
)1( 

 ( 1:  )و عليه فإن
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 : باستخدام الخواص نجد أن ( 2)
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 (v)     من صيغة الدالة المولدة للعزوم للمتغيرY  أخذها يمكن معرفة القيم التي يمكن أن ي
 :   المتغير والاحتمال المناظر لهذه القيم كالتالي 

a+b b y 

9
4 

9
5 f(y) 

 .    Y=2+3Xعندما يكون ( 2)أعد الفقرة  :تمرين    

 

 

 

  (التوزيع الثنائي) الحدين يتوزيع ذ( 3-2)

)DistributionBinomial ( 

 :المقدمة( 1)

عدد مرات ) Xيعتبر هذا التوزيع تعميما  لمحاولة بيرنولي حيث يصف هذا التوزيع المتغير 
أي )من المرات بشرط أن تكون نتائج المحولات مستقلة  nعند تكرار محاولة بيرنولي ( النجاح
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ثابتا  لكل  pوأن يظل إحتمال النجاح (. لاتؤثر نتيجة محاولة على نتيجة محاولة أخرى 
 :وعليه فإن. المحاولات

 :تعرف كما يلي دالة الكتلة الإحتمالية للمتغير ذي الحدين( 2)
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xnx
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 . b(x;n,p)ويرمز له أحيانا  بالرمز .  p و nومعلمتا هذا التوزيع هما    

 :دالة توزيعه التراكمي هي( 3)




 









x

r

rnr xrqp
r

n
xF
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,........3,2,1,0,)( 

 . n,p,xوتوجد جداول إحصائية تعطي قيمة هذا المجموع لقيم مختلفة لكل من     

npXE                    :توقع هذا التوزيع هو( 4)  )( 

npqXVar              :تباين هذا التوزيع هو( 5) X  2)(  

npqX            :هو الإنحراف المعياريومنه فإن      

2: لاحظ أنه في التوزيع الثنائي يكون   :ملاحظة   

X  

nt   :الدالة المولدة لعزوم هذا التوزيع هي ( 6)

X peqtM )()(  

 :أمثلة( 7)

 :ع توزيع ذي الحدين ، فأجب على ما يليمتغيرا  يتب Xإذا كان      :)1 - 2  -3)مثال 

 .دالة كتلة إحتمالية f(x)أثبت أن  (1)

npqXVarnpXE:  أثبت أن f(x)بإستخدام  (2) X  2)(,)(  
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nt:  أثبت أن الدالة المولدة لعزوم توزيع ذي الحدين هي (3)

X peqtM )()(  

npqXVarnpXE:  ثم بإستخدامها ، أثبت أن        X  2)(,)(  

  :الحل

 :في حل هذا المثال سوف نستخدم المعلومات التالية

rnr:    نظرية ذي الحدين( أ
n

r

n ba
r

n
ba 










 

0

 .عدد صحيح موجب nحيث        )(

:             المتطابقة ( ب
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n
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n
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 :والآن

     :تحقق الشرطين f(x)نتحقق من أن ( 1 
x

xfiixxfi 1)()(,0)()( 

)(0نلاحظ أن     xf  من تعريف دالة التوزيع الثنائي ، أما الشرط الثاني فهو: 
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  ... f(x) تحقق الشرطين أعلاه فهي دالة كتلة إحتمالية. 

 :التوقع هو( 2
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mynxyx:  نجد أن داخل  m=n-1و  y=x-1بوضع      ,01 
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 :ولإثبات التباين   
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 : نستطيع أن نكتب  
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 :نجد أنداخل   m=n-2و   y=x-2وبوضع 
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 :الدالة المولدة للعزوم هي( 3
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                   :وعليه فإن    
nppn

ppeqnXEM

pepeqntM
dt

d
tM

nt

X

tnt

XX





 

1

1)()()0(

.)()()( 1

 

 : وكذلك   

npqpnp

pnnppnnp

MMXVar

pnnnp

pnnppnM

pepeqnnpepepeqntM

XXX

X

tntttnt

X











 

)1(

))0(()0()(
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1)1(1)0(

.))(1(..)()(

22222
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 :(2-2-3)مثال 

فُحصت عينة . %30في أحدى المدن كانت نسبة المصابين من كبار السن بمرض السكر هو 
وبفرض . من كبار السن من هذه المدينة للتأكد من إصابتهم بمرض السكرأفراد  5مكونة من 

 :يمثل عدد المصابين في هذه العينة Xأن المتغير العشوائي 

قل ماهو إحتمال وجود شخص واحد على الأX.  (2 )أكتب دالة الكتلة الإحتمالية للمتغير  (1)
                 .العينةماهو العدد المتوقع للأشخاص المصابين في هذه ( 3)  .مصاب

 .Xأكتب الدالة المولدة لعزوم  ( 5)      .أوجد قيمة الإنحراف المعياري ( 4)

 :الحل

 :دالة الكتلة الإحتمالية لهذا المتغير هي( 1

5,4,3,2,1,0,)7.0()3.0(
5

)( 5 







  x

x
xf xx 

2)              )0(1)1(  XPXP(=وجود شخص واحد على الأقل مصاب)P 

8319.0)7.0(1)0(1 5  f                                              

)()5)(3.0(5.1:        التوقع هو( 3  npXE 
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)5)(3.0)(7.0(025.105.1:   الإنحراف المعياري ( 4  npqX 

)()3.07.0(5:         الدالة المولدة للعزوم( 5 t

X etM  

 (: 2 – 3) تمارين( 8) 

عدد ماالقيمة المتوقعة والإنحراف المعياري ل. قطعة عملة متزنة مرة واحدة 400قذفت  (1)
 .؟ (H)القطع التي وجهها العلوي صورة 

وتباين  1يتبع توزيع ذي الحدين بمتوسط  Xإذا كان  (2)
3

)1(فأوجد   2 XP ؟. 

5:     متغيرا  عشوائيا  منفصلا  دالة توليد عزومه هي Xإذا كان  (3)

5
)2(

3

1
)( t

X etM  

 وإحسب متوسطه وتباينه واكتب دالة توزيعه الاحتمالي؟. Xإذكر اسم توزيع         

فإذا اختير بطريقة . إحص ينجحون  111من طلاب  %80إذا كان من المعلوم أن  (4)
 :طلاب يدرسون هذا المقرر، فأوجد 5عشوائية 

احتمال ( 3)   ينجح طالبان؟احتمال أن ( 2)احتمال أن لا ينجح أحد منهم؟  ( 1)
     احتمال أن ينجح طالب واحد على الأقل؟( 4)         أن لا ينجح طالبان؟

 مولدة الدالة ال( 6)  لذلك؟العدد المتوقع للطلبة الناجحين والانحراف المعياري ( 5)
 لعزوم عدد الطلبة الناجحين؟

فإذا أُتيحت له . رمياتهمن  %20إذا كانت نسبة إصابة الهدف لدى شخص ما هي  (5)
 :محاولات فأوجد 10فرصة الرماية في 

 4احتمال إصابة الهدف ( 2)   احتمال إصابة الهدف مرتين على الأقل؟( 1)
( 4)  احتمال عدم اصابة الهدف في المحاولات العشر؟( 3) مرات على الأكثر؟

دة دالة المولل( ا5)   العدد المتوقع لمرات اصابة الهدف؟ ثم أوجد قيمة التباين؟
 للعزوم؟
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لعدد مرات الحصول على الرقم  2و µأوجد  : مرة 360في تجربة إلقاء حجر نرد  (6)
 ؟4

.  5أو  1فإذا اعتبرنا أن النجاح هو الحصول على الرقم . مرات 7ألقي حجر نرد  (7)
   :فأوجد

 ثلاث مرات بالضبط؟ 5أو  1احتمال الحصول على  .1

اكتب الدالة ( 3)    مرة واحدة على الأقل؟ 5أو  1احتمال الحصول على  .2
 المولدة للعزوم؟

إجابات واحدة  3أسئلة وضع لكل سؤال منها  6في اختبار متعدد الاجابات يتكون من .  8 
يرمي حجر نرد متزن فإذا حصل : طالب السياسة التالية          إتخذ . منها فقط صحيحة

ية اختار الإجابة الثان  4أو    3اختار الإجابة الأولى وإذا حصل على  2أو  1على الرقم 
 :إحسب احتمال حصول هذا الطالب . وخلاف ذلك يختار الإجابة الثالثة

 .لى إجابات كلها خطأ ؟ ( ع2) .على ثلاث إجابات صحيحة فقط ؟  (1)

 .على ثالث إجابة صحيحة عند السؤال السادس ؟ (3) 

أُرسل طرد إلى مشتري . %2مصنع للآلات الحاسبة نسبة المعيب من إنتاجه هي .  9 
 .لعدد الآلات المعيبة الموجودة في الطرد؟  و 2و  µأوجد . آلة 10000يحوي على 

   عشر  5أوجد احتمال الحصول على المجموع . مرة 40معا  ( متزنين)ألقي حجرا نرد . 10    

 مرات فقط ؟         

~);,(بفرض أن . 11     pnxbX  وأنX –Y=n   

~);,(أثبت أن   ( 1          qnybY ؟. 

أوجد قيمة  ( 2         
n

XEXE 2))(( 
 .؟  
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 توزيع ذو الحدين السالب( 3-3) 

)Binomial DistributionNegative ( 

 :مقدمة( 1)

قوع و يستخدم هذا التوزيع عندما يكون لدينا عدد من محاولات بيرنولي ونريد أن نحسب إحتمال 
 rو أي أننا نحدد عدد مرات النجاح الذي نريده وه. nفي المحاولة رقم  rحادثة النجاح رقم 

 وهذا يعني أن عدد المحاولات. نجاح rونود أن نعرف عدد المحاولات اللازمة للحصول على 
وسوف نشتق دالة   ..…,n = r, r+1,r+2وبأخذ القيم  Xمتغير سنرمز له بالرمز  nاللازمة 

 :كتلته الإحتمالية كما يلي

طلوب أعلاه ، نجد أن الم( 2 – 3)في مجموعة تمارين (  3)فقرة   8بالرجوع مثلا  إلى تمرين 
حة عند السؤال السادس، وهذا يعني أنه قد تم هو إحتمال الحصول على ثالث إجابة صحي

بالفعل حصول الطالب على إجابتين صحيحتين من خلال الخمسة أسئلة الأولى وذلك 
 :بإحتمال

252
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5
)2( 









 qpXP 

وحيث أن هاتين الحادثتين .  pثم يحصل على إجابة واحدة عند السؤال السادس بإحتمال 
حادثة حصول الطالب على إجابتين صحيحتين من بين الخمسة أسئلة الأولى )مستقلتان 

فإن إحتمال وقوع الحادثتين معا  ( وحادثة حصوله على إجابة صحيحة عند السؤال السادس 
 :هو( الاحتمال المطلوب)

353
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:    ويمكن أن يعمم فيصبح. لماذا ؟ ! وهذا ليس توزيع ذي الحدين 
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 :ومنه نحصل على التعريف التالي        

  (:دالة كتلته الإحتمالية)تعريفه ( 2)

 :دالة الكتلة الإحتمالية لتوزيع ذو الحدين السالب هي
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 .هما معلمتا هذا التوزيع rو  pحبث أن     

:                       توقعه هو( 3)
p

r
XEX  )( 

                             :تباينه هو( 4)
2

2

p

rq
X  

  :الدالة المولدة لعزومه هي( 5)
r

t

t

X
qe
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  :بعض العلاقات المفيدة( 6)

 :في الحسابات والبراهين المتعلقة بهذا التوزيع قد نحتاج إلى هذه العلاقات     

 :صيغة مفكوك ذات الحدين السالب هي     
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 :أمثلة( 7) 

 (:1 -3-3)مثال 

 تحقق شرطي دالة الكتلة الإحتمالية؟ f(x)أثبت أن صيغة ( 1

أثبت أن متوسط توزيع ذات الحدين السالب هو ( 2
p

r
XEX  )(؟ 

أثبت أن تباين توزيع ذات الحدين السالب هو ( 3
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rq
X ؟ 

أثبت أن الدالة المولدة لعزومه هي ( 4
r

t

t

X
qe

pe
tM 












1
 ؟)(

 :الحل

(1) f(x) محقق من تعريف :  تحقق شرطي دالة الكتلة الإحتمالية وذلك لأنf(x)  
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 .وهو المطلوب           
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 .وهو المطلوب         
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 :بإستخدام الدالة المولدة للعزوم نعلم أنه (3)
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 .وهو المطلوب       

 

 :الدالة المولدة للعزوم هي (4)
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 .وهو المطلوب        

     :ملاحظة

            : في هذا التوزيع نجد أن العلاقة بين التوقع والتباين ممثلة فيما يلي     

                              

22 )()( XX pXqEXE
p

q
  

 :(2 -3-3)مثال

أو  على حادثة أن ك  القطع  ورقطع من النقود المتانة مااحتما  الح و   3عند رمي 

ة للااماكلها كتابة للمرة الثانية في الرمية الخامسة؟ وما هو العدد المتوقع للرميات 

 والانحراف المعياري لذلك؟

   :الحل

هو عدد مرات  rيمث  عدد مرات رمي القطع حتى الح و  على نجاحين وأن  Xن رض أن 

  :حيث Aإن النجاح هو ظهور الحادثة . النجاح
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 التوزيع الهندسي( 3-4)

)Geometric Distribution( 

  :مقدمة( 1)

والذي يعني  r=1يعتبر هذا التوزيع حالة خاصة لتوزيع ذي الحدين السالب وذلك عندما 
فحص إنتاج سلعة معينة حتى الحصول على أول سلعة )الحصول على أول نجاح 

 (.إلخ......تالفة،

وله تطبيقات في الإحصاء السكاني لدى دراسة معدلات نمو السكان ومعدلات الولادات 
وحيث أن هذا التوزيع يمثل حالة خاصة من توزيع ذي الحدين السالب لذا فإن . والوفيات

،  r=1خصائصه هي نفس خصائص توزيع ذي الحدين السالب وذلك بعد التعويض عن 
 :وزيع التراكمي فلها صيغتها الخاصة، وعليه فإنماعدا دالة الت

 :هي(دالة الكتلة الإحتمالية) تعريفه ( 2)

,...2,1,)()( 1   xpqxXPxf x 

10حيث أن   p  هي معلمة هذا التوزيع والمتغيرX  يمثل عدد المحاولات حتى الحصول
 .على أول نجاح

)(2,1,1.....,      :دالة التوزيع التراكمي هي( 3)  xqxF x 
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                                   :توقعه هو( 4)
p

XE
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)(  

                                       :تباينه هو (5)
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                  :الدالة المولدة للعزوم هي( 6)
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 :المتطابقات المفيدةبعض ( 7)
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    :أمثلة( 8)

 :(1 -4-3)مثال 

 في التوزيع الهندسي تحقق شرطي دالة الكتلة الإحتمالية؟ f(x)صيغة أثبت أن  (1)

xqxF: أثبت أن دالة التوزيع التراكمي هي (2) 1)(  ثم أوجد ،P(X>x)؟ 

: أثبت أن (3)
t

t

X
qe

pe
tM




1
    :أستخدمها لإثبات أن، ثم  )(

2
2,1

p
q

p X   

 :الحل

()(0من التعريف                    (       1 xfi 
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 .وهو المطلوب         
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  :(2 -4-3)مثال 

 :إذا كان لديك الدوال التالية
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 :    وهذا توزيع هندسي فيه 

t

t

t

t

t

t

X

X

X

e

e

e

e

qe

pe
tM

p

q

p

qp
















3

2

3
11

3
2

1
)(

4

3

2

3
.

3

1

5.1
2

31

3
1,

3
2

2

2

2

2



 

 .  تترك للطالب كتمرين (ii)والفقرة 
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 توزيع بواسون( 3-5) 

)Poisson Distribution( 

 :المقدمة( 1)

 .ائيةيعد توزيع بواسون أحد التوزيعات المتقطعة المهمة جدا  في الكثير من التطبيقات الإحص
عدد  وع مثلعدد الحوادث النادرة الوقيستخدم هذا التوزيع لدراسة المتغيرات العشوائية التي تمثل 

 دقيقةالأخطاء المطبعية في الصفحة الواحدة في كتاب كبير أو عدد المكالمات التلفونية في ال
ي أي أنه يصف عدد لانهائي قابل للعد من محاولات برنول. الواحدة في إحدى كبائن الإتصال

 .بإحتمال نجاح صغير

 (:دالة الكتلة الإحتمالية)تعريفه ( 2)

والتي  f(x)له توزيع بواسون إذا كانت دالة كتلته الإحتمالية  Xيقال أن المتغير العشوائي     
);(  يرمز لها أحيانا  بالرمز  xP تعطى بالصورة: 
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 .ثابت تمثل معلمة هذا التوزيع >  0حيث     

 :التوزيع التركمي هيدالة ( 3)





x

k

k

e
k

xF
0 !
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 .و  xوتوجد جداول إحصائية تعطي قيمة هذا المجموع لقيم مختلفة لـ     

              :توقع هذا التوزيع هو( 4)  )(XE 

               :ين هذا التوزيع هواتب( 5)  2)( XXVar 
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لاحظ أنه في هذا التوزيع      = المتوسط ) وهي خاصية يتميز بها هذا التوزيع   2
 (.التباين

)()1(            :الدالة المولدة لعزومه هي( 6) 
te

X etM  

 

 :العلاقة بين توزيع بواسون والتوزع الثنائي ( 7)

 n لتوزيع ذي الحدين عندما يكون عدد المحاولات( أو نهاية)يعتبر توزيع بواسون تقريب 
ا  بحيث يكون معدل وقوع الحوادث مقدار ( نادر)صغير جدا   pكبير جدا  واحتمال النجاح 

 .npثابتا  هو 

أي أن  
n

p


   . 1.050وعموما  يتحقق التقريب عندما تكون  pوn  

0وتزداد دقة التقريب عندما   pوn. 

 

  :بعض المتطابقات المفيدة( 8)

علقة ضية التي تستخدم في الحسابات والبراهين المتاهذه بعض المتطابقات والعلاقات الري    
 :اذكرها هنا ليسهل الرجوع إليهن بهذا التوزيع 
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 :(1 -5-3)مثال    :أمثلة( 9)

2أثبت أن ( 2)       تشكل دالة كتلة إحتمالية؟ f(x)أثبت أن ( 1)  

XX  ؟ 

)()1(أثبت أن ( 3)      
te

X etM   ثم أستخدمها لحساب كلا  من  ؟2و

 أن التوزيع الثنائي يؤول إلى توزيع( xM(t)و  f(x)بإستخدام )أثبت بطريقتين ( 4)    
 كبيرة؟ nبواسون عندما تكون 

 :في هذا التوزيع تشكل توزيع إحتمالي وذلك لأن f(x)صيغة ( 1)      :الحل

()(0         (f(x)محققة من تعريف ) xfi 
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       :نجد أن( 3)و ( 1)ومن                2

XX   وهو المطلوب 

 :الدالة المولدة للعزوم هي( 3)
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 :تقريب الثنائي إلى بواسون ( 4)

 :f(x)بإستخدام دالة الكتلة الإحتمالية : أولا      
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 :نجد أن nوبأخذ النهاية للطرفين عندما     
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 : XM(t)بإستخدام الدالة المولدة للعزوم : ثانيا       

  pM(t)ولبواسون بالرمز  bM(t)نرمز هنا للدالة المولدة لعزوم الثنائي بالرمز      
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 :نجد أن nوبأخذ النهاية للطرفين عندما     
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 :(2 -5-3)مثال 

ساعة  350إذا علم أنه يوجد صندوق يحوي على . من إنتاجه معيب %0.3مصنع للساعات 
 :أوجد. من إنتاج هذا المصنع

  .ساعة معيبة إحتمال أن لا يحتوي هذا الصندوق على( 1)

 .إحتمال وجود ساعة واحدة على الأقل معيبة في الصندوق ( 2)

م عدد أكتب الدالة المولدة لعزو ( 4) .العدد المتوقع لعدد الساعات الميبة في الصندوق ( 3)
 .الساعات المعيبة

 :الحل

حالة الساعة من الصندوق تمثل حاولة من محاولات بيرنولي وحيث أن إحتمال  الحصول 
003.0:هو( إحتمال النجاح)عليها 

100

3.0
p وحجم العينة هو . وهو عدد صغيرn=350 

 .وهو عدد كبير

 .هو عدد الساعات المعيبة في الإنتاج Xفإذا فرضنا أن المتغير

,2,1,0......, :  يتبع توزيع بواسون بدالة كتلة إحتمالية هي Xفإن 
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)350).(003.0(05.1:  حيث أن   np      وعليه فإن دالة الكتلة هنا هي: 
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 (:3 -5-3)مثال

ال حادثة، فما إحتم 24إذا كان المعدل اليومي للحوادث المرورية في مدينة يساوي  (1)
 .وقوع حادثتين في الساعة القادمة، وكم نتوقع عدد الحوادث في تلك الساعة ؟ 

.   0.0005في مدينة أُخرى ، بفرض أن احتمال وقوع سيارة بحادثة مرور هو  (2)
 .سيارة ؟  10000مروريتين لـ إستخدم التقريب لحساب إحتمال وقوع حادثتين 

 :الحل

1:     معدل الحوادث في الساعة هو (1
24

24  

 :يمثل عدد الحوادث فإن Xوبفرض أن    
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1:     والعدد المتوقع هو    X  . 

5,0005.0,10000لدينا ( 2  nppn   
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   (:4 -5-3)مثال 

)(4)1(:    هي Xإذا كانت دالة توليد العزوم لمتغير عشوائي  
te

X etM 

 .؟ P(X=3) فما هو توزيع هذا المتغير وقيمة   

 :4هذه الدالة هي دالة توليد العزوم لمتغير يتبع توزيع بواسون بمعلمة       :الحل

195.0
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 :(5-3) تمارين( 10)

 ؟ XM(t)وأكتب  f(4)فأحسب  f(1) = 2f(2)توزيع بواسون وكان يتبع  Xإذا كان  (1)

فإذا كان إحتمال أن يعاني أي . شخص بمصل ضد أحد الأمراض 2000طُعم  (2)
، فأوجد إحتمال أن يعاني رد   0.001أحد منهم رد فعل سيء ضد التطعيم هو 

 :فعل سيء في كل من حالتي تطعيم 

 .شخصين فأكثر( 2.       ثلاثة أشخاص( 1

 %1في مجتمع ما وجد أن نسبة الذين يستخدمون يدهم اليسرى في الكتابة هي  (3)
 :شخص بطريقة عشوائية من هذا المجمتمع فأوجد 400فإذا تم إختيار 

 .ل في العينة يستخدمون يدهم اليسرى أشخاص على الأق 4احتمال وجود ( 1

 .العدد المتوقع من هؤلاء العُسَر في العينة( 2

فما هو إحتمال طباعة .   0.005إذا كان إحتمال طباعة كلمة بشكل خاطيء هو  (4)
 .كلمة ؟  1000كلمات على الأكثر بشكل خاطيء في مقالة بها  5

لمناعة هو حالتين في إحدى المدن الأمريكية كان معدل الإصابة بمرض نقص ا (5)
وبفرض أن . شخص من تلك المدينة 200أخذت عينة حجمها . 1000لكل 

. يمثل عدد المصابين بمرض نقص المناعة في هذه المدينة Xالمتغير العشوائي 
 :أحسب

  إحتمال وجود شخصين على الأقل ( 2)  ؟Xدالة الكتلة الإحتمالية للمتغير ( 1

 العدد المتوقع للأشخاص المصابين؟  ( 3       مصابين؟          

 ،  وبفرض أن المتغير 0.6إذا كان متوسط عدد الزلازل السنوي في أحد المدن هو  (6)
 :يمثل عدد الزلازل في تلك الدولة، فأوجد Xالعشوائي 

  زلازل في السنة؟ 4إحتمال وقوع أكثر من ( 2 ، ؟Xدالة الكتلة الإحتمالية للمتغير ( 1
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 لعدد الزلازل؟ التباين(        3 

 3إذا كان متوسط عدد الحوادث الأسبوعية على أحد الطرق في إحدى المدن هو  (7)
يمثل عدد الحوادث الأسبوعية في هذا  Xوبفرض أن المتغير العشوائي . حوادث
 :فأوجد. الطريق

 إحتمال وقوع حادثتين في اليوم؟( 2       إحتمال وقوع حادثتين في الأسبوع؟( 1

 في الشهر؟ بإعتبار أن الشهر يضم أربعة أسابيع؟ حادثتين إحتمال وقوع( 3

 إحتمال وقوع عشر حوادث في الشهر؟( 4

صفحة،  500خطأ  مطبعيا  موزعة عشوائيا  على كتاب به  300إذا كان هناك  (8)
 :فأوجد إحتمال أن يوجد بإحدى الصفحات ما يلي

 .خطأن على الأكثر( 2    .خطأن مطبعيان( 1

بفرض أن . في منطقة معينة بمعدل حادث واحد لكل يومينتقع حوادث إصطدام  (9)
 :أوجد. يمثل عدد الحوادث الأسبوعية Xالمتغير 

 {.0,1,2,3,4,5,6: }التالية Xالإحتمالات المناظرة لقيم ( 1

وقع كم يوما  في الأسبوع نت( 3  .ما عدد الإصطدامات الأسبوعية الأكثر إحتمالا  ( 2
 .أن يمر بدون إصطدامات

~);(بفرض أن  (10) xPX  وأنP(X = 1)  ضعفP(X = 2)  أوجد قيمة  ؟ 
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 (التوزيع الهندسي الزائدي)التوزيع فوق الهندسي ( 3-6)  

)The Hypergeometric Distribution( 

 :مقدمة( 1)

 

من العناصر تحمل  M، منها Nإذا كان لدينا مجتمع يحوي على عدد محدود من العناصر 
، nا وسحبت من هذا المجتمع عينة عشوائية حجمه. cلايحمل الصفة  N-Mوالباقي  cالصفة 

في العينة نجاحا  وبالتالي الحصول على  Mو إذا أعتبرنا أن الحصول على أي من عناصر 
 Mأي عدد عناصر )يمثل عدد مرات النجاح  Xوكان المتغير . فشلا   N-Mأي من عناصر 

 :فإننا أمام إحدى حالتين( عينةفي ال

 لنجاح هوأن سحب العينة تم بإرجاع ، وفي هذه الحالة يكون إحتمال ا:  الحالة الأولى( أ

N

M
p     مقدار 

يع يتبع توز  Xثابت في جميع المحاولات وبالتالي تكون المحاولات مستقلة وهذا يعني أن     
 الذي   ذي الحدين

 .  pو  Nسبق دراسته ومعالمه هي      

يس ل pأن سحب العينة تم بدون إرجاع ، في هذه الحالة إحتمال النجاح : الحالة الثانية( ب
 (     لماذا؟)ثابتا  
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سمى ، وإنما توزيع آخر يتوزيع ذي الحدين لايتبع   Xوالمحاولات غير مستقلة وبالتالي     
  التوزيع فوق 

 :الهندسي الذي سوف نشتق دالة كتلته الإحتمالية كما يلي   

 )عدد عناصر فضاء العينة(  سحب العينة يمكن أن يتم بطرق عددها (1)








n

N

   
 

يمكن أن يتم بطرق عددها هو  }X=x{والحصول على النجاح أي وقوع الحادثة  (2)
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 :ومنه نحصل على التعريف التالي (3)

 (:دالة الكتلة الإحتمالية )تعريفه ( 2)

لصيغة با Xللمتغير ( دالة الكتلة الإحتمالية)تعرف دالة التوزيع الإحتمالي فوق الهندسي     
 :التالية
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))(,min(,......2,1?,0;

)( 

);,,(ويرمز لها أحيانا  بالرمز     nMNxH . حيث أنN  وM وn   أعداد صحيحة موجبة
ا إذ qوإحتمال الفشل  pبدلالة إحتمال النجاح  f(x)ويمكن كتابة . هي معالم لهذا التوزيع

 :لاحظنا أن
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NqMN  )1( qNMNpM 
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                        :وعليه فإن   
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 :توقعه هو( 3)

np
N

nM
XE  )( 

 :تباينه هو( 4)
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 :مهمة ملاحظات( 5)

لاتوجد صيغة لدالة التوزيع التراكمي غير  (1) )()( xfxF. 

لذا نكتفي هنا بمعرفة  XM(t)يصعب إيجاد صيغة سهلة للدالة  (2)  .2و

والذي يمثل عدد ) Xيجب توخي الحذر عند إيجاد القيم التي يمكن أن يأخذها المتغير  (3)
 Xحيث أنه لايمكن أن يأخذ  Mو  Nو  nمعرفة العلاقة بين ( في العينة Mعناصر 

إذا  Mقيمة أكبر من  Xولايمكن أن يأخذ .  M > n،    إذا كانت  nقيمة أكبر من 
 .max( 0, n - N + M)فهي  Xأما أقل قيمة يمكن أن يأخذها   . n > Mكانت 
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 :عندما Xقيم    :توضيح

.4,3,2,14,7,10)(

.3,2,1,04,3,10)(

.4,3,2,1,04,5,10)(







xnMNiii

xnMNii

xnMNi

 

 نستخدم في الحسابات والبراهين المتعلقة بهذا التوزيع بعض العلاقات الرياضية (4)
 :منها
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 :وبرهان هذه العلاقة كالتالي. أعداد صحيحة موجبة bوa و            
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 :في الطرفين نجد أن nXوبمقارنة معامل 
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 :تقريب التوزيع فوق الهندسي إلى التوزيع الثنائي( 6)

 .أي أنه يساوي متوسط الثنائي npنلاحظ أن متوسط التوزيع فوق الهندسي هو     
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يحدث هذا عادة عندما تكون النسبة )صغيرة  nكبيرة و  Nوعندما تكون     
N

n  أقل من

 .الثنائينجد أن تباين التوزيع فوق الهندسي يؤول إلى تباين التوزيع ( 5%

ى بمعن كما أنه في مثل هذه الحالة يكون السحب بدون إرجاع مساويا  للسحب بإرجاع تقريبا      
 :أنه في مثل هذه الحالة يقترب التوزيع فوق الهندسي من التوزيع الثنائي، حيث نجد أن

1

11
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lim
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limlim
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 .تباين التوزيع الثنائي وهو   

جتمع  جم المحعندما يكون فوق الهندسي إلى التوايع الثنائي يتم وهذا يعني أن تقريب التوايع 
N  كبير وحجم العينةn  يحدث هذا عندما تكون النسبة )صغير

N

n  5%أقل من) . 

 :أمثلة( 7)

 :(6-1-3)مثال 

وق فأثبت أن متوسط التوزيع . ب تحقق شرطي دالة الكتلة الإحتمالية؟ f(x)أثبت أن صيغة . أ
 ؟npالهندسي هو 

oxfنجد أن  f(x)من تعريف ( أ)    :الحل )(.       الآن نبرهن أن  و 1)(xf 
 :كالتالي

1
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0 0 0
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 :(6-2-3)مثال 

 أعلنت وزارة الصحة عن عزمها على إبتعاث ثلاثة أشخاص لدراسة طب الأسنان فتقدم للبعثة
الاختيار وجد وعند. أشخاص من كلية طب الأسنان 4أشخاص من مستشفيات الوزارة و  6

  X يرأنهم جميعا متساوون في المؤهل والخبرة فتم الاختيار بطريقة عشوائية. فإذا كان المتغ
 يمثل عدد المتقدمين من كلية الطب في البعثة، فأوجد :

)(,2( أحسب كل من   2؟  ) Xللمتغير  الكتلة الإحتمالية( دالة 1)  XXE  .      

 ( احتمال عدم وجود شخص من كلية الطب في البعثة؟ 3) 

 ( احتمال وجود شخص واحد على الأقل من كلية الطب في البعثة؟ 4) 

 وعليه فإن :   N=10,   M=4,  n=3    لدينا        :الحل

 دالة الكتلة الإحتمالية هي : (1)
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 : P(X = 0)لمطلوب هو ا  (3)
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 fXP 

)1(المطلوب هو  (4) XP: 

6

5

6

1
1)0(1)1(1)1(  fXPXP 

 

 :(3 -6-3)مثال 

. مصباحا   30تاجر يشتري مصابيح كهربائية معبأة في صناديق، يحتوي كل صندوق على 
مصابيح يختارها بطريقة عشوائية من ذلك  4وقبل أن يشتري أي صندوق يقوم بفحص 

 بفرض أن الصندوق به. الصندوق فإذا وجد مصباحا  واحدا  على الأقل معيبا  رفض الصندوق 
 :مصابيح معيبة أحسب ما يلي 3

 نسبة الصناديق التي يرفضها هذا التاجر؟( 2           إحتمال قبول الصندوق؟ ( 1

 مصابيح معيبة؟ 4إحتمال الحصول على ( 3
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 :الحل

لمه له توزيع فوق هندسي معا X. ..       :يمثل عدد المصابيح المعيبة في العينة Xبفرض أن 
4,3,30هي    nMN          .. . دالة الكتلة الإحتمالية لـX هي: 

3,2,1,0,

4

30

4

273

)( 
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 :P(X = 0)المطلوب هو . 1

64.0
203

130

4

30

4

27

0

3

)0()0( 



























 fXP 

)1(النسبة المطلوبة ما هي إلا إحتمال الرفض أي . 2 XP: 

36.064.01)0(1)1(  XPXP 

 .36%النسبة المطلوبة هي . ..    

)4()(0   :أي أن( لماذا ؟ )  4لا يمكن أن يأخذ القيمة    Xالمتغير .  3  PXP 

 :(6-3) تمارين( 8)

محولا ، بشرط أن  20يشتري شخص محولات كهربائية في علب يحتوي كلا  منها  (1)
فإذا كانت جميع . محولات من كل علبة يختارها بشكل عشوائي 4يفحص 

ول فإذا افترضنا أن أي مح. فإنه يرفضهاالمحولات الأربع سليمة قبل العلبة وإلا 
وبشكل مستقل عن بقية المحولات، فما هي نسبة العلب  0.1يكون معيبا  بإحتمال 

 التي يتم رفضها من قبل هذا المشتري؟ وما العدد المتوقع للمحولات المعيبة في
 العينة التي يفحصها؟
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هذا الصندوق  فاسدة، أختير أربع تفاحات من 30تفاحة منها  100صندوق به  (2)
 يمثل عدد التفاحات الفاسدة في Xفإذا كان المتغير العشوائي . بطريقة عشوائية

بإستخدام التوزيع فوق الهندسي ثم بإستخدام التوزيع  P(X = 2)فأحسب . العينة
 الثنائي وقارن بين الناتجين؟

 لث اثتمارين عامة على الفصل ال( 3-7)

 X رفإذا كان المتغي ،7تلقى زهرتا نرد متزنتان عدة مرات حتى يتم الحصول على المجموع ( 1
في رابع  7إحتمال الحصول على المجموع ( 1)  :  فأوجد. يمثل عدد الرميات اللازمة

العدد ( 3)  .الأقل بعد أربع رميات على  7إحتمال الحصول على المجموع ( 2)  .رمية
ات الإنحراف المعياري للرمي( 4) .7ة حتى الحصول على المجموع المتوقع للرميات اللازم

وب المطل) Xالدالة المولدة لعوزم المتغير ( 5)   .7اللازمة حتلا الحصول على المجموع 
 (.كتابة الدالة فقط

أو  5يمثل عدد مرات الحصول على مجموع يساوي  Yإذا كان المتغير : في السؤال السابق( 2
 . لأول مرة في الرمية الثالثة( 1)    :الحصول على هذا المجموع احتمال  ، فأوجد 6

 .ةللمرة الثالثة في الرمية الخامس ( 3)            . رميات 6ثلاث مرات خلال  (2)     

 قررنا فحص كل قطعة فإذا كانت سليمة. %10نسبة القطع المعيبة في سلعة ما هي ( أ ( ) 3
يمثل عدد الفحوصات اللازمة لأول  Xبفرض أن المتغير . أدخلت إلى المخزن وإلا رفضناها

 :المطلوبرفض، 

 .Xما هو شكل الدالة المولدة لعزوم المتغير . P(X > 10)،2و    P(X = 4)قيمة  إحسب.1   

  :Yلديك الدالة المولدة لعزوم المتغير ( ب )    
37

4
)(




tY
e

tM
 

 . P(Y = 3)حسب إ ، 

ي وب شخص بندقيتته علتى هتدف معتين ا إذا كتان معلتوم لتدينا متن خبترة ستابقة أنته   (4

 المطلوب : ا 0.5ي يب هدفه باحتما  

 ما هو احتما  أن ي يب الهدف لأو  مرة في المحاولة الخامسة ؟ (1)
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 ما هو احتما  أن ي يب الهدف لثالث مرة في المحاولة الخامسة ؟ (2)

التين المحتاولات اللاامتة ا تابة الهتدف فتي الحتما هو العدد المتوقتع والتبتاين لعتد  (3)

 السابقتين؟

باستتتخدام ) اكتتب دوا  الكتلتتة ااحتماليتة متتع ذكتتر إستم التوايتتع المقابتت  وتوقعته وتباينتته(  5    

   -:لما يلي ( المعالم

)1(2)()(
te

X etMiii     10
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34
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 منن صنندو  أي يحتنوي ألا للسيا ات معينة غيا  قطع مصنع أصحاب أحد يضمن   - أ  (6

   10 علنى يحتنوي صندو  كل وكان  معيبتين، قطعتين من أكث  على القطع هذه صناديق

 من بةنس اعنه تنشأ المصنع يتبعها الت  التصنيع ط يقة  أن على التح بة دلت كذلك. قطع

 إنتننا  مننن صننندو  يحقننق أن أوحنند. المصنننعة القطننع  مننن %2 قنند ها المعيبننة القطننع

 .المذكو  الضمان عشوائ  بشكل اختيا ه يتم المصنع

هتي  Xإذا كانت الدالة المولدة للعاوم للمتغير العشوائي   -ب 
3

27
1 )2()(  t

X etM 

)1(الاحتما   احسبف XP. 

      كان والمشعة من م در إشعاعي يتبع توايع بواسون  Xإذا كان عدد الجايئات  -أ(  7

 
3

10 Xp     فما احتما  إشعاع جائيين فأكثر. 

.  0.9إذا كان احتما  إ ابة الهدف بواسطة إحدى من ات إطتلاق ال تواريه هتو   -ب

 :أوجد ,من هذه المن ة   تم إطلاق عدة  واريه 

 احتما  إ ابة الهدف للمرة الأولى بال اروخ الرابع.  للمرة  احتما  إ ابة الهدف                

 .الثالثة بال اروخ الخامس

ائياً ملأنتا عشتو. ثمرة فكان متن بينهتا ثمترتين  يتر ناضتجتين  20قط نا من مارعة   -ج

 ال تندوق ثمترةمتا احتمتا  أن يحتوي هتذا . من هذا الثمر  تندوقاً يتستع لخمتس ثمترات 

  ير ناضجة ؟
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 بع  ار الفصل ال

 التوزيعات الإحتمالية المتصلة

 )Continuous Probability Distributions( 

  nDitributioContinuous Uniform :  :التوزيع المنتظم المستمر( 4-1)

 :هي( دالة الكثافة الإحتمالية)تعريفه  (1)    

ا كانت إذ (a , b)يتبع التوزيع المنتظم على الفترة  Xيقال أن المتغير العشوائي المستمر     
 :دالة كثافته الإحتمالية هي
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 .عددان حقيقيان هما معلمتا هذا التوزيع a < bحيث    

                     

 

ن نظرا  لأ Rectangular  Distributionويسمى هذا التوزيع أحيانا  بالتوزيع المستطيل      
 مخطط دالة كثافته يأخذ الشكل المستطيل، وتتوزع قيم المتغير بشكل متساو  على الفترة

 (a , b)  . مما يجعل إحتمال وقوعX اوي داخل أي فترة يتناسب مع طول هذه الفترة وكذلك يس
وأهم إستخداماته هي تكوين جداول الأعداد . إحتمال أي فترة أخرى مساوية لها في الطول

 .العشوائية

 :دالة توزيعه التراكمية هي( 2)
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 :توقعه هو( 3)

2
)(

ba
XEX


 

نلاحظ أن الوسيط يساوي المتوسط حيث أن   
2
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XEmed


 الوسيط. 

 :تباينه هو( 4)

12

)( 2
2 ab
X


 

 الدالة المولدة لعزومه ( 5)

 :هي       

 
 

لتالية افي المقام فإنه كثيرا  ما نستخدم العلاقة  tولصعوبة التعامل مع هذه الدالة لوجود   
 :لتوليد العزوم
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بع يت Y=F(x)إن هذا التوزيع رغم بساطته إلا أنه مهم جدا  في الإحصاء، حيث أن المتغير   
 وهذه الحقيقة. متصلا   Xإذا كان  F(x)لأي دالة توزيع  (1 , 0)توزيع منتظم على الفترة  

 .تستخدم على نطاق واسع في الإحصاء وخاصة في توليد الأرقام العشوائية

 :أمثلة( 6)

  :(1-1-4)مثال 

أثبت أن   (1) 

b

a

dxxf    .  F(x)استنتج صيغة  ( 2)     .     )(1

2   أثبت أن ( 3)
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 .rوالصيغة الدورية لـ  XM(t)استنتج صيغة ( 4)

 :الحل

  :الإثبات( 1
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 .(a , b)ا أي كلما كبرت ال ترة  b-aلاحظ أن قيمة التباين تاداد كلما اادت قيمة 

 :الدالة المولدة للعزوم هي( 4
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 :(1-2-4)مثال 

 ا a > 0حيث  (a , a-)على ال ترة  اً يتبع توايعاً منتظماً مستمر Xإذا كان 
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        :بحيث يكون aفأوجد قيمة     
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 (:1-3—4)مثال 

,11        :له دالة الكثافة الإحتمالية التالية Xمتغير عشوائي 
2

1
)(  xxf 

 . أكتب دالة التوزيع التراكمي ثم أرسمها؟ (1)

XXإحسب كلا  من  (2) و       إستخدام صيغها؟ب 2

XXلإيجاد  rE(X(إستخدم صيغة ( 4)    . أكتب الدالة المولدة للعزوم؟( 3) و   ؟2

(: قارن بين قيمتي الإحتمالين( 5) 
2

1
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3(&)
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10(  xPxP؟. 

  =b= 1 , a-1لدينا     (1) :الحل
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 .وهي نفس القيم التي توصلنا إليها سابقا  
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نفس  وذلك لأن كلا منها هو إحتمال حادثتين على فترتين لهما. نلاحظ أن القيمتين متساويتين
 = ¼.الطول 

    (:1-4—4)مثال 

ل إذا وص. دقيقة إبتداءا  من الساعة السابعة صباحا   15محطة حافلات تصل إليها حافلة كل 
ه أحد الركاب إلى المحطة بين الساعة السابعة والساعة السابعة والنصف ، أوجد إحتمال أن

 :سينتظر

   .دقائق فأكثر قبل أن يركب الحافلة 10(  2)    .دقائق فأقل قبل أن يركب الحافلة 5 (1)

 .الوقت المتوقع للإنتظار قبل ركوب الحافلة(  إحسب 3)

   :الحل

ي أ.  30إلى  15أو بين  15يمثل زمن الإنتظار إبتداءا  من الصفر إلى  Xنفرض أن المتغير 
ساعة أما حركة الحافلات فهي وصول الحافلة الأولى ال. بين السابعة والسابعة والنصف صباحا  

 .وهكذا... 7:30ثم  7:15السابعة والتي تليها تصل الساعة 

 :لدينا فترتين الإحتمال فيها متساوية وهما( 1

30,15&15,0 2211  baba 

)5(: ونأخذ الفترة الأولى للحل فيكون المطلوب هو    XP 

3

1

015

05
)5()5( 




 FXP 

)10( :المطلوب هو ( 2 XP
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 (:1-5-4)مثال 

يتبع التوزيع المنتظم المتصل على الفترة  Xإذا كان المتغير  
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لاحظ أن الإحتمال هنا لايمكن حسابه من العلاقة 
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 (  ؟لماذا  )
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 )Exponential Distribution(        :التوزيع الأسُِي( 4-2)

 :هي( دالة كثافته الإحتمالية)تعريفه ( 1)

 :يتبع التوزيع الأسي إذا كانت دالة كثافته الإحتمالية هي Xنقول أن المتغير العشوائي المتصل 
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 .وهو عدد حقيقي تعتبر معلمة هذا التوزيع 0حيث أن    

أو الوقت ...... . يستخدم هذا التوزيع لوصف المتغيرات التي تمثل أعمار بعض السلع   
 ( .وقت الإنتظار)اللازم من البداية حتى حدوث حادثة معينة 

 :دالة التوزيع التراكمي هي( 2)

0,1)()(   xexXPxF x 

 : يمكن أن نكتبها كالتالي    










 0,1

0,0
)(

xe

x
xF

x 

 :أي أن. xF)(مهم ، وله تطبيقات كثيرة ويرمز له بالرمز  P(X > x)والإحتمال المكمل    

xexXPxF  )()( 

ع توزي)لذا يطلق عليه .  xويعبر مثلا  عن إحتمال أن يبقى الجهاز يعمل لمدة أكبر من    
 (.الحياة

 :توقعه هو ( 3)
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                 :تباينه هو( 4)
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 :لعزومه هيالدالة المولدة ( 5)
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 :)Lack of memory(خاصية نقص الذاكرة ( 6)

يغة ويعبر عن هذه الخاصية إحتماليا  بالص. فقدان الذاكرة يتميز بها التوزيع الأسيخاصية 
)()(                  :التالية yXPxXyxXP  

 :ملاحظات مهمة( 7)

(1)                   ba eebXaP    )( 

      :الدالة المولدة للعزوم (2)
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 :أي أن. وهو عبارة عن مجموع متوالية هندسية لانهائية    
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tM)(في مفكوك   X. 

في البراهين والحسابات الخاصة بهذا التوزيع قد تحتاج لبعض العلاقات الرياضية  (3)

               )تعميم دالة جاما(                    :منها
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               (   التكامل بالتحزيئ)                                            VdUUVUdVii) 

 :أمثلة( 8)

 (:2-1-4)مثال 

 :في التوزيع الأسي أثبت أن

(1) 
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2و  E(X)إيجاد : أولا  ( 4

X  بإستخدامf(x): 

22

222

2

0

3

22

2

0 0

112
))(()(

2)3(
.)(

1)2(
)()(


























 




 



XEXEdxexXE

dxxedxxxfXE

X

x

x
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6) lack of memory (*)                                                                                         
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 :يمكن تفسير خاصية فقدان الذاكرة للتوزيع الأسي كما يلي)*( 
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عمرها )والأخرى قديمة ( عمرها التشغيلي صفر)نفرض أن لدينا آلتين أحدهما جديدة     
أن  يتبع التوزيع الأسي فإن إحتمال Xفإذا كان عمرها التشغيلي متغير عشوائي ( xالتشغيلي 

ل يتساوى مع إحتمال أن تعم xبعد أن عملت لمدة  yتظل الآلة القديمة تعمل لمدة أكبر من 
 .   yالآلة الجديدة لمدة أكبر من 

 

  (:2-2-4)مثال 

 كانت أعمار المصابيح الكهربائية التي ينتجها أحد المصانع تتبع توزيع أسي بمتوسطإذا 
 :وأخذ بطريقة عشوائية أحد المصابيح من إنتاج هذا المصنع فأوجد. ساعة 1500

 .ساعة 3000إحتمال أن يعيش هذا المصباح أكثر من  (1)

 .ساعة من الإشتعال 150إحتمال أن يحترق هذا المصباح خلال  (2)

 300ساعة أخرى بعد أن عاش أكثر من  1200إحتمال أن يعيش هذا المصباح  (3)
 .ساعة

عمر المصباح بالساعات من هذا الإنتاج فأوجد كل من  يمثل Xبفرض أن المتغير  (4)
)(,)( 2 XEtM XX  

 :ينالد   :الحل

0,
1500

1
)(

1500

1
1500

1

1500 





 xeexf

x

x






 

 :P(X>3000)المطلوب هو ( 1

135.0)3000(

)(

21500

3000










eeXP

exXP x

 



              -1- احتمال          احص  215مذكرة          محمد ناصرالقريان أبو دجين . د  

 

- 124 - 

ساعة  150ساعة من استعماله، يعني أن عمره لا يزيد عن  150يحترق المصباح خلال ( 2
 :فيكون المطلوب
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 :ولتحقيق خا ية نقص الذاكرة نجد أن
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 (:2-3-4)مثال 

ة بالدقائق الذي يمثل طول الفترة التي تستغرقها مكالمة هاتفية مقدر  Xإذا كان المتغير العشوائي 
 :، له دالة الكثافة الإحتمالية
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 :ماإحتمال أن تستمر مكالمة هاتفيةa ،     (2 )أوجد قيمة الثابت   (1)

 دقائق 10إلى  5بين ( ج)  ،   دقائق 10أكثر من ( ب)    ، دقائق 5أقل من ( أ)   
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 أكتب الدالة( 4،     )إحسب التوقع والإنحراف المعياري لطول المكالمة الهاتفية(  3)
 .Xالمولدة لعزوم 

 :الحل

: في المثال وبمقارنته مع دالة الكثافة الأسية نجد أن f(x)من تعريف ( 1
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 :P(X < 5)المطلوب ( أ) (2

.632.0368.0111)5()5( 1
)5(

5

1

 


eeFXP 

 :P(X > 10)المطلوب ( ب)   
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 )Normal Distribution(        :التوزيع الطبيعي( 4-3)

 :المقدمة ( 1)

يعتبر التوزيع الطبيعي من أهم التوزيعات الإحتمالية في علم الإحصاء وذلك لأن أغلب 
ت ودرجا مثل الأطوال والأوزان والأعمارالمتغيرات في الحياة العملية تتبع توزيعا  طبيعيا  ، 

 لطبيعياكما أن بعض المتغيرات التي لا ينطبق توزيعها تماما  على التوزيع  .الحرارة وغير ذلك
 .يمكن تقريب توزيعها إلى التوزيع الطبيعي بدرجة معقولة من الدقة

 (:دالة الكثافة الإحتمالية)تعريفه  ( 2)

يكون له التوزيع الطبيعي بالمعلمتين  Xالمتغير العشوائي المتصل  إذا كانت دالة  و
 :كثافته الإحتمالية على الصورة
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              :حيث أن
  0,,1416.3 x 

ولأن  هما معلمتا هذا التوزيع فإنه في كثير من الأحيان يستخدم الرمز  و
),(~ 2NX  للدلالة على أن المتغيرX له توزيع طبيعي بمتوسط   2وتباين.   فمثلا     : 
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 :دالة توليد عزومه هي( 4)

2

22

)(

t
t

X etM


 

 

 :بعض خواص التوزيع الطبيعي( 5)

 )(XE: توقعه هو     (1)

 Xوهو يحدد مكان التوزيع وذلك لأن التوزيع الطبيعي متناظر حول العمود على محور 
لذا فإن لمنحنى هذا التوزيع قمة واحدة وهذا يعني أنه للتوزيع الطبيعي . المار من 

 (.الوسيط= المنوال = المتوسط )               :نجد أن 

                        
               

 حول  Xويبين تشتت قيم  2تباين هذا التوزيع هو  (2)

1   
  2

3  
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أي أن   . المساحة تحت المنحنى الطبيعي تساوي واحد (3)




1)( dxxf  

 المذكورة في التعريف تمثل عدد لانهائي من المنحنيات الطبيعية حيث f(x)صيغة  (4)
كل قيمة لـ  وهذه الخاصية موجودة . )f(x)تعطي منحنيا  واحدا  للدالة  و

 (.لماذا؟. لكل التوزيعات المتقطعة والمستمرة السابقة

 .له توزيع طبيعي هي متغير له توزيع طبيعي أيضا   أي دالة خطية في متغير (5)

 

  :أمثلة( 6)

في التوزيع الطبيعي أثبت أن      (:3-1-4)مثال 
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 (:3-3-4)مثال 

~),(إذا كان  2NX     وكانY = aX +b       فأثبت أن),(~ 22 abaNY  . 
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baوهذه دالة مولدة لعزوم متغير طبيعي متوسطه هو   ( معاملt ) 22وتباينه هوa 

معامل )
2

2t. ) 

 :ملاحظة هامة 

له توزيع طبيعي  Xفي متغير  Y = aX +bمن هذا المثال نجد أن أي دالة خطية    
baلها توزيع طبيعي بمتوسط  2وتباين  بمتوسط    22وتباينa   ( . أي أن

),(~ 22 abaNY . ) 

 : (المعياري)التوزيع الطبيعي القياسي ( 4-4)

                                                  :)Standard Normal Distribution(   

 :المقدمة( 1)  

012فيه . هذا التوزيع هو أحد أفراد عائلة التوزيعات الطبيعية   وله جداول  و
كما يمكن تحويل جميع التوزيعات الطبيعية إليه . إحصائية يمكن حساب الإحتمالات منها

 :بإستخدام العلاقة( المعياري )إلى المتغير القياسي  Xوذلك بتحويل المتغير 

X

XX
Z




 

)(1,0:     حيث أن                             2  ZZE  

 (:دالة الكثافة الإحتمالية)تعريفه  ( 2)

 :ة التاليةتكون بالصيغ Zنجد أن دالة الكثافة الإحتمالية للمتغير الجديد  Xبعد معايرة المتغير 
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   :دالة توزيعه التراكمية هي( 3)

 :دالة التوزيع التراكمي للمتغير الطبيعي القياسي هي    

dtezZPzF

z t
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وجداول  zإلى النقطة  وهذا الإحتمال يمثل المساحة تحت المنحنى الطبيعي القياسي من 
 .Zالتوزيع الطبيعي القياسي تحسب قيم هذا الإحتمال لقيم مختلفة لـ 

     

 

 :الدالة المولدة لعزومه هي( 4)

2

2

)(

t

Z etM  

 :توزيع قياسي تحويل التوزيع الطبيعي إلى( 5)

~),(إذا كان المتغير  2NX  فإن المتغير
X

XX
Z




  له التوزيع الطبيعي القياسي

~)1,0(ونكتب  NZ ونحسب الإحتمالات من الجداول في الحالات التالية كما يلي ،: 
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 :أمثلة( 6)

 (:4-1 -4)مثال 

2:   أثبت أن الدالة المولدة لعزوم التوزيع الطبيعي القياسي هي
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2:     أثبت أن الدالة المولدة لعزوم التوزيع الطبيعي هي
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  (:4-3-4)مثال 

~)1,0(إذا كان  (1) NZ فأحسب كلا  من:      

)2.02())67.1()

)25.1())25.1()





ZPivZPiii

ZPiiZPi

                
 

~)25,2(إذا كان  (2) NX 18(()100( :فأحسب كلا  من()  XPiiXPi  

~),(إذا كان           2NX 22(  :حسبإف(   XP                  
 :الحل      

1      ))25.1()25.1( FZP  

لإيجاد قيمة هذا الإحتمال من جدول التوزيع الطبيعي القياسي فإنه ندخل الجدول من    
  0.8944لنجد القراءة  0.05ونقراء تقاطعه مع العمود  1.2السطر 

3979.00228.04207.0
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   (:4-5-4)مثال 

 ، 15وإنحراف معياري يساوي  100إذا كانت درجات حاصل الذكاء تتوزع طبيعيا  بمتوسط 

و  70بين ( 3, ) 80أقل من ( 2)،  125أعلى من ( 1: )فما نسبة الناس ذوي درجة ذكاء 
130 . 

 :الحل

 :لدينا المعلومات التالية ...،   Xلنرمز لدرجة حاصل الذكاء بالمتغير 

)15,100(~,15,100 2NXXX   

 :P(X > 125)المطلوب ( 1
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 18.9%:  النسبة المطلوبة هي                          

 :P(70 < X < 130)المطلوب ( 3
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  Gamma Distribution      :توزيع جاما( 4-5)

 تعريفه  – 1

),(يتبع توايع جاما بالمعلمتين  X يقا  أن المتغير العشوائي  المستمر   n  إذا كانت دالة

 كثافته الاحتمالية  

 -:هي   
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 -:ملاحظة

 -( :تكام  جاما)المعروفة رياضياً بال يغة  دالة جامااسم التوايع مأخوذ من   

                                             dxexn xn
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xnنجد أن   evdxxndu   &)1(  : وعليه فإن          2
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 :ملاحظات هامة – 6

:            توحد صيغة تك ا ية لتوليد عزومه ه  ( أ)   
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  . n =1التوايع الأسي يعتبر حالة خا ة من توايع جاما عند   (ب) 

  :لتوزيع جاما أثبت أن  -(:1-5-4)مثال 

 (1 )f(x)   تمث  دالة كثافة احتمالية. 

 

  -:الحل 

),(يتبع توايع جاما بالمعلمتين X لمتغير  دالة الكثافة الاحتمالية( 1) n  هي 
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                         :تمث  دالة كثافة احتمالية إذا حققت الشرطين التاليين  f(x) نعلم أن أي دالة 






 1)()2(,0)()1( dxxfxxf                  

 : وأما الشرط الثاني فه. واضح من تعريف الدالة أنها موجبة فالشرط الأو  محقق   
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 .وهو المطلوب      

 نعلم أن ( 2)
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  حيث بتعميم دالة جاما باستخدام  brna   :نجد أن ( 2-5)في المعادلة     ,
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  .وهو المطلوب 

 :بتطبيق العلاقة أعلاه نجد أن ( 3)
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 .وهو المطلوب        1

        :كذلك نجد أن ( 4)
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 .وهو المطلوب       

  :نعلم أنباستخدام تعميم جاما ( ( 5)
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 .وهو المطلوب       
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   : يمكن أن نكتبمن تعريف دالة جاما ( 6)

                                     )53()
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x      نجد أن حدود التكام  لم تتغير وأن  ( 3-5)في المعادلةdxydy    
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 : أن  Yنعلم من دالة الكثافة الاحتمالية للمتغير الطبيعي القياسي 
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 :نجد أن  ( 4-5)بالتعويض في المعادلة 
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 .وهو المطلوب

 -(:2-5-4)مثال

ة ه الاحتمالييمث  عمرنوع من الم ابيح مقدر بالسنوات وكانت دالة كثافت  Xإذا كان المتغير 

)(,0:    هي 2   xcxexf x    حيثc   مقدار ثابت فأوجد: 

 .؟  ,2احسـب ك  من  (2)         .؟  cقيمة الثابت ( 1)

ً )احتما  أن يبقى م باح ( 3)  .شهر ؟ثلاثة أ سليماً لمدة أق  من( من هذا النوع اختير عشوائيا

 الحل

   : يتبع توايع جاما ولحساب المعلمتين بالمقارنة نجد أن X واضح أن ( 1)

211,2  nn 
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4                      وعليه نجد بالمقارنة أن     
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 من خواص التوايع نجد أن( 2)
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 ثلاثة أشهر تساوي ربع سنة وعليه فإن المطلوب هو( 3)
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 يغة التكام  بالتجايء وهي  ويمكن حساب هذا التكام  باستخدام  vduuvudv 

dxedvxuبوضع     :  كما يلي x2&     
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 quare DistributionS-Chi:      :توزيع مربع كاي  (6_ 4) 

)(يتبع توايع مربع كاي   X يقا  أن المتغير العشوائي  المستمر  :تعريفه  – 1  2 بالمعلمة 

      دالة كثافته الاحتمالية هي  إذا كانت:- 
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 .عدد  حيح موجب   حيث     

                                :توقعه هو  – 2  )(XE 

:                             تباينه هو  – 3 2)(2  XV 

t                       :الدالة المولدة لعزومه هي – 4
t

tM 


 5.0;)
21

1
()( 2



  

 :ملاحظات هامة – 5

توزيع م بع كاي يعتب  حالة خاصة من توزيع حاما عند ما     ( أ)     
2

1
,

2
 


n  . 

2ف  هذا التوزيع بالصيغة  Xعادة يكتب المتغي  العشوائ  ( ب)    

  ليعني ذلك أن

  المتغيريتبع 

~2ويرما لذلك بالرما   توايع مربع كاي بدرجة حرية            X   . 

   -(:1-6-4)مثال  

,0يتبع دالة الكثافة الاحتمالية   X العشوائيإذا كان المتغير   
)3(16

2
)( 22 






xexxf
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 .  Xفالمطلوب هو حساب ك  من توقع وتباين ودالة توليد عاوم المتغير   

  -:الحل 
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2واضح أن  

6~ X  وذلك لأنf(x)   0  يمكن كتابتها بالشك,
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: ه بالمقارنة نجد أن وعليه فإن
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 )تمرين( حل المثال بطريقة التعاريف ؟  
 

 

 Beta Distribution:      :توزيع بيتا ( 7_ 4)

 تعريفه  – 1 

),(يتبع توايع بيتا بالمعلمتين  X يقا  أن المتغير العشوائي  المستمر   ba  إذا كانت دالة كثافته

 -:الاحتمالية   هي 
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 :يمكن أن نكتب دالة الكثافة أعلاه بال يغة التالية و  


















wo

baxxx
ba

ba

xf

ba

.;0

0,0,10;)1(
)()(

)(

)(

11

 

حيث          
)(

)()(
),(

ba

ba
ba




                                             

 -:ملاحظة

 -( :تكام  بيتا)اسم التوايع مأخوذ من دالة بيتا المعروفة رياضياً بال يغة   
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               :الصيغة التكرارية المولدة لعزومه هي   – 2
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                                               :توقعه هو  – 3
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 :  تباينه هو  – 4

                                          
2

2

))(1(
)(

baba

ab
XV


 

 :ملاحظات هامة – 5

 .     x = 0.5متماثلة حو   f(x)  تكون      a = bف  حالة أن     (أ)   

 ( .0 , 1)ممثلة لتوايع منتظم على ال ترة   f(x)  تكون      a = b=1ف  حالة أن    (ب) 

/)(0هو القيمة التي تحقق :  oxمنوا  هذا التوايع ( ج)   xf   وهي
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 :دالة توايعه التراكمية هي ( د) 
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  Incomplete beta function(   ير التامة)دالة بيتا الناق ة  xF)(وتسمى أيضا      

 . x متراكماً حتى القيمة التي تعطي احتمالاً   Xولها جداو  خا ة بها تبين قيم    

  :ا أثبت أنبيتلتوزيع   -(:1-7-4)مثال 

 (1 )f(x)   تمث  دالة كثافة احتمالية. 
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 -:الحل 

 -:يتبع توايع بيتا هي   Xلمتغير  دالة الكثافة الاحتمالية( 1)
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                   : تمث  دالة كثافة احتمالية إذا حققت الشرطين التاليين f(x) نعلم أن أي دالة   






 1)()2(,0)()1( dxxfxxf 

 و أما الشرط الثاني فه. واضح من تعريف الدالة أنها موجبة فالشرط الأو  محقق   
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 .وهو المطلوب   

   نعلم أن ( 2) 
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 .وهو المطلوب 

:بتطبيق العلاقة أعلاه نجد أن ( 3)
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      :كذلك نجد أن ( 4)
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 .وهو المطلوب       

 ةدالة كثافة احتمالي Xإذا كان للمتغير العشوائي   -(:2-7-4)مثال 

 10,)()( 5.02  xxxcxf 

 :احسـب قيمة ك  من   

)5.0()5(,)4(,)3(,)2(,)1( 2 XPxc o 

 :أعلاه بال يغة  x(f( يمكن أن نكتب       -:الحل  

.10,)1()( 5.05.0  xxcxxf 
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 .  x=0.5وذلك من تماث  التوايع حو     

 

 :تمارين الفصل الرابع  ( 4-8)

                                     :    متغي اً عشوائياً دالة كثافته الإحتمالية ه  Xإذا كان . 1

                                         0,0,)(     xexf x 

:   ه  Xأثبت أن الدالة المولدة للعزوم للمتغي      
)(

)(
t

tM X






  

 .؟ Var(X) , E(X)ستخدمها لحساب كل من إثم     

:   له دالة مولدة للعزوم Yإذا كان المتغي  العشوائ  . 2
)

2
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tM Y







 

 . ؟  P(2 < Y < 3)ثم أحسب   f(y)فأوحد دالة الكثافة الإحتمالية     

 

 ؟ (قكما ف  السؤال الساب Y) Z = 2Yحبث  Zأكتب الدالة المولدة للعزوم للمتغي  . 3

 .؟ Zللمتغي     F(z)و  f(z)ثم أوحد كل من      

 

         حيث  f(x)ذو دالة كثافة إحتمالية   Xع ف الدالة المولدة للعزوم لمتغي  عشوائ  . 4

                                                                        X؟ 

ه   Yالدالة المولدة للعزوم للمتغي  العشوائ  الطبيع  . 5
283)( tt

Y etM  والمطلوب هو: 

 Yإيحاد كل من التوقع والتباين والإنح اف المعيا ي للمتغي  ( 1)   

: حيث أن  ZM(t)و  f(z)إيحاد كل من P(Y    ، (3 ) >(3  ب  سحإ( 2)   
4

3


Y
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                               :  حيث Xه  دالة كثافة إحتمالية لمتغي  عشوائ   f(x)الدالة . 6
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: ه  Xأثبت أن الدالة المولدة للعزوم للمتغي           
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 الذاك ة للمتغي  الأس  إحتماليا؟ً( نقص)عب  عن خاصية فقدان ( 1. )7

    إذا كانت أعما  نوع من البطا يات الت  ينتحها أحد المصانع تتبع التوزيع الأس  ( 2)    

 يوماً،      150بمتوسط            

 يوماً  300إحتمال أن تعيش إحدى هذه البطا يات أكث  من ( أ:   فأوحد  

 يوماً من إستعمالها 15إحتمال أن تتلف إحدى هذه البطا يات خلال ( ب          

أكث  من  يوماً أخ ى بعد أن عاشت 120إحتمال أن تعيش إحدى هذه البطا يات (            

 .يوماً  30

:  Yلديك الدالة المولدة للعزوم للمتغي  . 8
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  أثبت أن)(YE؟ 

لديك الدالة المولدة للعزوم . 9
25.42)( tt

X etM  ما ه  قيمة كل من: 

)2(,, XPXX  

 .تمثل دالة كثافة احتمالية   f(x)( 1) : لتوزيع جاما أثبت أن  . 10
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  ة يمثل عم نوع من المصابي  مقد  بالسنوات وكانت دال  Xإذا كان المتغي   . 11  

)(,0  كثافته الاحتمالية ه               2   xcxexf x    حيثc   مقدا  ثابت فأوحد: 

 .؟  ,2احسـب كل من  (2)                .؟  cقيمة الثابت ( 1)
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ً )احتمال أن يبقى مصبا  ( 3)  .شه  ؟ثلاثة أ سليماً لمدة أقل من( من هذا النوع اختي  عشوائيا

~2    إذا كان  . 12 nX     فاحسـب للمتغي X  كل من:      

   الثالث  العزم( ب)       العزم الثان  ( أ)                                         

 .تمثل دالة كثافة احتمالية   f(x)( 1) : بيتا أثبت أن لتوزيع . 13
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 :دالة كثافة احتمالية   Xإذا كان للمتغي  العشوائ     . 14

.10,)()( 5.02  xxxcxf                 احسـب قيمة كل من: 

.)5.0()5(,)4(,)3(,)2(,)1( 2 XPxc o 

 

 :تمالية متغي ا عشوائيا يتبع توزيع م بع كاي بدالـــة كثــافـة إح  Xإذا كان   . 15 

                  .0,
8

1
)( 27 



xex
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xf

x

 :ما يـل   أوحـــــد         

لدة للعزوم الدالة الموV(X) (.3 ) والتبـايـن E(X) التوقــعc ( .2 )قيمة الثــابت ( 1)  

)(tM X  . 

 

 :ليـهمتغــــــي ا عشــــوائيــا لــه دالـــه الكثــافـه التـا Xإذا كان    . 16

.10),1()( 2  xxxcxf  ما يـل   أوحـــــد: 

  (i ) قيمـــه الثــابتc           (ii ) العشوائ   التوقـــــع والتبــــايـن للمتغيX      .  
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 خامسالفصل ال

 Joint Distributions     التوزيعات المشتركة

 -:مقدمة  1 – 5

توايع يسمى ال( ك  التوايعات في ال    السابق ) التوايع لمتغير عشوائي واحد        

ولأن الحاجة تستدعي في كثير من الدراسات ,   Univariate Distributionالأحُادي

جمع :  فمثلاً لتكن الدراسة هي, الاح ائية تعريف أكثر من متغير واحد على فضاء عينة 

انت فإذا ك, إن طلاب الكلية هم عنا ر فضاء العينة . معلومات عن طلاب كلية العلوم 

غيرات الطالب فإن هذه مت( طو  ا وان ا عمر ومستوى ) ثلاً المعلومات المراد جمعها م

متجه  وبذلك يكون لدينا (X,Y,Z ,L)معرفة على فضاء عينة واحد يمكن أن نرمالها بالرما 

),,,(:4:    من متغيرت هو LZYXU  ولك  عن رw  يوجد متجه من الأعداد

)(}),(),(),(){(:الحقيقية هو wLwZwYwXwU   حيث X(w)  يمث  طو  الطالبw  وهكذا . 

LZYXإن لك  متغير من المتغيرات            فإذا أرُيد دراسة ,توايع احتمالي خاص به  ,,,

ات متغيرتوايع المتغيرات معاً فإننا نح   على توايعات جديدة تسمى توايعات مشتركة وال

ويختلف اسم  Joint Distributed Random Variables      مشتركتسمى ذات التوايع ال

 . التوايع المشترك باختلاف عدد متغيراته

   Bivariate Distributionفيسمى التوايع المشترك لمتغيرين بالتوايع المشترك الثنائي  

  Trivariate Distribution ويسمى التوايع المشترك لثلاث متغيرات بالتوايع الثلاثي 

 . Multivariate Distributionويسمى التوايع المشترك لعدة متغيرات بالتوايع المتعدد  

 ( . رر مستمبعضها متقطع والآخ)والمتغيرات قد تكون كلها متقطعة أوكلها مستمرة أو مختل ة 

 .نوع س السوف نق ر الدراسة في هذا المقررعلى التوايع المشترك الثنائي والمتغيرين من ن

 Bivariate Distribution   التوزيع المشترك الثنائي   2 – 5

),(:2  هذا يعني أن   U=(X,Y) لن رض أن لدينا المتجه العشوائي        YXU . 
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),(سندرس لهذا المتجه وحسب نوع المتغيرين       YX  ك  من الآتي:- 

 ility FunctionJoint Probab    :ة المشتركدالة الاحتمالية ال   1-2 – 5

),(إذا كان المتغيران  -أ YX  للمتجه  أو)لهما  الكتلة الاحتمالية المشتركةمتقطعين فإن دالة

),( YX  )هي         :),(),( yYxXPyxf  

,,,,,,,.وب رض أن قيم المتغيرين هي           2121 mn yyyYxxxX     فإن قيم

),(الدالة  yxf  هي: 

),( yxf
y



 

my   jy   2y 1y ),( yxf 

)( 1xf x ),( 1 myxf   ),( 1 jyxf   ),( 21 yxf

 

),( 11 yxf

 
1x 

)( 2xf x ),( 2 myxf   ),( 2 jyxf   ),( 22 yxf

 

),( 12 yxf

 
2x 

          

)( ix xf ),( mi yxf   ),( ji yxf   ),( 2yxf i

 

),( 1yxf i

 
ix 

          

          

)( nx xf ),( mn yxf   ),( jn yxf   ),( 2yxf n

 

),( 1yxf n

 
nx 

1 )( my yf   )( jy yf   )( 2yf y )( 1yf y 
x

yxf ),(
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),(ويجب أن تحقق الدالة            yxf  شرطي دالة الكتلة الاحتمالية وهما 

 



yx

yxfii

yxyxfi

1),()(

,,,0),()(

 

),(إذا كان المتغيران  -ب     YX  مت لين فإن احتما  وقوعهما يمث  بمساحة تنتشر بكثافة

           2معينة فوق  المستوى 

),(فإذا وُجدت دالة           yxf   وهما  الكثافة الاحتماليةتحقق شرطي دالة 

 












1),()(

,,,0),()(

dydxyxfii

yxyxfi

 

),(فإن          yxf  للمتغيرين  دالة الكثافة الاحتمالية المشتركةتسُمى),( YX. 

 

  Function DistributionJoint   :ة المشتركدالة التوزيع    2-2 – 5

 : تعريف -أ        

),(إذا كان         YX   متغيرين عشوائيين معرفين على فضاء عينة  فإن الدالة   

),(),( yYxXPyxF  

),(تسُمى دالة التوايع المشترك للمتغيرين          YX . 

),(وتحُسب قيمة         yxF  حسب نوع المتغيرين العشوائيين كما يلي  :   
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)51(
),(

),(

),( 
















 



 



x y

yx

dvduvuf

vuf

yxF 

 : yF(x,(بعض خواص     -ب         

.),(),(,)3(

.1),(&)(),(,)(),()2(

.0),(&0),(,0),()1(

22112121 yxFyxFyyxx

FyFyFxFxF

FyFxF







 

 . ير تناق ية  F(x,y) وهذا يعني أن              

.),(),(),(

&),(),(),()5(

.),(),(),(),(

),()4(

lim

lim

0

0

11211222

2121

yxFyxFyxF

yxFyxFyxF

yxFyxFyxFyxF

yYyxXxP
























                     

 .دالة مت لة من اليمين  F(x,y) وهذا يعني أن             

  istributionsDMarginal   (:الهامشية)التوزيعات الجانبية    3-2 – 5

),(عنا ر المتجه  حيث أن لك  عن رمن              YX إيجاد توايع خاص به ا فإنه يمكن 

   الذي )التوايع  هذا

 :يلي المشترك كما من التوايع( يسُمى في هذه الحالة بالجانبي أو الهامشي           

حسب نوع   f(x,y(من الدالة  )الهامشية(   f(x)قيمة الدالة  بايمكن حس    أولاا         

 :المتغير من العلاقة التالية 
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)52(

),(

),(

)( 



























dyyxf

yxf

xf
y

X
 

 :بالمث  نجد أن       


























dxyxf

yxf

yf
x

Y

),(

),(

)(  

ي حالة ف  F(x,y)من الدالة    f(y)والدالة   f(x)قيمة الدالة  بايمكن حس اً :كذلك      

 المتغير المت   كالتالي: 

),()(  xF
dx

d
xf X

            
)(),(     و yF

dy

d
yfY   

),(وذلك لأنه في حالة أن المتجه   YX   مت   نجد أن:  

),(),(
2

yxF
yx

yxf



 

ا ثاني        سب نوع المتغير ح  F(x,y)من الدالة   )الهامشية(  F(x)قيمة الدالة  بايمكن حس  ا

 :من العلاقة التالية 

          

)53(

),(

),(

),()( 















 

 













x

t y

x

t y

X

dydtytf

ytf

xFxF 

 :بالمث  نجد أن                 
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x

y

t

x

y

t

Y

dtdxtxf

txf

yFyF

),(

),(

),()( 

 :البرهان      

),(في حالة أن المتجه   -(أ)         YX    من:  

لمشتركة االدالة من   Xفي هذه الحالة يمكن حساب دالة التوايع الهامشية للمتغير         

 :يلي  كما(   1-5)باستخدام العلاقة 

.)()(

),(),(),(

xFtf

ytfYxXPxF

X

x

t

x

t















   

),(في حالة أن المتجه   -(ب)          YX تم  :  

ركة باستخدام الدالة المشتمن   Xفي هذه الحالة يمكن حساب دالة التوايع الهامشية للمتغير    

 :كما يلي (  1-5)العلاقة 

.)()(

),(),(),(

xFdttf

dydtytfYxXPxF

X

x

x







 







    

 

  ionatctExpe MathematicalJoint   : المشتركالتوقع الرياضي     3– 5

),(كانت إذا               yxg  المتجه   فيهي دالة),( YX الذي دالته الاحتمالية هي     

            ),( yxf   فإن التوقع الرياضي للدالةg   يُعرف بأنه متوسط الدالةg   في             

),(للمتغيرين  الاحتمالي المشترك التوايع                YX  ويتم حساب هذا التوقع حسب        

 :المتغيرين كما يلي   نوع              
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)54(

),(),(

),(),(

)),(( 














 











dydxyxfyxg

yxfyxg

YXgE
x y

   

 .بشرط أن يكون ك  من المجموع والتكام  تقاربي             

 

 : g(x,y)بعض الحالات الخاصة للدالة           

XYXgإذا كانت   – 1 ),(  فحسب نوع المتغيرين نجد أن: 


















 

 





















)()(),(),(

)()(),(),(

)),((

XEdxxxfdxdyyxfxdydxyxxf

XExxfyxfxyxxf

YXgE
x xyxy

   

 شي   لتوقع الهاميسُمى التوقع أعلاه با. بشرط أن يكون ك  من المجموع والتكام  تقاربي        

YYXgوبالمث  إذا كانت  .     X(Marginal Expectation) للمتغير         ),( . 

),()(2إذا كانت   – 2                xXYXg  فحسب نوع المتغيرين نجد أن: 






























 



 





















222

22

222

22

)()()(

),()(),()(

)()()(

),()(),()(

)),((

xxx

xx

xx

x

x

x yx

x

y

x

XEdxxfx

dxdyyxfxdydxyxfx

XExfx

yxfxyxfx

YXgE









   

 امشي   اين الهيُسمى التوقع أعلاه بالتب. بشرط أن يكون ك  من المجموع والتكام  تقاربي     

),()(2وبالمث  إذا كانت  .    X(Marginal Variance) للمتغير      yYYXg  . 
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    ( :1-5)مثال           

ما في الجدو  هي ك   )    (  X  , Yإذا كانت الدالة الاحتمالية المشتركة للمتغيرين          

 :التالي 

 :حساب قيمة ك  من : المطلوب      

 .    cالثابت  ( 1)   

)(,)(الدوا  الهامشية  ( 2) yfxf YX . 

)3()32()4()(,)( YXEYVXV  

y  

),( yxf 
5 0 2- 

0.2 0.25 0.15 1  

x 0.15 c 0.2 3 

   )5()(,)6()0,1(,)7()1( XYEFYXP  

    :الحل         

 :نكتب الجدو  التالي          

     

 :ومنه نجد أن        

 هي  cقيمة الثابت   .1

C = 1- 0.95  = 0.05     

 

f(x)  

y  

),( yxf 
5 0 2- 

0.6 0.2 0.25 0.15 1  

X 0.35+c 0.15 c 0.2 3 

 1 0.35 0.25+c 0.35 f(y) 

 :دناه كذلك من الجدو  أعلاه نجد أن دوا  الاحتما  الهامشية كما في الجدولين أ .2

5 0 -2 y  3 1 x 

0.35 0.3 0.35 f(y)  0.4 0.6 f(x) 
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 :المطلوب هو (  3)          

45.0)05.1(3)8.1(2

)(3)(2)32(

05.1)35.0(5)3.0(0)35.0(2)()(

8.1)4.0(3)6.0(1)()(













YEXEYXE

yyfYE

xxfXE

y

x

 

 :المطلوب هو (  4)           

.96.0)8.1(2.4)(

))(()()(

2.4)4.0(3)6.0(1)()(

2

222

2222







XV

XEXEXV

xfxXE

x

x

 

2)(0475.9                  :بالمث  نجد أن              YVy 

 :المطلوب هو (  5)           

75.1)15.0)(15()2.0)(6()2.0)(5()15.0)(2(

)5,3()5)(3()0,3()0()2,3()2)(3(

)5,1()5)(1()0,1()0()2,1()2)(1(

),()(









fff

fff

yxxyfXYE
x y

 

  :المطلوب هو (  6)           

4.025.015.0)0,1()2,1(

)0,1()0,1(





ff

YXPF
 

 :المطلوب هو (  7)           

6.02.025.015.0

)2,3()0,1()2,1()1(



 fffYXP
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     ( :2-5)مثال     

 :هي   X , Yإذا كانت دالة الاحتما  المشتركة للمتغيرين            

f(x,y)=c(x+y)    ,    0<x , y<2     .  

 .  X , Yيرين دوا  الاحتما  الهامشية للمتغc  (   .2 )قيمة الثابت (  1)  :فاحسب ك  من    

                    (3 )V(X)  ,  V(Y)   .        (4)  F(1,1)   . 

            ( :1)  :الحل             








1),( dydxyxf 
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.2,0,
8

),( 


 yx
yx

yxf 

 :   الدوا  الهامشية كما يلي(   2)          

.20,
4

1
)(

4

1
]22[

8

1
]

2
[

8

1

8
)(

),()(

2

0

22
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x
x
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yx
xf

dyyxfxf
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X

X

 

  : بالمثل نجد أن                 
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.20,
4

1
)( 


 y

y
yfY    

 :   يلي كما Xنحسب تباين ( 3)             

.
36

11
)(

3

5
)(&

.
6

7
]

23
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4

1
)(

4

1

4

1
)(

))(()()(

2

2
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XVXE
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dxxxdx

x
xXE

XEXEXVX

 

        : بالمثل نجد أن                  
36

11
)(2  YVY      

 :  نحسب المطلوب كما يلي   (4)              
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8

1

8
)1,1(
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21
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xx

dxxF 

 Covariance     :التغاير   4 – 5    

 :تعريف   –أ              

حيث يعُطي  االمشترك لهما  بأنه التباين  X , Yيُعرف التغاير بين متغيرين                

 ً ً ناق همتيبن درجة الترافق بين المتغيرين من حيث إاديادهما أو  التغاير قياساً عدديا   .ا معا

YXأو    Y,X(Cov(يرما للتغاير بالرما   , .  ً بأنه قيمة التوقع : ويعُبر عن التغاير رياضيا

),()))(()(( حيث      g(x,y) للدالة  YEYXEXyxg   وعليه فإن التغاير هو: 
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)55())}())(({(),(,  YEYXEXEYXCovYX 

 :ومنه نجد أن التغاير هو              

)56()()()(),(,  YEXEXYEYXCovYX 

 :    بعض خواص التغاير  –ب              

.),(),(),()5(

,),(),()4(,0),()3(

,)(),()2(,),(),()1(

2121 YXCovYXCovYXXCov

YXabCovbYaXCovaXCov

XVXXCovXYCovYXCov







 

 :البرهان              

 :فهو  5أما برهان , سه  متروك للطالب  4و  3ا 2ا1برهان                   

RHSYXCovYXCov

YEXEYXEYEXEYXE

YEXEYEXEYXEYXE

YEXXEYXXEYXXCovLHS









),(),(

)()()()()()(

)()()()()()(

)()(])[(),(

21

2211

2121

212121

 

 .وهو المطلوب                 

 :يمكن تعميم الخا ية الخامسة لتكون كالتالي                 

),(),(
1 11 1

1 ji

n

i

m

j

n

i

m

j

j YXCovYXCov  
  

     

 :فمثلًا نجد أن                  

.),(),(),(),(

),(),(),(

23132212

211121321

YXCovYXCovYXCovYXCov

YXCovYXCovYYXXXCov




 

                            .),(2)()()()6( YXCovYVXVYXV                    

  .وتعُطي العلاقة بين التباين والتغاير . بتباين مجموع متغيرين تسُمى هذه الخا ية 
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   البرهان :

.),(2)()(

)}()()({2))(()())(()(

)()(2))(())(()(2)()(

))()(()2()(

))(()()(

2222

2222

222

22

RHSYXCovYVXV

YEXEXYEYEYEXEXE

YEXEYEXEXYEYEXE

YEXEXYYXEYXVLHS

YXEYXEYXV











  

.),(2)()()()7( YXCovYVXVYXV  

 . بتباين ال رق بين متغيرين تسُمى هذه الخا ية                     

 .لطالب لمتروك , البرهان مماث  لبرهان الخا ية السادسة  :البرهان                 

 Correlation Coefficient    :معامل الإرتباط   5– 5  

 , V(X)منهما هو   ك  عشوائيين تباينمتغيرين   Y,  Xإذا كان       :تعريف   –أ              

V(Y)  الارتباط بينهما يرما له بالرما  ا فإن معام)Y,X(rrCo   أوYX ,  ًويعُرف رياضيا

 :  بالعلاقة التالية

)57(
.

),(

)()(

))]())(([(
),( ,








YX

YX

YXCov

YVXV

YEYXEXE
YXCorr





 

YXيقيس معام  الارتباط    ,  :  قوة الارتباط بينX , Y   حيث يبُين ه  هذا الارتباط طردي

 .أو عكسي أو  ير موجود 

 :     بعض خواص معامل الارتباط –ب        

XYYX ,,)1(   

 . وحيد وإبدالي  XYوهذا يعني أن معام  الارتباط                 
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.11)4(

,1)3(,1)2(

,

,,



 

YX

XXXX




  

 :البرهان             

عام  فت يد أن قيمة م (4)أما الخا ية  , سه  متروك للطالب  (3)ا (2)ا(1)برهان    

 (4)نبرهان  الارتباط واتجاهه ا و وهي تحدد مقدار[  -1, 1]في ال ترة   تقعالارتباط العددية 

 : كما يلي

يعُطى بالعلاقة    Zمن المعلوم أن المتغير العشوائي المعياري     
X

XEX
Z



)(
 وأن   :

E(Z) = 0     ,1 V(Z) =    ب رض أن لدينا المتغيرينX   و Y  وأن  :                          

                                               
YX

YEY
Z

XEX
Z



)(
,

)(
21





    

 :فإن                    

YX

YX

YX

YEYXEXE

YEYXEX
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ZZEZEZEZZEZZCov
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21212121
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  :كذلك                   
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11 ومنه نجد أن            ,  YX        
 .وهو المطلوب  

.)5( ,)(),( YXdcYbaX   

   

 .لا يتأثر بالعمليات الرياضية الأربع المعروفة  تعني أن  (5)الخا ية                  

   :البرهان                  

RHS
YVXV

YEYXEXE

YVXVac

YEYXEXacE

YVcXVa

YEYcXEXaE

cYVaXV

dcYEdcYbaXEbaXE

dcYVbaXV
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 .وهو المطلوب                                 

 : ة لتوليد العزوم المشتركالدالة   6–5            

  ctionGenerating Fun MomentJoint    

 :تعريف   –أ               

 ا لها    ال  ر والتي يرمحو   X , Yتعُرف دالة توليد العاوم المشتركة للمتغيرين       

),(بالرما                  21 ttM  بالعلاقة التالية: 




212121, ,,)(),(),( 21 tteEttMttM
YtXt

YX 

 :  ويتم حساب هذه الدالة حسب نوع المتغيرين كما يلي                      
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 .بشرط أن يكون ك  من المجموع والتكام  تقاربي                          

 :  بعض خواص الدالة المشتركة لتوليد العزوم -ب                 

 :نذكر منها ما يلي                    
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21

21

21

21

2

21

2

2

1

21

1

1

021

21

02

21

01

21

22,11,,

rr

tt

rr

rr

r

tt

r

r

r

tt

r

r

YYXXYXYX

YXE
tt

ttM

YE
t

ttM

XE
t

ttM

tMtMtMtMM
































 

بالعام المشترك ( 6)ويسُمى العام في  .عددين  حيحين  rr,21 حيث                       

21ذو الرتبة  rr  

 . X , Yللمتغيرين  ( ال  ر)حو  نقطة الأ                        

 :لمشتركة والعزوم ا( الهامشية)طريقة توليد العزوم الحدية  – ج           

     بن س الطريقة السابقة في التوايعات ذات المتغير الواحد يمكن أن توُلد العاوم             

 :الحدية أو المشتركة بإحدى طريقتين هما                

    -:أولاا باستخدام المشتقة                   

),(إذا كانت الدالة          21 ttM  أعلاه  ( 4, 5, 6)موجودة وقابلة للاشتقاق فإن الخواص  
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             :  تعُطي العاوم 
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 .  على الترتيب      

ا                      :وذلك كالتاليباستخدام مفكوك مكلورين  :ثانيا
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)(,)(,)(نلاحظ أن العاوم  21
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 .موجودة في الم كوك أعلاه                    

  ( :3-5)مثال               

  -:احسب ك  مما يلي  (1 -5)لمثا                 

),()5(,)4(,)3(,)3,2()2(,)()1( 21,3,2, ttMYXCovYXV YXYXYX  

 .    E(X) ثم احسب منها                      

  :الحل               

  -:كما يلي( 1 -5)سوف نست يد من الحسابات في مثا          

.047.0)4(

.047.0
)01.3)(98.0(

14.0),(
)3(

.84.0)14.0(6),()3)(2()3,2()2(

.2875.10)14.0(20475.996.0)(
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وهو ما تم الح و  عليه سابقاً من العلاقة  )()( xxfXE.لاحظ أن التغاير أعلاه سالب ؟ 

                         -:احسب ك  مما يلي( 2-5)لمثا    ( :4-5)مثال     

                                  YXYXVYXCov ,)3(,)()2(,),()1(  

  -:كما يلي( 2 -5)سوف نست يد من الحسابات في مثا      :الحل                    
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   :مس اختمارين على الفصل ال   7 – 5                        

,),()()()(:   أثبت أن التغاير هو(   1)   YEXEXYEYXCovYX  

})()(){(:   أثبت العلاقة (   2)  
2

1
),( YXVYVXVYXCov  

)1(,)2(1,)3(1:  أثبت ك  مما يلي (   3)  ,,,,  XXXXXYYX  

 :          أثبت ك  مما يلي (   4) 

)(),0()3(,)()0,()2(,1)0,0()1( 22,11,, tMtMtMtMM YYXXYXYX  

 احدى شعب مقررات الاح اء بها عشرة طلاب ا ثلاثة منهم تخ ص اح اء  (   5)

 أخُتير اثنان من طلاب  . وثلاثة منهم تخ ص رياضيات والباقي تخ ص حاسب       

 في   عدد من تخ  ه اح اء=X :  الشعبة بطريقة عشوائية فإذا عرُف المتغيران         

  :المطلوب هو. حاسب في العينة عدد من تخ  ه =Y و   العينة     

      (I) – إيجاد ك  من : 

المشترك  التوايع الاحتمالي )ب(  .  (X,Y)مجموعة القيم الممكنة للمتغيرين  )أ(     

 .  X,Yالتوايع الاحتمالي الهامشي ك  من المتغيرين  ) ج (    .  (X,Y)للمتغيرين 

(II)             حساب ك  من: 

.),()6(,)5(,)()4(

),()3(,)3,0()2(,)1()1(

21,, ttMYXV

YXCovFYXP

YXYX



 

  تة مقادير ثاب  a,bحيث    aX, bYبرهن أن التغاير بين متغيرين عشوائيين ( أ(  )6) 

),(),(         :بالعلاقة يعطى             YXCovabbYaXCov  
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 هي X,Yإذا كانت دالة الكثافة ااحتمالية المشتركة للمتغيرين ( ب) 

                                                         .2,0,
8

),( 


 yx
yx

yxf   

  :احسب ما يلي    

.)()6(,)5(,)()4(

),()3(,)1,1()2(,)(,)()1(

,
YX

X
EYXV

YXCovFyfxf

YX

YX


  

 

 دساسالفصل ال

 Conditional Distribution     الشرطي  التوزيع

  : مقدمة  1 – 6                  

 :نجد أن  Bو    Aنعلم من مبدأ الاحتما  الشرطي أنه لأي حادثتين  ير خاليتين                

)61(,
)(

)(
)|( 

BP

ABP
BAP 

 :وأن المتغيرات العشوائية تولد فضاء عينة وحوادث مث             

,}{,}{,}{ xXCyYBxXA  

 :أعلاه نجد أن ( 1-6)بالتعويض في العلاقة                  

)62(,
)(

),(
)|( 






yYP

yYxXP
yYxXP 

 :كتب كالتالي تُ يمكن أن ( 2-6)هي دالة احتمالية ا نجد أن العلاقة   (*)fوب رض            
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)(

),(
)|(

yf

yxf
yxf  

 Conditional Probability Function:      الدالة الاحتمالية الشرطية  2 – 6    

  :تعريف                    

  f(x)هامشيةوالدوا  ال  f(x,y)  دالة الاحتما  المشتركة  X,Yإذا كان للمتغيرين            

 : هي  Xفإن دالة الاحتما  الشرطية للمتغير    f(y) و         

)63(0)(,
)(

),(
)|(  yf

yf

yxf
yxf 

 : بشرط أن يتحقق الشرطان التاليان حسب نوع المتغيرين            

























1)|(

1)|(

)(.,,0)|()(
dxyxf

yxf

iiyxyxfi

x

 

    

                                 ( :1-6)مثال    

 :ي الجدو  التالي هي كما ف   )    (  X  , Yإذا كانت الدالة الاحتمالية المشتركة للمتغيرين      

 :حساب قيمة ك  من : المطلوب            

)(,)(الدوا  الهامشية  ( 1)       yfxf YX  . 

 .  Xالتوايع الشرطي للمتغير ( 2)       

)3(})4{}2({  YXP  

y  

),( yxf 
4 3 2 

0 6/1 12/1 1  

3/1 0 6/1 2 
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)4()4|1(  YXP 0 6/1 12/1 3 x 

   

 :الحل                  

)(,)(الدوا  الهامشية  (  1)                         yfxf YX  هما كما في الجدولين التاليين: 

4 3 2 y  3 2 1 x 

1/3 1/3 1/3 )(yfY  1/4 1/2 1/4 )(xf X 

 :لي ة الشرطية كما يلكتابة التوايع نحسب أولاً قيم الدالة الاحتمالي( 2)                       

.0
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f YX

 :كما في الجدو  أدناه  هو  Xوعليه فإن التوايع الشرطي للمتغير    

 y  

)|(| yxf YX

 
4 3 2 

0 2/1 4/1 1  
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1 0 2/1 2 x 

 0 2/1 4/1 3 

 

))|(( Xلاحظ أن الدوا  الشرطية الهامشية للمتغير      | yxf YX هي كما في الجداو  التالية : 

3 2 1 x  3 2 1 x 

2/1 0 1/2 )3|(3| xf X  1/4 1/2 1/4 )2|(2| xf X
 

 

     3 2 1 x 

             0 1 0 )4|(4| xf X
 

 :المطلوب هو( 3)                      

.2/1)3/1()3/1()2/1(

)4,2()4()2(})4{}2({

}]4{}2[{)4()2(})4{}2({
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YXYX fffYXP
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 :المطلوب هو( 4) 
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 Conditional Distribution Function :        : الشرطيةدالة التوزيع   3 – 6  
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  :تعريف           

)|(بالرما  Xيرما لدالة التوايع الشرطية للمتغير      yxF  وتعُرف بالعلاقة التالية:   

)64()|()|(  yYxXPyxF 

                 :كما يلي   X وتحُسب حسب نوع المتغير
























x

x

duyuf

yuf

yxF
)|(

)|(

)|( 

 :ملاحظات      

 F(x) .و    F(x,y)تطابق خواص F(x|y)خواص  ( 1)

                     (2) )|()|( yxfyxF
x






                                               

  
 

 :إذا كانت دالة الاحتما  المشتركة هي      ( :2-6)مثال 

.10,2),(  yxyxf 

  :فاحسب ك  من                     

.)|()6(,)|()5(

,)|()4(,)|()3(,)()2(,)()1(

xyfyxf

xyFyxFyfxf
 

  :الحل    
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 :ويمكن أن نكتبها بال يغة التالية                                 
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 :ويمكن أن نكتبها بال يغة التالية                              
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      ايجاد دالة الاحتما  الشرطي فإنه يمكننا استخدام تعريف الاحتما  الشرطي أو   (5)

 : استخدام الاشتقاق كما في الملاحظة أعلاه كاتالي       
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        ionatctExpe Conditional               : طيالشرالتوقع  4 –6    

          :تعريف           

YX المتغيران كانإذا              معرفين على ن س ال ضاء الاحتمالي لهما توايع احتمالي  ,

         يُعرف ويحسب  Y=y مشروطاً بقيمة   g(x)التوقع الشرطي لدالة  مشترك فإن          

 : بالعلاقة التالية( نوع المتغيرين حسب )       

)65(
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dxyxfxg
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)|( بشرط أن يكون ك  من المجموع والتكام  تقاربي ا حيث        yxf   هي دالة            

   Xالشرطي للمتغير  الاحتما         

 : g(x(بعض الحالات الخاصة للدالة       

XXgإذا كانت   – 1      )(  فإن: 

YXyYXEyYXgE |)|()|)((    

   ه أيضا بعدة ويرما ل  Yفي  يعُتبر هذا التوقع متغيراً  ا  X وهوالتوقع الشرطي للمتغير      

)|(,)(:  رموا نذكر منها        | XEYXE YX . 

2إذا كانت   – 2    

| )()( yXXXg  فإن: 

2

|

2

| ]|)[()|)(( YXYX yYXEyYXgE   

 ويرما له أيضا بعدة   Yفي  متغيراً  باينيُعتبر هذا التا   X وهوالتباين الشرطي للمتغير       

)|(,)(    :  رموا نذكر منها          | XVYXV YX . 

 :بال يغة التالية    Xويمكن أن نكتب التباين الشرطي للمتغير      

.))|(()|()|( 22 YXEYXEYXV  

rXXgإذا كانت   – 3       )( فإن: 

/

)|()|()|)(( YXr

r yYXEyYXgE  

  .   Xللمتغير  r وهوالعام الشرطي حو  نقطة الأ   ذو الرتبة                

      ( :4-1-6)نظرية                  
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YXكان المتغيران إذا                     :لهما توايع احتمالي مشترك فإن  ,

)()]|([ XEYXEE  

)|(هذا يعني أن التوقع للمتغير             YXE ( فيY  ) هو ن س التوقع الهامشي للمتغيرX   . 

YXكان المتغيران إذا وبالمث              :لهما توايع احتمالي مشترك فإن  ,

)()]|([ YEXYEE  

 : المتغيرات مستمرة كما يليأن سوف نبرهن النظرية في حالة    :البرهان        

.)()(),(

)(
)(

),(
)()|(

)()|())|((

)|()|(

RHSXEdxxxfdydxyxfx

dyyfdx
yf

yxf
xdyyfdxyYxxf

dyyfyYXEyYXEELHS

dxyYxxfYXE









 

  











































 

      ( :4-2-6)نظرية 

YXكان المتغيران إذا                         :لهما توايع احتمالي مشترك فإن  ,

)]|([)]|([)( YXEVYXVEXV YY  

     V(X|Y)متوسط التباين الشرطي : هو مجموع  X هذا يعني أن التباين الهامشي للمتغير   

)|(الشرطي  وتباين التوقع   YXE كان المتغيران إذا وبالمث   اYX   لهما توايع احتمالي  ,

 :مشترك فإن    



              -1- احتمال          احص  215مذكرة          محمد ناصرالقريان أبو دجين . د  

 

- 179 - 

)]|([)]|([)( XYEVXYVEYV XX  

 

 :إذا كان لدينا دالة الاحتما  الشرطي      :( 3-6)مثال   

.10,
1

)|(  yx
y

yxf
 

     :فاحسب ك  من                       

)|()2(,)|()1( yYXVyYXE  

  :الحل   
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           :طية الشرالدالة المولدة للعزوم   5 –6    

: sionDistribut Function for ConditionalMoment Generating  

          :تعريف     

YXكان للمتغيرين إذا      )|(و توايع احتمالي مشترك  , yxf   هي دالة الاحتما  الشرطي

ف وتحسب تعُر( إذا كانت موجودة)فإن الدالة المولدة لعاوم التوايع الشرطي     Xللمتغير 

 :بالعلاقة التالية    ( المتغيرين حسب نوع)

























dxyYxfe

yYxfe
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xt

Xt

YX
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 بشرط أن يكون ك  من المجموع والتكام  تقاربي ا          

 

 :بعض الخواص    
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 .  Y=yمُعطى     Xحو  نقطة الأ   للمتغير   r  وهو العام الشرطي ذو الرتبة   

 

 :إذا كان لدينا دالة الاحتما  الشرطي  ( :4-6)مثال   

10,
1

)|(  yx
y

yxf
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|)(حسب إف      tM YX   ك  من ثم احسب منها:  

.)|()2(,)|()1( yYXVyYXE  

           

 

 

  :الحل       
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.10,
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 ( .3-6)وهذه النتائج هي ن سها التي تو لنا إليها أثناء ح  مثا        

    :دس استمارين على الفصل ال  6 – 6   

)|( دالة الاحتما  الشرطية أثبت أن( 1)  yxf  تحُقق الشرطين التاليين حسب نوع          

 :المتغيرين          

























1)|(

1)|(

)(.,,0)|()(
dxyxf

yxf

iiyxyxfi

x

 

|)|1( ثم احسب Yاحسب التوايع الاحتمالي الشرطي للمتغير ( 1-6)لمثا  ( 2) yf XY . 

])|[()(:    باعتبار أن المتغيرين متقطعان أثبت أن ( 3) YEXYEE  . 

|)0(1        :   أثبت أن ( 4) YXM . 

 :ي كما في الجدو  أدناه ه   X ,Yلتكن دالة الكتلة الاحتمالية المشتركة للمتغيرين  ( 5)
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      -:والمطلوب إيجاد ك  من                     

     f(x|y)دالة الكتلة الاحتمالية الشرطية (1)

(2) F(x|y=2)  (3) ,  f(x|y=2)      

   )(2| tM X (6)  , V(X|Y=2)(5)  ,  E(X|Y=2)) 4(     

Y  ),( yxf 

 2 -2  

 0.2 0 1  

x  0 0.3 2 

  0.4 0.1 3 

     

 

 

 

 بع اسالفصل ال

 (الاستقلال التصادفي)استقلال المتغيرات 

-:Independence of Variables  (Stochastic Independence) 

  : مقدمة  1 – 7 

ستقلا  يمكن فهم الاستقلا  الت ادفي بين المتغيرات العشوائية من م هوم الا         

 .الاحتمالي بين الحوادث 

حد شروط أأنهما مستقلتان إذا تحقق لهما   Bو    Aحيث يقُا  عن حادثتين  ير خاليتين    

 :الاستقلا  التالية 

.)()|()3(,)()|()2(,)()()()1( BPABPAPBAPBPAPBAP 

 

:    لذلك فإنه ب رض الحوادث التالية    yYBxXA  , 
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 :نستطيع أن نكتب شروط الاستقلا  السابقة كالتالي 

       

     

      .)()|()3(

,)()|()2(

,)()()()1(

yYPxXyYP

xXPyYxXP

yYPxXPyYxXP





 

 

 :ومنه نكتب التعريف التالي     

  : تعريف  2 – 7

 ا الهامشية هي دالة توايعهما المشتركة ودوالهم X , Yإذا كان لدينا المتغيران العشوائيان    

)(,)(,),( yFxFyxF  فيقُا  أنهما مستقلان( ً   أحدإذا تحقق لهما ( ت ادفيا

 : شروط الاستقلا  التالية

.)()|()3(

,)()|()2(

)71(,)()(),()1(

yFxyF

xFyxF

yFxFyxF







 

           :نتائج مهمة من استقلال المتغيرات   3 – 7

 -: الدوال الاحتمالية المشتركة  1- 7-3

ً  س  حيحوالعكمستقلين فإن النتائج التالية محققة  X , Yذا كان المتغيران العشوائيان  إ  -:دائما

.)()|()3(,)()|()2(

)72(,)()(),()1(

yfxyfxfyxf

yfxfyxf





 

 :البرهان

: التالية المستقلة ب رض الحوادث   ( 1)   yYBxXA  ,
 :   ننجد أ  
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.)()(),(

)()()(

yfxfyxf

yYPxXPyYxXP



 
 

 .وهو المطلوب      

 :التالي ( 1-7)أن نكتب من العلاقة  ( بوُجود المشتقات)ويمُكن أيضا      

)()(),(

)()(),(

)()(),(

2

yfxfyxf

yF
y

xF
x

yxF
yx

yFxFyxF




















    

 . وهو المطلوب       

.)(
)(

)()(

)(

),(
)|()2( RHSxf

yf

yfxf

yf

yxf
yxfLHS 


 

 .وهو المطلوب         

 ( .متروك للطالب, )بالمث   (3)

 

 -:التوقع المشترك  2- 7-3

ً س والعكمستقلين فإن النتائج التالية محققة  X , Yكان المتغيران العشوائيان   إذا  -: حيح دائما

.)()|()3(,)()|()2(

,)()()()1(

YEXYEXEYXE

YEXEXYE





 

 :البرهان 
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ة ي الحالهان فنبرهن النتيجة أعلاه في حالة أن المتغيرات المستقلة مت لة ونترك للطالب البر

 :المن  لة 

)()()(

.)()(

)()()()()()(

)()(),()()1(

YEXEXYE

RHSYEXE

YdxExxfdxYExxfdydxyyfxxf

dydxyfxxyfdydxyxxyfXYELHS









 

  
































 

 .وهو المطلوب 

.)()|(

.)()(

)|()|()2(

XEYXE

RHSXEdxxxf

dxyxxfyYXELHS


















 

 .وهو المطلوب 

 .يترك للطالب , بالمث  ( 3)    

 

 -: (التغاير) المشتركباين الت 3- 7-3

  لكن العكس ليسمستقلين فإن النتائج التالية محققة  X , Yكان المتغيران العشوائيان   إذا      

        ً  -: حيحاً دائما

.)()()()2(

,0),()1(

YVXVYXV

YXCov
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   :البرهان

.)()(

)0(2)()()(

),,(2)()()()2(

0)()()()(),(

)()()(),()1(

YVXV

YVXVYXV

YXCovYVXVYXV

YEXEYEXEYXCov

YEXEXYEYXCov















 

 .وهو المطلوب 

                                 ( :1-7)مثال 

 :هي كما في الجدو  التالي    )    (  X  , Yإذا كانت الدالة الاحتمالية المشتركة للمتغيرين 

 :المطلوب 

YX  دراسة استقلا ( 1) , . 

 .  Cov(X,Y) حساب قيمة ( 2)

 

Y  

),( yxf 
1 0 -1 

1/16 16/3 1/16 -1  

x 16/3 0 3/16 0 

 1/16 16/3 /161 1 

 :الحل 

 روط  شالمتغيرين أعلاه يجب أن نتحقق من ( أو عدم استقلا  )لكي نحكم باستقلا  (  1)

 :  وعليه فإنه من الجدو  أعلاه نجد أن الدوا  الهامشية هي. الاستقلا        



              -1- احتمال          احص  215مذكرة          محمد ناصرالقريان أبو دجين . د  

 

- 188 - 

.
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5
)1()1(
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)0()0(,
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)1()1(





YX

YXYX

ff

ffff

  

 :      وبدراسة أحد شروط الاستقلا  وليكن مثلاً    

.,,)()(),( yxyfxfyxf YX       

 : نجد مثلاً من الجدو  أعلاه أن   

.098.0
16

5

16

5
)1()1(063.0

16

1
)1,1(  YX fff  

 .  ير مستقلين    X,Yإذن  

),(دالة الاحتما  المشتركة   في هذا المثا  وك  مثا  فيه أحد قيم: ملاحظة yxf  يساوي

  :  ال  ر نجد أن المتغيرين  ير مستقلين لأن

.)()(0),( yfxfyxf YX       

 :نجد أن  Cov(X,Y)لحساب قيمة  ( 2) 

0
16

5
)1(

16

6
)0(

16

5
)1(

)1()1()0()0()1()1()()(



 XXX fffXEYE
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YEXEXYEYXCov

yxxyfXYE
x y

 

 .مع أن المتغيرين  ير مستقلين    

 

 -: معامل الارتباط  4- 7-3

 ليس  لكن العكسمستقلين فإن النتيجة التالية محققة  X , Yكان المتغيران العشوائيان   إذا      

         ً  -: حيحاً دائما

.0, YX 

   :البرهان  

.0
),(

0),(

, 



YX

YX

YXCov

YXCov






 

 .وهو المطلوب    

 -:ة لتوليد العزوم المشتركالدالة   5- 7-3
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 العكس  حيحوققة مستقلين فإن النتيجة التالية مح X , Yكان المتغيران العشوائيان   إذا      

 ً  -:دائما

.)()(),( 2121, tMtMttM YXYX  

   :البرهان

.)()(

)()(

)()(

),(

)(),(

21

21,

21

21

21

21

RHStMtM

dyyfedxxfe

dydxyfxfee

dydxyxfe

eEttMLHS

YX

Y

yt

X

xt

YX

ytxt

ytxt

YtXt

YX











 

 

 





























 

 .    وهو المطلوب      

 :متغيرين عشوائيين مستقلين لهما التوايعان التاليان   X , Y ليكن     ( :2-7)مثال     

8 5 -2 y  2 1 x 

0.2 0.5 0.3 f(y)  0.3 0.7 f(x) 

 . Y)=0 Cov( X,تحقق من أن    – 2.   أوجد التوايع الاحتمالي المشترك  – 1

),(احسب   - 3  21, ttM YX باستخدام الاستقلا   –ب . باستخدام التعريف –أ  :بطريقتين. 

 -:الحل 
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),()()(  بما أن المتغيرين مستقلان  ا إذن   – 1 yfxfyxf YX   

 :وعليه فإن التوايع الاحتمالي المشترك لهما هو كما في الجدو  التالي      

 y  

),( yxf 
8 5 -2 

0.14 0.35 0.21 1  

x 0.06 0.15 0.09 2 

 :التحقق كما يلي  – 2

                               E(X) = 1(0.7)+2(0.3) = 1.3         

E(Y) = (-2)(0.3)+5(0.5) +8(0.2)= 3.5                                       

55.4)06.0)(8)(2()15.0)(5)(2()09.0)(2)(2(

)14.0)(8)(1()35.0)(5)(1()21.0)(2)(1(

),()(






x y

yxxyfXYE

 

055.455.4)5.3)(3.1(55.4),(

)()()(),(





YXCov

YEXEXYEYXCov
 

 . وهذا يحقق الاستقلا          

 :حساب الدالة المشتركة لتوليد العاوم   – 3   

 في أي حالة يمكن حساب الدالة المشتركة لتوليد العاوم باستخدام التعريف إذا كانت (  أ)      

 :كالتالي  موجودة              

)(),( 21

21,

YtXt

YX eEttM
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  :باستخدام الاستقلا   من العلاقة  –ب 

)()(),( 2121, tMtMttM YXYX  

 : كالتالي      

  .  2.00.5e3.0)(  & 

 0.3e7.0)(  
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85t22t

11YX,
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eee
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 ( .أ)وهي ن س النتائج السابقة في     

 

 -: بعاستمارين على الفصل ال   7-4

 -:مستقلين ا  فأثبت ك  مما يلي  X , Yإذا كان المتغيران العشوائيان      (1)

                  .)()|()2(,)()|()1( YEXYEyfxyf    

 :متغيرين عشوائيين مستقلين لهما التوايعان التاليان    X , Yليكن      ( 2)



              -1- احتمال          احص  215مذكرة          محمد ناصرالقريان أبو دجين . د  

 

- 193 - 

5 4 -1 y  3 2 0 x 

0.167 0.5 0.333 f(y)  0.25 0.5 0.25 f(x) 

 . Y)=0 Cov( X,تحقق من أن    – 2.  أوجد التوايع الاحتمالي المشترك   – 1 :المطلوب  

),(احسب     21, ttM YX باستخدام الاستقلا   –ب .  باستخدام التعريف –أ :بطريقتين. 

 :ي متغيرين عشوائيين دالة الكثافة الاحتمالية المشتركة لهما ه   X , Yليكن  ( 3)

.0,0,),( )(   yxxyeyxf yx
 

)(,)(احسب ك  من  – 1  :المطلوب   yfxf YX, 2 – أدرس استقلا  المتغيرين X ,Y ا 

)|Y>2  X( P , ) (احسب ك  من   – 3                yxf .   

 :متغيرين عشوائيين دالة توليد العاوم المشتركة لهما هي    X , Yليكن  ( 4) 

.
1

,
1

,
1

1
),( 21

2121

21,
b

t
a

t
tabtbtat

ttM YX 


 

 :المطلوب        

)(,)(أوجد ك  من    - 1     21 tMtM YX  .2 –  أدرس استقلا  المتغيرينY, X   . 

 

 من اثالفصل ال

 -(:التحويلات)توزيعات دوال المتغيرات العشوائية 

-:Distributions of Functions of Random Variables  (Transformations) 
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ليب سنقوم بدراسة توايعات دوا  في متغيرات عشوائية من خلا  عرض لأهم الأسا      

ً تسُمى هذه العملية  .المستخدمة في استنتاج توايعات هذه الدوا     . يراتت المتغتحويلا: أحيانا

 -:تشم  الدراسة الحالات التالية 

     lesDiscrete Variab             -:المتغيرات المنفصلة : أولاا   1 – 8

 eariablThe case of one v   -:التحويل في حالة متغير واحد  1-1 – 8

)(,,,.  دالة كتلته الاحتمالية وقيمه هي متغيراً  Xإذا كان        21 xxxxf X  اوكانت 

)(XgY   دالة فيX   فإنY وب رض أن دالة كتلته الاحتمالية وقيمه  متغير ً من    أيضا

)(,),(),(.هي  21 xgxgyyfY   ونكون عادة أمام إحدى حالتين هما:-  

   :الحالة الأولى (  أ)

XgY)(أن تشك  الدالة        معX    ً    orrespondenceone c-ot-oneتناظراً أحُاديا

عندها  . Yوذلك لجميع قيم  Yمقاب  قيمة واحدة لـ   Xالذي يعني وُجود قيمة واحدة فقط لـ  

 :كما يلي   Yيمكن حساب دالة الكتلة الاحتمالية للمتغير 

.,,)(,))((

.,,)(,))((

))((

)()(

21

11

21

11





xxxygygf

xxygygXP

yXgP

yYPyf

X

Y











 

 :هي   Yأي أن دالة الكتلة الاحتمالية للمتغير     

)81(,,)(,))(()( 21

11   xxxygygfyf XY  

                                         دالة كتلته الاحتمالية  هي   متغيراً  Xإذا كان   -(:1-8)مثال 

                     .5,4,3,2,1,
15

)(  x
x

xf X    فأوجد:  )(yfY    3  حيث-X =Y . 

 :نتبع الخطوات التالية    -:الحل
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 : فنح   على  Yنحسب قيم المتغير  – 1

.2,1,0,1,2.5,4,3,2,1,3  yxXY 

 : فنح   على  Yنحسب معكوس   – 2

.3.3,3  yxYXXY 

 :فنح   على المطلوب كالتالي ( 1-8)نطبق العلاقة  – 3

.2,1,0,1,2,
15

3
)(

,
15

3
)3()(

))(()( 1









 

y
y

yf

y
yfyf

ygfyf

Y

XY

XY

 

 .وهو المطلوب        

 :ويمكن أن نقارن بين الدالتين بالجدو  التالي     

5 4 3 2 1 x 

5/15 4/15 3/15 2/15 1/15 )(xf X 

      

2 1 0 -1 -2 y 

5/15 4/15 3/15 2/15 1/15 )(yfY 

   :الحالة الثانية (  ب) 

XgY)(أن لا تشك  الدالة           معX   ً وهذا يعني وُجود أكثر من قيمة . تناظراً أحُاديا

مثلًا   iy فإذا كانت القيمة  .Yوذلك لجميع أو بعض قيم  Yمقاب  قيمة واحدة لـ   Xواحدة لـ  

,,.تناظرها القيم  21 irii xxx   عندها يمكن حساب دالة الكتلة الاحتمالية للمتغيرY   كما يلي: 
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)82(,)()()(

)()(

21 



irXiXiX

iY

xfxfxf

yYPyf


 

 

  -(:2-8)مثال 

,4,3,2,1,0.دالة كتلته الاحتمالية  هي   متغيراً  Xإذا كان 
15

1
)( 


 x

x
xf X  فأوجد  ا :        

)(yfY   2حيث)2(  XY . 

 :نتبع الخطوات التالية   -:الحل

 : فنح   على  Yنحسب قيم المتغير  – 1

)2(,4,1,0,1,4.4,3,2,1,0..   ماذا تلاحظ؟ 2  yxXY 

 : فنح   على  Yنحسب معكوس   – 2

.2,)2(

),2(,)2( 2

yxXY

XYXY








 

 :فنح   على المطلوب كالتالي ( 2-8)نطبق العلاقة  – 3

.4,1,0,)2()2()(

))(()( 1



 

yyfyfyf

ygfyf

XXY

XY
 

 :ونح   على قيم الدالة  كالتالي . وهو المطلوب     
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.
15

6

15

1

15

5

)0()4()42()42()4(

,
15

6

15

2

15

4

)1()3()12()12()1(

,
15

3
)2()02()02()0(

.4,1,0,)2()2()(













XXXXY

XXXXY

XXXY

XXY

fffff

fffff

ffff

yyfyfyf

  

 :ويمكن أن نقارن بين الدالتين بالجدو  التالي     

4 3 2 1 0 x 

5/15 4/15 3/15 2/15 1/15 )(xf X 

      

  4 1 0 y 

  6/15 6/15 3/15 )(yfY 

 

 

  -(:3-8)مثال 

(,3,2,1,.دالة كتلته الاحتمالية  هي   متغيراً  Xإذا كان 
4

1
(

4

3
)( 1   xxf x

X   فأوجد :

)(yfY    2حيثXY  

 :نتبع الخطوات التالية   -:الحل

 : فنح   على  Yنحسب قيم المتغير  – 1
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3,2,12,.9,4,1,..        ماذا تلاحظ ؟   yxXY 

 : فنح   على  Yنحسب معكوس   – 2

.,)(,2 xyXXYXY  

 :فنح   على المطلوب كالتالي ( 1-8)نطبق العلاقة  – 3

.,9,4,1,)
4

1
(

4

3

)()(

))(()(

1

1















y

yfyf

ygfyf

y

XY

XY

    

 . وهو المطلوب        

    ( :4-8)مثال     

 :متغيراً عشوائياً له التوايع الاحتمالي التالي     Xليكن      

 x 2- 1- 1 2  وليكن المتغير 

 2XY   0.25 0.25 0.25 0.25 )(xf X 

 :المطلوب        

 .  Y, X  ادرس استقلا   – yfY            .(2))(احسب    – (1) 

),( احسب قيمة  - (3)  YXCov .    (4) – احسب قيمة )( YXV . 

 :نتبع الخطوات التالية   yfY)(لحساب    – (1)       -:الحل 

 : فنح   على  Yنحسب قيم المتغير  . 1

4,1,1,4.2,1,1,22..        ماذا تلاحظ ؟       yxXY  
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 : فنح   على  Yنحسب معكوس   . 2

                         .,,2 xyXYXY   

 :فنح   على المطلوب كالتالي ( 2-8)نطبق العلاقة  . 3

.4,1,)()()(

))(()( 1



 

yyfyfyf

ygfyf

XXY

XY
    

 :ونح   على قيم الدالة  كالتالي . وهو المطلوب       

.5.025.025.0

)2()2()4()4()4(

,5.025.025.0

)1()1()1()1()1(

.4,1,)()()(











XXXXY

XXXXY

XXY

fffff

fffff

yyfyfyf

      

ويمكن أن نكتب التوايع 

 :كما في الجدو  المقاب 

4 1 y 

0.5 0.5 )(yfY 

 

,),(لدراسة الاستقلا  نحسب    – (2) yxf YX   بواسطة تكافؤ الحوادث كما يلي: 

,25.0)1()1,1(}1{}1,1{

,0)4,1(}4,1{

,25.0)1()1,1(}1{}1,1{

,25.0)2()4,2(}2{}4,2{

,0)1,2(}1,2{

2,1,1,2,

,

,

,

,

,

2













XYX

YX

XYX

XYX

YX

ffXYX

fYX

ffXYX

ffXYX

fYX

xXY







 



              -1- احتمال          احص  215مذكرة          محمد ناصرالقريان أبو دجين . د  

 

- 200 - 

.25.0)2()4,2(}2{}4,2{

,0)1,2(}1,2{

,0)4,1(}4,1{

,

,

,







XYX

YX

YX

ffXYX

fYX

fYX





 

 :وعليه فإنه من القيم أعلاه نجد أنه مثلاً     

)5.0()25.0(25.0

)1()1()1,1(,



 YXYX fff
  

 . وهو المطلوب . ينل ير مستق Y  X,  وهذا يعني أن     

 : الاحتمالي المشترك لهما هو كما في الجدو  التاليالتوايع يمكن أن نكتب و     

 )(xf X y  

),( yxf 
4 1 

0.25 0.25 0 -2  

 

x 

0.25 0 0.25 -1 

0.25 0 0.25 1 

0.25 0.25 0 2 

1 0. 5 0.5 )( yf y 

),(لحساب قيمة   - )3(    YXCov  نجد أنه: 

0)25.0)(4)(2(00)25.0)(1)(1(

)0()25.0)(1(1)25.0)(4)(2()0(

),()( ,






x y

YX yxxyfXYE
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.0)(00

)()()(),(

0)25.0)(2()25.0)(1(

)25.0)(1()25.0(2)()(









YE

YEXEXYEYXCov

xxfXE
x

X

 

 .   وهو المطلوب,   ينل ير مستق Y  X,  أن مع           

)( لحساب قيمة   -  )4( YXV   نجد أنه: 

.75.4)0(225.25.2)(

),(2)()()(

.25.2)5.2(5.8

))(()()(

5.8)5.0()4()5.0()1()()(

.5.2)5.0)(4()5.0)(1()()(

.5.2)0(5.2

))(()()(

5.2)25.0)(4()25.0)(1()25.0)(1()25.0(4

)()(

2

22

2222

2

22

22



























YXV

YXCovYVXVYXV

YEYEYV

yfyYE

yyfYE

XEXEXV

xfxXE

y

Y

y

Y

x

X
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                                   :التحويل في حالة متغيرين منفصلين  2-1 – 8

                                                :he case of two variablesT    

   

,21 ب رض أن         XX هي  متغيرين من  لين دالة كتلتهما الاحتمالية المشتركة

),( 21, 21
xxf XX  ثنُائي وهما معرفان على فضاء عينة 

21XX  وب رض أن الدالتين 

),(,),( 21222111 xxgYxxgY   يمث  ك  منهما تطبيقاً يطبق
21XX   على

21YY 

),(بحيث أن لك  اوج  21 xx  اوج واحد فقط),( 21 yy    معرف في
21YY   وب رض أن

,21 معكوس المتغيرين gg  21بواسطة هذا التطبيق هما,ww  بحيث إن  :

22121211 ),(,),( xyywxyyw   فإن دالة الكتلة الاحتمالية المشتركة للمتغيرين 

21,YY   تحُسب كالتالي: 

.)),(),,((

),(),,((

)),(,),((

),(),(

212211,

21222111

22121211

221121,

21

21

yywyywf

yywXyywXP

yXXgyXXgP

yYyYPyyf

XX

YY









     

 :هي   YY,21أي أن دالة الكتلة الاحتمالية المشتركة للمتغيرين       

)83(.)),(),,((),( 212211,21, 2121
 yywyywfyyf XXYY

     

  بالتعويض  YY,21وهذا يعني أننا نح   على دالة الكتلة الاحتمالية المشتركة للمتغيرين      

,21دالة الكتلة الاحتمالية المشتركة للمتغيرين  بالمعكوس في XX في مث  هذه الحالة . 

 

 

  : (5-8)مثال     
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,21للمتغيرين  نإذا كا  XX  دالة الكتلة الاحتمالية المشتركة هي كما في الجدو  أدناه: 

   
2x 

 

),( 21, 21
xxf XX    

 0 1 2 3 فإحسب التوايع

  Y   0.07 0.11 0.07 0.06 0الاحتمالي للمتغير  

 1x 
 1 0.08 0.09 0.12 0.09 :حيث 

21 XXY  0.07 0.10 0.08 0.06 2 

 

 : قيم المتغيرات هي      :الحل 

}5,4,3,2,1,0{)(}3,2,1,0{)(,}2,1,0{)( 21  wYwXwX 

 :باستخدام تكافؤ الحوادث كما يلي Y للمتغير yfY)(نحسب قيم الدالة الاحتمالية 
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.07.0)3,2()5(

,19.010.009.0)2,2()3,1()4(

,27.008.012.007.0

)1,2()2,1()3,0()3(

,26.011.009.006.0

)0,2()1,1()2,0()2(

,15.008.007.0)0,1()1,0(

)0,1()1,0()1(

,06.0)0,0()0,0()0(

)()(

21

2121

212121

212121

2121

21

,

,,

,,,

,,,

,,

2121

,21





















XXY

XXXXY

XXXXXXY

XXXXXXY

XXXX

Y

XXY

Y

ff

fff

ffff

ffff

ff

XXPXXPf

fXXPf

yYPyf

 

 :هو كما في الجدو  التالي   Yومنه فإن التوايع الاحتمالي للمتغير  

5 4 3 2 1 0 y 

0.07 0.19 0.27 0.26 0.15 0.06 )(yfY 

 .  وهو المطلوب      

 -: حالات الاستقلال  1-2- 1 – 8

 (: 1 - 8)نظرية 

,21 نإذا كا   XX ين عشوائيين من  لين مستقلين دالة الكتلة الاحتمالية لك  منهما هي متغير

)(,)( 21 21
xfxf XX  على التوالي ا فإن دالة الكتلة الاحتمالية لمجموعهما المتغير   

21 XXY    تعُطى بالعلاقة: 

)84(,)()()(
1

21 11 
x

XXY xyfxfyf 
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 : البرهان

)()(

)()()(

112

21

2
xyfxyXP

yXXPyYPyfLHS

X

Y





 

.)()()()(

)()(),()(

1

212

1

21

1

2

111

21212

RHSxyfxfxyfyf

xfxfxxfxf

x

XXXY

x

XX

x

X









 

 .  وهو المطلوب 

,21ب رض أن   (: 6 - 8)مثال  XX ين عشوائيين من  لين مستقلين لك  منهما متغير       

 توايع بواسون بالمعالم                 على التوالي ا أوجد توايع مجموعهما المتغير    ,

21 XXY                  

,21من المعطيات نجد أن التوايع الاحتمالي للمتغيرين       :الحل   XX  هما: 

.,3,2,1,0,
!

)(

,,3,2,1,0,
!

)(

2

2

2

1

1

1

2

2

1

1













x
x

e
xf

x
x

e
xf

x

X

x

X









               

 :نجد أن ( 4-8)وبتطبيق العلاقة ( 1-8)من النظرية 

 
1

21
)()()( 11

x

XXY xyfxfyf   

,11 نحسب قيم المتغيرين  yfY)(ولحساب   XYX   كالتالي : 
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.,,2,1,0,
)!(

)()(

.,,2,1,0,2,1,00)()(

,.,3,2,1,00)(

1

1

12

1112

11

1

22

22

1

yx
xy

e
xyfxf

yxxyxyfxf

xxf

xy

XX

XX

X
















 

 

 :وعليه فإن  

yx
xyx

y

y

e

xyx

y

y

e

y

y

xy

e

x

e

xyfxfyf

xyx
y

x

y

x

xyx

xyy

x

x

x

XXY

,,12,0,
)!(!

!

!

)!(!

!

!

!

!

)!(!

)()()(

1

0 11

)(

0 11

)(

10 1

11

11

1

1

11

1

1

1

1

21




















































 

.,3,12,0,
!

)(
)(

.,3,12,0,)(
!

,,12,0,
!

)(

)(

1

0 1

)(

11

1




































ye
y

yf

y
y

e

yx
x

y

y

e

y

y

y

xyx
y

x













 

)( بواسون بالمعلمةوهو توايع . وهو المطلوب             . 

 -:نتيجة مهمة 

يتبع  ستقلينمين عشوائيين لمجموع متغيرالتوزيع الاحتمالي أن من المثال أعلاه نستنتج 

ا بمعلمة تساوي مجموع معتوزيع بواسون كل منهما   . ا لمتيهم، هو توزيع بواسون أيضا

 .ويمكن التعميم لأكثر من متغيرين مستقلين 
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ا   2 – 8      ablesVari Continuous             -:صلة تالمتغيرات الم: ثانيا

 :يتين من الم يد في هذا ال دد برهان النظريتين التال    -:مقدمة   2-1 – 8

 الدالة باعتبار     (:2 - 8)نظرية : الأولى

                  

)85(,)()(   dxxhyG

y

a    
                 مقدار ثابت ا  aحيث 

 :هي   G(y)نجد أن مشتقة الدالة                                        

)86(,)()()( /  yhyGyG
dy

d
 

على تنتج بالتعويض بالحد الأ y  بالنسبة لـ G(y) هذا يعني أن مشتقة دالة على  ورة 

 .  h(x) في الدالة y   للتكام 

 :البرهان
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.)()(.

)()(

10,
)(

)(

)(
)()(

)()()(

)()(

)()()()(

)()(

/

0

0

/

00

lim

lim

limlim

yhyGei

yhyyh

y

yyyh
yG

y

dxxh

y

yGyyG

dxxhyGyyG

dxxhyG

dxxhdxxhdxxhyyG

dxxhyG

y

y

yy

y

yy

yy

y

yy

y

yy

y

y

a

yy

a

y

a


























































       

 .وهو المطلوب     

 باعتبار الدالة     (:3 - 8)نظرية : الثانية

)87(,)()(

)(

  dxxhyG

y

a



 

 .    yوقابلة للإشتقاق بالنسبة لـ )Monotone (مضطردة دالة  y)(مقدار ثابت و  aحيث 

 : نجد أن

)88(,
)(

))(()()( / 
dy

yd
yhyGyG

dy

d 
 

 تنتج بالتعويض بالحد الأعلى للتكام  y  بالنسبة لـ G(y)هذا يعني أن مشتقة دالة على  ورة  

 .  y  مضروباً في مشتقة الحد الأعلى للتكام  بالنسبة لـ  h(x)في الدالة   

 :البرهان
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 .
)(

))(()(
)(

)(

)()( /

dy

yd
yhyG

dy

yd

yd

ydG

dy

ydG 





        

 .وهو المطلوب    ( .2-8)وذلك من النظرية   

فقد تكون متناق ة افي هذه الحالة يكون  )Monotone (مضطردة دالة  y)(أنحيث و

0
)(


dy

yd
 :كما يلي( 8-8)لذا نكتب العلاقة ( سالب )  

)89(,
)(

))(()(/ 
dy

yd
yhyG


 

      :التعاريف المهمةبعض 

ا ( رتيبة)مضطردة :أنها  Y=g(x) نقو  عن دالة  – 1                           تزايديا

increasing function                                    Monotonically  إذا كان 

.)()( 2

2121 XYxxgxgxx i  

ا :  أنها  Y=g(x)نقو  عن دالة   - 2                                      مضطردة تناقصيا

decreasing function                                  Monotonically  إذا كان 

.
1

)()(
22121

X
Yxxgxgxx i 

 

 

 

  leThe case of one variab   -:التحويل في حالة متغير واحد  2-2 – 8

xf)(دالة كثافته الاحتمالية هي   متغيراً  Xإذا كان      X  اوكانت)(XgY   دالة فيX     

 :كما يلي Y للمتغير yfY)(تشك  تناظراً أحُاديااً فإنه يمكن حساب دالة الكثافة الاحتمالية     
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)810(,))(()(..

)())(()()(

)()(..

))(())((

))(()(

)()(

1

11

)(

11

1

























dy

dx
ygfyfei

yg
dy

d
ygfyF

dy

d
yf

dxxfyFei

ygFygXP

yXgPyF

yYPyF

XY

XYY

yg

XY

X

Y

Y

 

  ( : 7 – 8)مثال 

)(10,1:     هي  Xإذا كانت دالة الكتافة الاحتمالية للمتغير   xxf X  

      . Y=3X+1حيث     Y  الاحتمالية للمتغيرفأوجد دالة الكتافة           

  -: نتبع الخطوات التالية :الحل 

:        نحسب المشتقة وهي  – 1
3

1
3 

dy

dx

dx

dy
 

 :     كما يلي   Yنوجد حدود المتغير  – 2

.4141&10  yyxyx 

,41:  فنح   على ( 10 – 8)نطبق العلاقة  -3
3

1

3

1
1)(  yyfY     

 .وهو المطلوب     
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   : (8 – 8)مثال 

,1:     هي  Xإذا كانت دالة الكتافة الاحتمالية للمتغير 
1

)(
2

 x
x

xf X  

:     حيث هي   Yفأوجد دالة الكتافة الاحتمالية للمتغير              
xeY    .      

  -: نتبع الخطوات التالية :الحل 

 :        نحسب المشتقة وهي  – 1

yedy

dx

edy

dx
e

dx

dy
xx

x 111










  

 :     كما يلي   Yنوجد حدود المتغير  – 2

.00&1 11   eyyxeyx 

 :  فنح   على ( 10 – 8)نطبق العلاقة  -3

1

2

2

0,
)(ln

1

1

)ln(

1
)ln()(

lnln














ey
yy

yydy

dx
yfyf

yxyxey

XY

x

 

 .وهو المطلوب     

 

  -: باستخدام دالة التوايع التراكمية  : آخر حل 
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.0,
)(ln

1

)
1

()ln(1)ln()()(

.0,)ln(]1)ln[(1

1
1

1)ln(1

)ln()ln()()(

)()(

1

2

21

111

ln

1

ln

1

1

2



























ey
yy

y
yy

dy

d
yF

dy

d
yf

eyyy

xdx
x

yXP

yXPyXPyePyF

yYPyF

YY

y
y

X

Y

Y

     

 .   وهو ماتو لنا إليه سابقاً ا وهو المطلوب     

 sariablewo vtThe case of :التحويل في حالة متغيرين متصلين  3-2 – 8

       

   : (4 – 8) نظرية    

),(إذا كان المتجه      21 XX اً عشوائياً دالة كثافته الاحتمالية هيمتغير),( 21, 21
xxf XX 

   
),(,),( وب رض الدالتين 21222111 xxgYxxgY   2بحيث أنg  1 وg   تحققان ما يلي: 

),(,),(المعادلتان  – 1    21222111 xxgYxxgY   هو( المعكوس)لك  منهما ح  وحيد: 

22121211 ),(,),( xyywxyyw  

 :المشتقات الجائية موجودة ومت لة وهي  – 2   

.,,,
2

2

1

2

2

1

1

1

y

x

y

x

y

x

y

x
















       

),(فإن دالة الكثافة الاحتمالية للمتجه    21 YY  تعُطى بالعلاقة التالية:-  

)811()),(),,((),( 212211,21, 2121
 Jyywyywfyyf XXYY     
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 :حيث               

1

2

2

1

2

2

1

1

2

2

2

1

1

2

1

1

21

21

),(

),(

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

yy

xx
J










































       

 Jacobian of the transformationيسُمى محدد جاكوبيان أو معام  التحوي    Jحيث  

),(إذا كان للمتجه    : (9-8)مثال    21 XX دالة الكثافة الاحتمالية  : 




21

)(

21, ,0,),( 21

21
xxexxf

xx

XX 

),(احسب للمتجه ( أ)       21 YY  دالة كثافته الاحتمالية),( 21, 21
yyf YY  احيث 

21

1
2211 ,

XX

X
YXXY


 

)(احسب الدوا  الهامشية   (ب)         22
yfY   و)( 11

yfY . 

 :الحل 

 :نتبع الخطوات التالية ( أ) 

,21وذلك من نطاق تغير   YY,21نحدد نطاق تغير ك  من  – 1  XX  كالتالي: 

نجد أن   1Yمن تعريف          10 y   2ا ومن تعريفY    نجد أن أق  قيمة له هي 

       02 Y   01وذلك عند ما تكون X   2ا وأكبر قيمة لـY   12هي Y   وذلك              

02عند ما تكون          X    10ا وهذا يعني أن 2  Y    . 
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 :نحسب المعكوس كما يلي  – 2

    

.)1(

.

,

212112112

211

1

1
2

21

1
2211

YYYYYXXYX

YYX
Y

X
Y

XX

X
YXXY












     

 

 :نحسب المشتقات الجائية وهي  – 3   

.,1,, 1

2

2
2

1

2
1

2

1
2

1

1 y
y

x
y

y

x
y

y

x
y

y

x




















      

        : نحسب المحدد  – 4

112121

11

22

2

2

2

1

1

2

1

1

)1(

1

yJyyyyy

yy

yy

y

x

y

x

y

x

y

x

J


























           

 

 :فنح   على ( 11 – 8)نطبق العلاقة  – 5

.0,),( 111

)(

21,
121121

21



yeyyeyyf

yyyyyy

YY     

 .وهو المطلوب        

 :الدوا  الهامشية هي ( ب)
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.10,1)(.

1)2(),()(

.0,)(.

][

),()(

22

0

11

0

121,2

111

1

1

021

1

0

21

1

0

221,1

2

1

212

1

1

111

211



























yyfei

dyeydyyyfyf

yeyyfei

eyyeydyey

dyyyfyf

Y

y

YYY

y

Y

yyy

YYY

         

 .وهو المطلوب    

 -: حالات الاستقلال  1 – 3-2– 8

,21إذا كان   - 1         XX قلين دوالهما الهامشية هي  تسم)( 22
xf X   و)( 11

xf X  

 :تُ بح ( 11 -8)فإن العلاقة             

)812()),(()),((),( 21221121, 2121
 Jyywfyywfyyf XXYY 

,21إذا كان   - 2       XX قلين دوالهما الهامشية هي  تسم)( 22
xf X   و)( 11

xf X  

21فإن دالة الكثافة الاحتمالية لمجموعهما المتغير              XXY   يًعطى بالعلاقة: 

)813()()()( 111 21
  dxxyfxfyf XXY 

  : (10-8)مثال      

,21إذا كان         XX 2قلين يتبع ك  منهما توايع اسُي بمعالم تسم   1و  على الترتيب. 

21فأوجد دالة الكثافة الاحتمالية لمجموعهما المتغير              XXY   . 

   :الحل      
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,21دالتا الكثافة الاحتمالية لك  من        XX هما  : 

.0,0,)( 1111
11

1


  
xexf

x

X 

                                 .0,0,)( 2222
22

2


  
xexf

x

X     

 : نحسب حدود التكام  فيها كما يلي ( 13-8)ولتطبيق العلاقة   

.0

00

1

112

2121

yx

xyxyx

xxyXXY







 

 :نجد أن ( 13-8)من العلاقة      

)814(

)()()(

0

1

)(

21

0

121

0

1

)(

21

111

1122

122111211

21

















y

xy

y

xyx

y

xyx

XXY

dxee

dxeeedxee

dxxyfxfyf









 

 :هنا يوُجد حالتان هما  

21عند ما      الأولى    هي ( 41-8)نجد أن: 
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عند ما    الثانية   :هي ( 41-8)نجد أن  21

.),2(~..0,][

)(

2

01

2

0

1

2









GYeiyyexe

dxeyf

yyy

y

y

Y










 

 .وهو المطلوب         

 

 

 -: من اثتمارين على الفصل ال   3-8

,21أثبت أنه إذا كان    .1 XX  مستقلين دوالهما الهامشية هي)( 22
xf X و)( 11

xf X  

21فإن دالة الكثافة الاحتمالية لمجموعهما المتغير            XXY  يًعطى بالعلاقة  : 

  111 )()()(
21

dxxyfxfyf XXY     

,21إذا كان  .2 XX 1~)4,1(قلين وكان تسم NX 2~)3,2(و NX  فأوجد

 :ك  من 

 )Y(E  و ),( 21 ttMY   21 حيثXXY   
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~)1,0(ب رض أن   .3 NX  ا أوجد)(yfY    حيث
2XY  . 

)(0,2 ب رض دالة الكثافة الاحتمالية  .4
2

  xxexf x

X   ا أوجد             

         )(yfY            حيث
2XY   

:   ب رض أن لدينا قيم دالة الكتلة الاحتمالية .5

.
6

1
)1(,

2

1
)0(,

3

1
)1(  XXX fff  ا أوجد)(yfY    حيث         

                                
2XY   

,.:  ب رض أن  دالة الكثافة الاحتمالية  .6
2

1
)( 


xexf

x

X      

حيث    yfY)(    أوجد              
2XY   

)(,0.:  ب رض أن  دالة الكثافة الاحتمالية  .7   xexf x

X  ا أوجد        

             )(yfY   حيث       XYiiXYi  )(,)( 2
  

,62.:  ب رض أن  دالة الكثافة الاحتمالية  .8
8

1
)(  xxf X  ا      

حيث    yfY)(أوجد              
2XY   

,.:  ب رض أن  دالة الكثافة الاحتمالية  .9
2

1
)( axa

a
xf X   ا   

: حيث   yfY)(أوجد      
aX

aX
Yii

a

aX
Yi







 )(,

2
)(  

,2,1,0,.:  ب رض أن  دالة الكتلة الاحتمالية  .10
!

)(   xe
x

xf
x

X


 

XYحيث    yfY)(أوجد                    ا  3  
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(,3,2,1,.:  ة الاحتمالية تلب رض أن  دالة الك .11
2

1
()(  xxf x

X  ا 

حيث    yfY)(أوجد                   
2XY   

 

 

 سابقة امتحانات أسئلة ملحق

 :الأولى المجموعة

 :الأول السؤال

BA الحادثتان كانت إذا )(4.0,)(3.0 كان و متنافيتين ,   APBP ، من كل فإحسب: 

   )( cAP ،)( BAP   ،BA ،)( cBAP  ،)( cc BAP  . 

    :ثانيالسؤال ال

)(5.0,)(5.0كان و مستقلتين ,BA الحادثتان كانت ذاإ  )1  (   APBP، من كل فإحسب : 

)( BAP  ،)( BAP  ،)|( BAP . 

 هو محمد نجاح إحتما  كان إذا )2  (
4

1
 هو أحمد رسوب وإحتما  

3

1
 نجاح وإحتما  

 هو وأحمد   محمد
6

1
 (.فقط محمد نجاح) أحمد ورسوب محمد نجاح إحتمال(  أ) :فأوجد.     

 .   الأقل على أحدهما نجاح إحتمال (ب)
)(8.0 و P)0.3A=( كان إذا  )3  (  BAPفأوجد )B(P التالية الحالات من كل في: 

BA  _ج .   متنافيتان حادثتان Bو A _ ب.    مستقلتان حادثتان Bو A   -أ . 

 بحيث Ω من حادثة B كانت و Ω العينة لفضاء تجزيئا   تشكل A2,A1A,3 كانت إذا (4)
 :فالمطلوب :التالي الجدول على تحصل
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 .إكمال الجدول المقابل  .أ
 .B)1P(A|  و  P(B) من كل قيمة إيجاد .ب

 

 

 

 

 

 :السؤال الرابع

 :التال  الاحتمال  التوزيع له متقطع عشوائ  متغي  -أ

3,2,1,0,
3

)( 


 x
x

c
xXP 

tM)(  احسبc ( .2 ) الثابت قيمة أوحد( 1) X
. 

. (فقنط خضن اء أو حمن اء إمنا تكنون الإشنا ة)   م و  بإشا ت  موظف يم  عمله إلى ط يقه ف   -ب

 منهمنا أي فن  حمن اء إشنا ة يواحنه أن واحتمنال النبع  بعضنها عن مستقلتين الإشا تان كانت إذا

 التن  الحمن اء الإشنا ات عندد يمثنل  X  العشنوائ  المتغين  وكنان الت تينب، علنى 0.6  ,0.7 هنو

 المطلوب.  عمله مق  إلى اليومية  حلته ف  الموظف يواحهها

 للمتغي  الاحتمالية الكتلة دالة أوحد X    .   أوحد دالة التوزيع الت اكمية للمتغيX. 

 : ثابت مقدا  c حيث التالية، الكثافة دالة لديك  -ج



 


otherwise

ycy
yf

   ,0

11,
)(

2

 

)(  احسبc ( .2 ) الثابت قيمة أوحد( 1) yF
 
 

 :مس اخالسؤال ال

3 هن  X العشوائ  للمتغي  للعزوم المولدة الدالة كانت إذا    (1)

27
1 )2()(  t

X etM    

)1( الاحتمال فاحسب           XP. 

)iP(B|A B)iP(A )iP(A  

0.35  0.2 1A 

0.45 0.15  2A 

 0.35  3A 
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    :هي عزومه توليد دالة منفصلا   عشوائيا   متغيرا   X كان إذا   (2)
5

5
)2(

3

1
)( t

X etM 
    

 

 .الاحتمالي توزيعه دالة اكتب( ج.  ) وتباينه متوسطه إحسب( ب) . X توزيع اسم إذكر( أ)

)(4)1(     :هي X عشوائي لمتغير العزوم توليد دالة كانت إذا   (3) 
te

X etM                 

 ؟ P(X=3)    وقيمة المتغير هذا توزيع هو فما   
  -: يل  لما المقابل التوزيع إسم ذك  مع الإحتمالية الكتلة أو  الكثافة دوال اكتب (4)

(i) )1(2)(
te

X etM         , (ii) 10
10

)13(
4

1
)( 








 t

X etM , 

(iii) 
t

t

X
e

e
tM

34
)(


 ,     

 : السادس السؤال

                   :             التالي بالشكل الصفر حول الرائي العزم X العشوائي للمتغير كان إذا (1)

!)( rXE r
r   

 .X العشوائي للمتغير والتباين التوقع اوجد (أ)

 .X العشوائي للمتغير للعزوم المولدة الدالة اوجد (ب)

                                            :أن فأثبت X للمتغير للعزوم مولدة دالة XM(t) كانت إذا  (2)
2

XX

2

XX )}0(M{)0(M)ii,)0(M)X(E)i  

 

 أن وبفرض H ظهور مرات عدد يمثل X المتغير كان فإذا مرات، ثلاث متزنة غير عملة رميت ( 3)
 :من كل أوجد, T ظهور إحتمال ضعف  Hظهور إحتمال

 f(x) لحساب واستخدمها X

2

XX ,),t(M  

 F(x) 4( لحساب واستخدمهاX(Pو)3X(P  )t(MY
        حيث 

Y= 3X-2        

 فرصة له أُتيحت فإذا. رمياته من% 80 هي ما شخص لدى الهدف إصابة نسبة كانت إذا (4)
 :فأوجد محاولات 5 في الرماية
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 الأقل؟، على مرتين الهدف إصابة احتمال  على مرتين الهدف إصابة احتمال 
 الأكثر؟

 الخمس؟ المحاولات في الهدف اصابة عدم احتمال 

 التباين؟، قيمة أوجد ثم الهدف؟ اصابة لمرات المتوقع العدد  المولدة الدالة 
 للعزوم؟

   مرات خمس الكتابة تظهر أو مرة لأول الصورة تظهر حتى متزنة نقد قطعة تُلقى    (5)

 . التجربة لهذه العينة فضاء أكتب( أ:     ) المطلوب.  متتالية             

 متغير عشوائي معرف على هذا ال ضاء ويمث  عدد المرات     X أن ب رض(  ب)        

 اللاامة القاء هذه العملة :             

 . Xكتب دالة الكتلة الاحتمالية للمتغير أ  - 1           

 والدالة المولدة لعاومه .      Xمن توقع   احسب  ك   - 2           

X    :ttt العشوائي للمتغير للعاوم المولدة الدالة لديك  (6) 

x eeetM 52

8

5

8

2

8

1
)(      

    احسب للعاوم المولدة الدالة باستخدام_  X   .2 للمتغير الاحتمالية الكتلة دالة أوجد_   1    

 .  Y=3X-2   المتغير وتباين توقع احسب_   X           .3 المتغير وتباين توقع         

 :التـاليـة التوايع دالة له عشـوائيا متغيرا X كان إذا  (7) 



























x

x
bx

x
x

x

xF

5,1

52,
4

4

21,
12

1

1,0

)( 

 :يـلي ما  أوجـــــد  
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  (i) الثابت قيمة  b. (ii )العشوائي للمتغير الاحتمالية الكثافة دالة X ( .iii ))0( XP. 

  هي ا Y لمتغير للعاوم المولدة الدالة كانت إذا  (8)





0 3

)(
r

r

r

Y

t
tM  . 

/)(للعام العام الشك  فاكتب          r

r YE  للمتغير والتباين التوقع منه واحسب Y. 

 : التالية العشوائية التجارب من لك  العينة فضاء أكتب  (9)

 معدني سلك ثني مرات عدد( ب. ) ؟ H الناتج على الح و  حتى عملة قطعة رمي (أ)

 .؟ ينقطع حتى

 

 : السادس السؤال

)(45.0,)(35.0,)|(57.0    كان إذا  (1)  BAPBPAP      كل فأحسب 

 -: من

, )()( BAPi             , )|()( ABPii    )|()( ABPiii c  .          

 

)(4.0,)(5.0,    كان إذا (2)  BPAP      من كل فأحسب  (حالة حسب A وB): 

)|(  مستقلتان إحسب                         ABP c       Aو B أ- بف   أن   

BA   أن بف   -ب                        إحسب   )|( ABP                

 علتتتى X المت تتت  العشتتتوائي للمتغيتتتر xF)( التراكميتتتة التوايتتتع دالتتتة كانتتتت إذا  (3)

 :التالية ال ورة





















x

x
x

x

xF

4,1

40,
16

0,0

)(
2

                               

)()(,)()(,)(2احسب ك  من  (أ) iiiXEiixfi   

 :احسب الاحتمالات التالية( ب)

)31()(  XPi , )5()( XPii ,  )1()( XPiii                 
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       : X العشوائ  للمتغي  للعزوم المولدة الدالة لديك    (4)
tttt

x eeeetM 52 1.04.03.02.0)(       

)()(,)()(. من ك  احسب   xFiixfi  

 

 : الاحتمالية الكتلة دالة له   X  العشوائي المتغير كان إذا  (5)

.3,2,1,
18

cx
x)(X)(fX  xPx  

 . cاحسب قيمة الثابت   (أ)
 .        المتغير لهذا  F(x)  التراكمية التوايع دالة احسب(  ب)
Mx(t)  للعاوم المولدة الدالة احسب(  ج)

   . 

M(t)  للعاوم المولدة الدالة احسب  (د) y  العشوائي للمتغير Y 1  حيث -X=2Y  . 

 

 :الثانية المجموعة

  :الأول السؤال

 :التـاليـة التوايع دالة له عشـوائيا متغيرا X كان إذا  (أ)

101  xx ,)(f 

 :يـلي ما  أوجـــــد          

         (i )العام r  ال  ر حو. (ii )للعاوم المولدة دالةال ( .iii )).( 50XP. 

,0   الاحتمالية الكثافة دالة يتبع  Y العشوائي المتغير كان إذا  (ب)
4

1
)( 2 



yyeyf

y

 

 .  Y المتغير عاوم توليد ودالة وتباين توقع من ك  حساب هو فالمطلوب        

   ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

  :الثاني السؤال

     أن أثبت بيتا لتوايع( أ)
),(

),(/

ba

bra
r







  . 
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 :  هي الاحتمالية كثافته دالة Y اً عشوائي اً متغير نحاس سلك قطر كان إذا( ب)

10,)1(20)( 3  yyyyf                                                                              

 : من ك  قيمة إحسب        

.)(,)()(,)()( /

5iiiYViiYEi   

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  :لثالثا السؤال

 :الآتي تحقق  X, Y عشوائيينال متغيرينلل المشتركة للعاوم المولدة دالةال أن برهن (أ)

.1)0,0(, YXM     

 : هي لهما المشتركة العاوم توليد دالة عشوائيين متغيرين   X , Y ليكن ( ب)   

.,,)21(
16

1
),( 21

2

21,
21  tteettM

tt

YX 

)(,)(  من ك  إيجاد:     المطلوب             21 tMtM YX  . 

 : رابعال السؤال

 : التالي المشترك الاحتمالي التوايع لهما عشوائيين متغيرين   X , Y ليكن     

 : من كل قيمة حساب:  المطلوب       

.)3(,)()2(,)()1( ,YXYXVXYE 

)()(,),()( , 121 54 tMttM XYX   

       

y  

),( yxf 
4 3 2 

0.09 0.15 0.06 1  

x 0.21 0.35 0.14 2 

 :خامس السؤال ال
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 :      X العشوائ  للمتغي  للعزوم مولدة دوال لديك   (1)

                   
t

t

X
et

e
tM

3

1
)(




 )ii(      ,      

t
ee

x

tt

tMi
23

)()(                            

 :الآت  دالة كل من احسب    

 . Y=X-2 للمتغي  للعزوم المولدة الدالة . ب       ، X المتغي  وتباين توقع .  أ   

:   التاليتتتتتتتتتة للعتتتتتتتتزوم المولتتتتتتتتتدة الدالتتتتتتتتة لتتتتتتتتته عشتتتتتتتتوائي متغيتتتتتتتتتر X أن علمتتتتتتتتت إذا    )2(

 )21()( tt
X etM  

 وتباينه؟ الرياضي توقعه قيمة وما X توزيع هو ما .أ

12 توزيع هو ما .ب  XY وتباينه؟ توقعه قيمة وما 

)(5.0    أن بحيث  a  قيمة احسب.  ج            aXP.  

 -الإحتمال نظرية)  صاح 215لمقرر الأول الفصلي الاختبار    سعــــــــــود الملك جامعـــــه

  ـه 1431/1432 لعام لثانيا الدراسي للفصل                العلـــــــــــــــــوم كليــــــــــه

 دقيقة 90:  الزمن              العمليات وبحوث الاحصاء قسم

                 

 :الأول السؤال

 : تماليةإح كثــافـة بدالـــة كاي مربع توزيع يتبع عشــــوائيــا متغــــــيرا  X كان إذا( أ) 

.0,
1

)( 22 


xex
c

xf

x

 

 :يـلي ما  أوجـــــد

tM)( للعزوم المولدة الةالدV(X)   (  .3 )   والتبــــايـن   E(X)  التوقـــــعc (   .2 ) الثــابت قيمـــه( 1)   X
  . 

)()1(,10.:  التـاليـه الكثــافـه دالـــه لــه عشــــوائيــا متغــــــيرا X كان إذا   (ب)   2  xxxkxf 

)X (  .iii ))4.0 العشوائي رللمتغي والتبــــايـن التوقـــــعk   (ii ) الثــابت قيمـــه( i)  : يـلي ما  أوجـــــد XP 

  :السؤال الثاني
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 :ةبالعلاق يعطى ثابتة مقادير  a,b  حيث  aX, bY عشوائيين متغيرين بين التغاير أن برهن (أ)

).,cov(),cov( YXabbYaX  

 هي X,Y للمتغيرين المشتركة الإحتمالية الكثافة دالة كانت إذا (ب)

.2,0,
8

),( 


 yx
yx

yxf 

 :  يلي ما احسب

 .        X,Y بين التغاير( 3)  .( 1،1) النقطة عند F(x,y)  الدالة قيمةX ,Y    (  .2 ) من لكل الهامشية الدالة( 1)   

 .  X+Y  المتغير تباينcorr(X,Y)  (   .5 )  الارتباط معامل( 4)   

 

  هـ 1428/1429 لعام الثاني اسيالدر للفصل                                   العلـــــــــــــــــوم كليــــــــــه

 ونصف ساعة:  الزمن           احص 215 مقرر              العمليات وبحوث الاحصاء قسم

                 

 :التـاليـه الأسئله جميــع عن أجــب

 :التـاليـه الكثــافـه دالـــه لــه عشــــوائيــا متغــــــي ا X كان إذا   :الأول السؤال

.10,)1()( 2  xxxkxf 

 :يـل  ما  أوحـــــد

  (i )الثــابت قيمـــه k           (ii )العشوائ  للمتغي  والتبــــايـن التوقـــــع X (     .iii ))4.0( XP 

  :السؤال الثاني

 :بالعلاقة يعطى X, Y عشوائيين متغي ين بين التغاي  أن ب هن (أ)

].[][][ YEXEXYEXY  

 ه  X,Y للمتغي ين المشت كة الكثافة دالة كانت إذا (ب)

10,2),(  yxyxf 



              -1- احتمال          احص  215مذكرة          محمد ناصرالقريان أبو دجين . د  

 

- 228 - 

 حسابX,Y (    .iii ) بين التغاي  حساب  (ii).   إحتمالية كثافة دالة تمثل    f(x,y)  أن أثبت( i)   : المطلوب

 . الا تباط معامل

  :لثالثا السؤال

),( بالمعلمتين جاما توايع يتبع  X العشوائي المتغير كان إذا( أ) n 

n      :   أن فأثبت       

x
t

tM )()(






  . 

 جاما توزيع   عيتب عشوائي متغير هو معين جهاز إصلاح يستغرقه الذي( بالساعات) الوقت كان إذا( ب)

 يساوي وتباين 1 يساوي بمتوسط
2

1
 : سيستغرق النوع هذا من جهاز إصلاح أن احتمال هو فما . 

 .  ؟ ساعتين الأقل على( 2.       ) ؟ واحدة ساعة الأكثر على( 1)   

    : بعارال السؤال

 : التالي المشترك الاحتمالي التوايع لهما عشوائيين متغيرين   X , Y ليكن

 :المطلوب 

 C الثابت (i):  من ك  قيمة حساب (1)

.)(,)()(,)()( ,YXivYXViiiXYEii  

 :احسب ك  من   (2)

y  

),( yxf 
8 5 -2 

0.14 0.35 0.21 1  

x 0.06 0.15 c 2 

)()5,1(,)()1( iFiiYXP   ,)(),( 21, iiittM YX.    

 

                                                                                               1433/1434 لعام الثاني الدراسي للفصل          العلـــــــــــــــــوم كليـــــــــة

 ونصف ساعة:  الزمن     احص 215 مق  
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 :التـاليـة الأسئلة جميــع عن أجــب

   ـ:الأول السؤال

,),()()(    فإن مستقلين  Y, X العشوائيان المتغي ان كان إذا أنه ب هن(  أ)      yfxfyxf YXYX  . 

     ــ:  الت تيب على التال  الهامش  التوزيع منهما لكل مستقلين عشوائيين متغي ين  X,Y ليكن (  ب)    

         8 5 -2 y  2 1 x 

      0.2 0.5 0.3 f(y)  0.3 0.7 f(x) 

 ـ:حسب كل من إ            

         ),()4(,)2|2()3(,),()2(,),()1( 21,, ttMYXPYXCovyxf YXYX         

    ـ : السؤال الثاني    

|)|()(    فإن مستقلين  Y, X العشوائيان المتغي ان كان إذا أنه ب هن( أ)      xfyxf XYX  . 

  أن علمت إذا( ب)    

 

   (i)    ـ: من كل فاحسب 

      )|()4(,)2|10()3(,)2|()2(,)|()1( ||| yxFYXPxfyxf YXYXYX         

                           .)(| tM YX (5 )                              

    (ii)      المتغي ين إستقلال أدُ س    X  و  Y       . 

 : الثالثالسؤال 

 : التالي المشترك الاحتمالي التوايع لهما عشوائيين متغيرين   X , Y ليكن     

  y : من كل قيمة حساب:  المطلوب       



 




wo

yxe
yxf

y

YX
.,0

0,
),(,



              -1- احتمال          احص  215مذكرة          محمد ناصرالقريان أبو دجين . د  

 

- 230 - 

.)3(,)()2(,)()1( ,YXYXVXYE 

)5|()5(,),()4( 21, xfttM YX   

       

5 0 -2 ),( yxf 

0.20 0.25 0.15 1  

x 0.15 0.05 0.20 3 

 

 

     

 

 

  هـ 1434/1435 لعام الأول سيالدرا للفصل                                           العلـــــــــــــــــوم كليـــــــــة

 ونصف ساعة:  الزمن           احص 215 مقرر                العمليات وبحوث الاحصاء قسم

                 

 :التـاليـة الأسئلة جميــع عن أجــب

   ـ:الأول السؤال

)()(    فإن مستقلين  Y, X العشوائيان المتغي ان كان إذا أنه ب هن( أ)      YEXYE  . 

  أن علمت إذا( ب)    

 

 ـ: من كل فاحسب

                     .)(| tM YX (4       ). )y|  x(F  (3             ). (X | Y)V  (2             ). )YE(X |   (1   ) 

 ـ: الثاني السؤال












wo

y
x

yyxf YX

.;0

2
0;

2

)|(|
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 :الآتي تحقق  X, Y عشوائيينال متغيرينلل المشتركة للعاوم المولدة دالةال أن برهن (أ)

.1)0,0(, YXM     

 : هي لهما المشتركة العاوم توليد دالة عشوائيين متغيرين   X , Y ليكن ( ب)   

.,,)21(
16

1
),( 21

2

21,
21  tteettM

tt

YX 

)(,)(  من ك  إيجاد:     المطلوب             21 tMtM YX  . 

 

 

   

  :لثالسؤال الثا

    y   لهما عشوائيين متغيرين  X,Y ليكن (أ) 

  f(x,y) 1- 0 1 ــ: المشترك التالي التوزيع     

  1- 0.06 0.19 0.06 ــ: إحسب كل من 

           .)2(,)()1( ,YXXE  0.19 0 0.19 0 x 

 0.06 0.19 0.06 1    

    أن: علمت إذا( ب)    

 

)(),.(.  :وأن                       ,  xFxF YXX 



 




wo

yxeee
yxF

yxyx

YX
.,0

0,,1
),(,
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 : كل من  -1:فاحسب           

 .السبب أذكر ؟ مستقلان  X,Y   هل -2                   

          --------------------------------------------------------------------------------------------- 

 : هي حتماليةالا كثافته دالة جاما توايع له   X  العشوائي المتغير كان إذا(  1) – )ج(

.0,0,0,
(n)

)(f 1
n

X 


  nxexx xn 
 

 

,)()()(.       ــ:  أن أثبت    
)(

)(
)( / n

Xrr
t

tMii
n

rn
i
















   

 : يه الاحتمالية كثافته دالة بيتا توايع له   Y  العشوائي المتغير كان إذا( 2)

.10,)1(60)(f 32

Y  yyyy
 

)()(,)()(.        ــ:  من كل إحسب     2 YViiYEi Y  
  

 

     هـ 1436/1437 الأول الدراسي للفصل الثالث الفصلي لامتحانا     

  1.5 : قدره زمن في التـاليـة الأسئلة جميــع أجب ثم بالله استعن

  :الأول السؤال           

 ــ:  التال  المشت ك التوزيع لهما عشوائيين متغي ين  X,Y ليكن            

|)|(( 1)ــ  : إحسب كل من  (أ) yxf YX y    

      (2 ))2|(2| yxf X   2 -2 f(x,y)  

      (3  ))2|( YXE    0.2 0 1  

      (4   ))(2| tM X   . 0 0.3 2 x 

  3 0.1 0.4 وض . ؟ قلانتسم  X,Y المتغي ان هل( ب)

  :السؤال الثاني            

.)()2(,)()1( yFxF YX
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)(    أن نحد  Y, X منفصلين  عشوائيين متغي ين لأي:  التالية العبا ة أكمل( أ)          YXE . 

  المشتركة ةالاحتمالي الكثافة دالة لهما مستقلين عشوائيين متغيرين   X , Y ليكن( ب)         

 : التالي

                         .10,10,4),(,  yxxyyxf YX  

                                               :من ك  حساب هو فالمطلوب

)()(,)|()(,)|()(,)()( | XYEivYXEiiixyfiixfi XYX             
 

 : هي منهما  لك الهامشية العاوم توليد دالة مستقلين عشوائيين متغيرين   X , Y ليكن ( ج)   

.1,,
1

1
)(,

1

1
)( 21

2

2

1

1 





 tt
t

tM
t

tM YX 

YXYX: من ك  إيجاد المطلوب             iittMi ,21, )(,),()(   . 

,),()()(    فإن مستقلين  Y, X العشوائيان المتغي ان كان إذا أنه ب هن(  د)       yfxfyxf YXYX  . 

 الثالث: السؤال         

 ــ:  التال  المشت ك التوزيع لهما عشوائيين متغي ين  X,Y ليكن     

      ــ : إحسب كل من       

.)()2(,)3()1( XYEYXE     y    

         ),()4(,),()3( 21, YXCovttM YX  4 2 -3 f(x,y)  

)4|1()5( |YXf          0.20 0.20 0.10 1 x 

)3|1()3|1()6( |  yXPF YX 0.10 0.10 0.30 3  

YX ناالمتغير  ه  (7)           .  السبب وضح ؟ مستقلان  ,
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      ـ:  بعارال السؤال

                ــ:  ةالتالي ةالمشت ك الاحتمالية دالةال لهما عشوائيين متغي ين  X,Y ليكن   - أ

10,10,
5

)32(2
),( 


 yx

yx
yxf    

)1()(,)2()(,)3()|(      ــ  : إحسب كل من  | yxfyfxf YXYX
  

YX مستقلين عشوائيين لمتغيرين أنه علمت إذا  - ب     : أن نجد ,

 

,),(  لهما المشتركة الاحتمالية الكثافة دالة(  1)  : فإحسب        yxf YX   . 

YXZ   المتغير  أن ب رض( 2)                        إحسب  )(zf z
  

 (نهائية إختبارات) :ةلثالثا المجموعة

الأول الدراس الفصل  

هـ 5143 – 4143  

 الزمن ثلاث ساعات

 
 العمليات وبحوث الإحصاء قسم

  -1 –احتمال : إحص 215 /المقرر 

 ( درجات 10 سؤال لكل) :التـاليـة أسئلة الخمسة عن أجــب

 : ولالأ السؤال

  :الاحتمالية الكتلة دالة له  X  المتقطع العشـوائي المتغير كان إذا  – أ

                                    .,,,
c

x
x)(X)(f 532 xPx 

 . cاحسب قيمة الثابت  (1)
       .  لمتغيرا لهذا  F(x)  التراكمية ايعوالت دالة احسب  (2)

Mx(t)  اومعلدة للودالة الماحسب ال  (3)
  .  

M(t)  اومعلل لدةوالم دالةال احسب (4) y  العشوائي للمتغير Y 1  حيث -Y=2X .  

 .   Y للمتغير الاحتمالية الكتلة دالة احسب (5)

0,)(,0,)(   yeyfxexf y

Y

x

X
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 :التالي بالشك  ال  ر حو  الرائي العام X العشوائي للمتغير كان إذا  – ب

         
!

!
)(

2

r
XE r

r    ، العشوائي للمتغير والتباين التوقع احسب X.                        

 : الثاني السؤال

 دوا  تيال تغيراتللم التوقع احسب ثم ااحتمالية(  الكتلة أو)  الكثافة دالة اكتب ( أ)              

 :  التالية عاومها

t

ee
tM

tt

X

23

1


)()( . 8
212

 )()()( ttM X .          2

4

4
3 )()()(

t
tM X


    

10102

1

13
4

1
54

2

)()()()(.)()(  t

X

t

X etMetM                

       

)()( وكان بواسون توايع يتبع X المتغير كان إذا(  ب)   21 ff  .المطلوب : 

tM)(  اكُتب 3f   ,   (2))( احسب (1)             X
              

    ـ:  الثالث السؤال

),( المشتركة العاوم توليد دالة لهما عشوائيين متغيرين Y,X ليكن(  أ) 21, ttM YX أن أثبت ا:  

100 ),(,YXM                  

YX للمتغيرين المشتركة العاوم توليد دالة كانت إذا(   ب)  :   هي  ,

                   .,,
))((

),(, 1
11

1
21

21

21 


 tt
tt

ttM YX     

 -:المطلوب       

)()(,)()(. -:حساب ك  من  (1) 21 tMiitMi YX    
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YX ناالمتغير  ه (2)  .  السبب وضح ؟ مستقلان  ,

               ــ:  ةالتالي ةالمشت ك الاحتمالية دالةال لهما عشوائيين متغي ين  X,Y ليكن   ( )

                                  104  yxxyyxf ,,),(     

 ــ  : إحسب كل من 

 .)()(,)()(,)()(,)()(,)()( XYEYEXEyfxf YX 54321  

 ــ:  التال  المشت ك التوزيع لهما عشوائيين متغي ين  Y,X ليكن   :السؤال الرابع

    y  ــ  : إحسب كل من 

  c . 5 0 -2 f(x,y)قيمة الثابت    ( 1)

(2 ))|(| 01YXf   . 0.2 0.25 0.15 1  

(3 ))|()|(| 5151  yXPF YX
 0.15 0.05 c 3 x 

zfZ)( : احسب ( 4)            
YXZحيث        . 

),( للمتجه كان إذا(  ب)  21 XX الاحتمالية الكثافة ةدال :  




21

)(

21, ,0,),( 21

21
xxexxf

xx

XX 

),( جهللمت الاحتمالية الكثافة ةدال إحسب( 1)    21 YY  

  حيث                                    
21

1
2

XX

X
Y


      ا     

211 XXY   

)(: الهامشية الدوا  احسب  (2)     11
yfY  و )( 22

yfY  .      
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النهائي الإختبار  

الثاني الدراس الفصل  

هـ 4143 – 3143  

  الزمن ثلاث ساعات

 سعود الملك جامعة

 العلوم كلية

 العمليات وبحوث الإحصاء قسم

  -1 –احتمال : إحص 215 /المقرر 

 : ولالأ السؤال

 :الاحتمالية الكتلة دالة له  X  المتقطع العشـوائي المتغير كان إذا  – أ

X -1 0 1 3 

f(x) 0.1 0.3 0.4 0.2 

     

       .  لمتغيرا لهذا  F(x)  التراكمية ايعوالت دالة احسب  (1)

Mx(t)  اومعلدة للودالة الماحسب ال  (2)
  .  

M(t)  اومعلل لدةوالم دالةال احسب  (3) y  العشوائي للمتغير Y حيث  Y=2X+1 .     

 

 :التالي بالشك  ال  ر حو  الرائي العام X العشوائي للمتغير كان إذا(  1) – ب

         !)( rXE r
r    ، العشوائي للمتغير والتباين التوقع احسب X.                        

)1(2)2( وكان بواسون توايع يتبع X المتغير كان إذا(  2)                ff  .المطلوب : 

tM)(  اكُتب (أ)                  X
  3f)( احسب (ب)      ,     

 : الثاني السؤال   

    ي يب أنه بقةسا خبرة من لدينا معلوم كان إذا ا معين هدف على الرماة أحد ي وب  - أ

                          : يلي ما فأوجد ا 0.8 احتما ب هدفه       

 ؟ محاولات خمس في الهدف ي يب لا أن احتما   (أ)

 ؟ الخامسة المحاولة في مرة لثالث الهدف ي يب أن احتما   (ب)
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 ؟ الخامسة المحاولة في مرة لأو  الهدف ي يب أن احتما   (ج)

 لك  ومعالمه المقاب  التوايع سمإ ذكر مع ااحتمالية(  الكتلة أو)  الكثافة دالة اكتب   -  ب             

    من

 :  التالية العاوم دوا                     

t

ee
tM

tt

X

23

1


)()( .               8
212

 )()()( ttM X .                    

                       
2

2

1

4
t

X etM )()(.                          2

4

4
3 )()()(

t
tM X


          

   ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

    ـ:  لثاثال السؤال   

),( المشتركة العاوم توليد دالة لهما عشوائيين متغيرين Y,X ليكن(  أ)  21, ttM YX
 :أن أثبت ا 

)()0,( 11, tMtM XYX                 . 

YX للمتغيرين المشتركة العاوم توليد دالة كانت إذا(   ب)  :   هي  ,

                   .,,
1

1
),( 21

2121

21, 


 tt
tttt

ttM YX     

 -:المطلوب       

)()(,)()(. -:حساب ك  من  (3) 21 tMiitMi YX    

YXدراسة استقلا  المتغيرين   (4) ,    . 

 

 

 ــ:  التال  المشت ك التوزيع لهما عشوائيين متغي ين  X,Y ليكن     ( )

    y  ــ  : إحسب كل من 
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  (1 ))4|1(|YXf   . 4 2 -3 f(x,y)  

  (2 ))2|1()2|1(|  yXPF YX
 0.2 0.25 0.15 1  

 0.15 0.05 0.2 2 x 

 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 ـ: بعارالسؤال ال

 : إحتمالية ـةكثــاف بدالـــة كاي مربع توزيع يتبع عشـوائيــا متغـيرا  X كان إذا (أ)

.0,)( 22 


xexKxf

x

 

 .   V(X) والتبايـن  E(X) التوقعK ( .2 ) الثابت ةقيم( 1)    :يـلي ما إحسب

ً عشوائي اً متغي   X  نكا إذا( ب)  : ه  الاحتمالية كتلته دالة ا

                                                          .4,3,2,1,0,
15

1
)( 


 x

x
xf X   

yfY)( : فأوجد     
)2(2  حيث      XY . 

 

ً عشوائي اً متغي   X  نكا إذا ( ج)        : ه  الاحتمالية كثافته دالة ا

                                                       axa
a

xf X  ,
2

1
)(  

  حيث   yfY)(     ـ: فاحسب           
ax

ax
Y




 . 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

      ـ: خامسال السؤال
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      عشوائيين لمتغيرين أنه علمت إذا (أ)

YX         :    أن نجد ,

        وأن       

10,
2

23
)( 


 x

x
xf X          

                 ـ: فاحسب        
)|()(

.10,10,),()( ,

xYEii

xyyxfi YX 
 

),( للمتجه كان إذا( ب) 21 XX  التالية الهامشية الدوا : 

0,
2

1
)(,0,

2

1
)( 2

2
21

2
1

2

2

1

1




xexfxexf

x

x

x

X 

  المتغيرين أن وب رض      
21, XX  احسب مستقلان        :),( 21, 21

xxf XX    

          

 المستقلين للمتغيرين والنتائج المعلومات ك  بإعتبار( ج)  
21, XX  من ك  احسب أعلاه : 

)()(,),()( 121, 121
yfiiyyfi YYY    

                                  حيث         
22 XY         ا )(

2

1
211 XXY      

      ـ:  دساسال السؤال

),( للمتجه كان إذا 21 XX الاحتمالية الكثافة ةدال :  




21

)(

21, ,0,),( 21

21
xxexxf

xx

XX 

),( جهللمت الاحتمالية الكثافة ةدال إحسب( 1)    21 YY  حيث  
21

1
2

XX

X
Y


 ا 

211 XXY   

10,10,
23

224
)|(| 




 yx

x

yx
xyf XY
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)(: الهامشية الدوا  احسب  (2)     11
yfY  و )( 22

yfY
  .     

     ـ:  بعاسال السؤال

YX للمتغيرين المشتركة العاوم توليد دالة كانت إذا(   أ)  :   هي  ,

                   .,,
))((

),(, 1
11

1
21

21

21 


 tt
tt

ttM YX     

 -:المطلوب       

)()(,)()(. -:حساب ك  من  (1) 21 tMiitMi YX    

YX ناالمتغير  ه (2)  .  السبب وضح ؟ مستقلان  ,

 

                       ــ:  التالية الاحتمالية الكثافة دالة له(  X,Y)  العشوائ  المتحه( ب)

                                   10,20,
4

)31(
),(

2




 yx
yx

yxf 

ــ  : إحسب كل من   

 )]|([)5(,)|()4(,)|()3(,)()2(,)()1( | YXEEyXEyxfyfxf YXYX   

 إنتهت الأسئلة

 هـ 1437/1438الفصل الدراسي الأول   -الإختبارالنهائي  

        إستعن بالله ثم أجب عن جميع  الأسئلة التالية : 

 حتى عدنيم سلك ثني مرات عدد:  التالية العشوائية للتجربة العينة فضاء أكتب( أ) – 1

 .؟ ينقطع

 تالحالا من كل ف     P(B) فإحسب    P(AUB)=0.8  و   P(A)=0.2  كان إذا( ب)       

 :   التالية
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 (1 )A  و B (   2.   ) متنافيتان حادثتانA  و B (3.    ) مستقلتان حادثتان  BA   . 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 : الاحتمالية الكتلة دالة له   X  العشوائي المتغير كان إذا  – 2

.3,2,1,
6

x
x)(X)(fX  xPx  

Mx(t)  للعاوم المولدة الدالة احسب(  ب.      ) F(x) الدالة احسب  (ب)
   . 

M(t)  للعاوم المولدة الدالة احسب( ج) y  العشوائي للمتغير Y 1+  حيثX=3Y  . 

 .              fy(y)  الاحتمالية الكتلة دالة احسب( د)
----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 :  المطلوب.   X عشوائي متغير عاوم توليد دوا  تمث  التالية الدوا  كانت إذا   - 3

                     :     E(X)  توقعه وحساب   X المتغير توايع اسم ذكر                          

             

.)()(,)21()()(

,)
4

4
()()(,)

37

4
()()(,)()(

2236

22)1(2

tt

XX

XtX

e

X

etMvttMiv

t
tMiii

e
tMiietMi

t















                
 

),0()(: التالية المتطابقة أثبت( أ)  - 4     11, tMtM XYX                      

YX للمتغيرين المشتركة العاوم توليد دالة كانت إذا(   ب)           :   هي  ,

.,,),( 2121,

2
2

2
1 


ttettM
tt

YX                                                                                                         

)()(,)()(. -: من ك  حساب(   1) -: فالمطلوب  21 tMiitMi YX                  

YX المتغيران ه      .  ؟ وضح ؟ مستقلان  ,

:  من كل إحسب      ــ:  التال  المشت ك التوزيع لهما عشوائيين متغي ين  X,Y ليكن  - 5

 ــ

        ,),()2(,)()1( YXCovXYE       y   

        YXYXCov ,)4(,)3,2()3(   4 3 2 1 f(x,y)  
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)3|0()6(,),()5( |21, YXYX fttM  0.1 0.2 0 0.1 0  

      )4|2()4|2()7( |  yXPF YX  0.1 0.1 0.2 0 2 x 

. مستقلان؟( Y,X) المتغي ان هل )8(

.وض 
 

0 0 0.1 0.1 5  

zf)( احسب  ( 9)              z
YXZحيث          . 

                       ــ:  اليةالت الاحتمالية الكثافة دالة له(  X,Y)  العشوائ  المتحه   - 6

                                   31,40,
32

8
),( 


 yx

yx
yxf 

ــ  : إحسب كل من   

 )]|([)5(,)()4(,)|()3(,)()2(,)()1( | XYEEYEyxfyfxf YXYX   

                                 ــ:  ه   X  العشوائ  للمتغي  الاحتمالية الكثافة دالة لتكن  - 7

                                  
0,)(   xexf x

X          
 

XY حيث Y   العشوائ  للمتغي  الاحتمالية الكثافة دالة احسب           

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------          

                    

 إنتهت الأسئلة   أرجو لكم التوفيق والنجاح

 


