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مدخل إلى المیكانیكا التقلیدیة-1.1
علمبدایةیمثل)م1642عاممات(جالیلیوأناعتباریمكن

الساقطةالأجسامدرسحیثالمیكانیكا
التيالثلاثةبقوانینھ)م1727عاممات(نیوتنأسحقجاءثم

العامالجذبقانون+للحركةنیوتنبقوانینعرفت
عامتوفي()لاجرانج(الفرنسيالعالمقامعقودبعدةذلكبعد

أطلقللمیكانیكا،متطورةریاضیةصورةباستحدات)م1813
لاجرانجمعادلاتعلیھا

م1865توفي()ھاملتون(الأیرلنديالعالمجاءبقلیلوبعده(
مقارنةریاضیامتطورةأیضاوھيھاملتونمعادلاتباستحدات

.نیوتنبقوانین
یسمىماتشكلالمعادلاتمنمجموعاتالثلاثھذهببساطة

التقلیدیةبالمیكانیكا
مبادئ ھاملتون+ معادلات لاجرانج + قوانین نیوتن 

النسبیةالمیكانیكا+الكممیكانیكا:تشملالأخرىالأقسام
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الأبعاد الزمانیة والمكانیة-1.2
الزمنيالبعدإلىأضافةالابعاد،ثلاثيعالمفينعیشفأننامعلومھوكما.
أطارھوالزمنمعالثلاثةالأبعادیجمعالذيالأطارأننعتبرالمقررھذافي

.ثابت
الفراغفينقطةفھناكالأساسھذاوعلى)O(یمكنبحیثالأصلنقطةتسمى

:ھيأحداثیاتثلاثةباستخدامإلیھاPالنقطةموقعنسبة
النقطةأنفنقولوبالتاليPعندتقع:

وھوضالغرلنفسآخرتعبیرانستخدمالأحیانبعضفي:

یليماك)مركبات(أبعادثلاثةباستخدامكتابتھیمكنالفراغفيمتجھفكلوھكذا:

zyx ˆ ,ˆ ,ˆ

zyxr ˆ ˆ ˆ zyx ++=

) , ,( zyx=r

) , ,( zyx vvv=v ) , ,( zyx aaa=a

)2015(صالح الزاید ناصر بن . د، فیز312مقرر . قسم الفیزیاء والفلك-كلیة العلوم -جامعة الملك سعود 



تذكیر ببعض خصائص المتجھات
المتجھانلدیناكانأذا:متجھاتمجموع:
:ھوعھمامجموفأن
قیاسیةبكمیةمتجھضرب:
لمتجھینالقیاسيالضرب:

الاتجاھيالضرب:

 ),,(     ;),,( 321321 sssrrr == sr

 ),,( 332211 srsrsr +++=+ sr

 ),,( 321 crcrcrc =r
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تفاضل المتجھات
متجھینمجموععلىالتفاضلمؤثروأدخلناالعادیة،التفاضلقواعداعتمدنالو:

فیكتبقیاسیةبكمیةمضروبمتجھتفاضلأما:

بالصورةالموضعمتجھتفاضل:
:فأنولذا

:أصفارایساويالمتجھوحداتتفاضلأنإلىبالضرورةیؤديوھذا

dt
d

dt
d

dt
d srsr +=+ )(

rrr
dt
df

dt
dff

dt
d

+=)(

zyxr ˆ ˆ ˆ zyx ++=

zyxzyxr ˆˆˆˆˆˆ zyx vvv
dt
dz

dt
dy

dt
dx

dt
d

++==⇒++= v

0
ˆˆˆ
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dt
d

dt
d

dt
d zyx
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الكتلة والقوة-1.3
الةالحلحفظیمیلأي(ذاتیاقاصراالجسمتجعلالتيالخاصیةتلكھيالكتلة(
القوةلتعطيبالتسارعالكتلةترتبطF = ma
الوزنلتعطيالجاذبیةبتسارعوترتبطW = mg
نیوتن(الوحدةنفسولھ)قوة(الحقیقةفيھوالوزنولكن(
النقطیةالكتلةPoint Mass)نقطةوكأنھاللكتلةننظرأي)النقطيالجسمأو

.للجسمذاتیةأبعادبدونالفراغفيتتحرك
یةالنقطالكتلمنكبیرةمجموعةنقصدفأننالانقطیةأجسامعننتحدثعندما

.الفراغفيللكتلةتوزیععننتحدثوربما.الأجسامتلكلتشكلمجتمعة
تقریبیةحلولإلىیؤديفھوولذلكالحلسھولةعلىالتصورھذایساعدنا
فتصبحوالألكتروناتالبروتوناتمثلأولیةجسیماتعننتحدثعندماأما

.نقطیةأجسامبالفعلأنھاأيللواقع،مطابقةشبھالصورة
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قوانین نیوتن الثلاثة-1.4
یھعلھوماعلىالجسمیبقى(:الأولنیوتنقانونویسمى:الذاتيالقصورقانون

)خارجیةقوةعلیھتؤثرمالممستقیمخطفيحركةأوسكونمن
الریاضيونصھالثانينیوتنبقانونأیضاویسمى:القوةقانون:F = ma
نیوتنقانونأوالفعل،وردالفعلبقانونأیضاویسمى(الاندفاعحفظقانون

)الاتجاهفيلھمضادالمقدارفيلھمساوفعلردفعللكل(:)الثالث
التسارعكونحالةفيالأولنفسھھوالثانينیوتنقانونأنیلاحظa = 0
Fأنذلكمعنىلأن = أیضاھذایسمى.الخارجیةالقوةغیابذلكیمثلوبالتالي0

أول،الأونیوتنقانونعلیھینطبقالذيالجسمذلكھوالمتزنالجسمأنأي.بالاتزان
.التسارعغیابحالةفيالثانينیوتنقانون
والاندفاعالثانينیوتنقانونبینالربطیمكن:

خارجیةقوةوجودسببھالاندفاعفيالتغیرأنذلكومعني
Favp

vp
vp

===→

=→

=

mm
dt
dm

dt
d

m





)2015(صالح الزاید ناصر بن . د، فیز312مقرر . قسم الفیزیاء والفلك-كلیة العلوم -جامعة الملك سعود 



حفظ الاندفاع
تلكأعادةویكن.الخارجیةوالقوةالاندفاعبینالعلاقةسابقةشریحةفيذكرنا

:یليكماالخارجیةوالقوةللنظامالكلیةالاندفاعباعتبارالعلاقة
یلغيبلالنظاماندفاععلىتؤثرلاللنظامالداخلیةالقوىجمیعأنمعناھاوالتي

.الخارجیةبالقوىفقطیتأثرللنظامالكليالاندفاع:أنأي.بعضابعضھا
الكليالاندفاعفیبقىالخارجیة،القوىمحصلةغیابظلفي:أخرىبعبارةأي

محفوظاللنظام
النسبیةوالمیكانیكاالكممیكانیكافيحتىدائماصحیحالاندفاعحفظ.
كذلك.الاندفاعحفظقانوننفسھھوالثالثنیوتنقانونأن:سابقاقلناأنناوحیث

.الثالثنیوتنقانوننفسھھوالاندفاعحفظقانونأنالقولیمكن
طحسعلىتتحرككتلةتصورنالومثلا.الأسنادأطار:یسمىماعلىنعتمدسوف

ھاأنلنفترض.ثابتةبسرعةتتحركفھيالخارجیةللقوىغیابفياحتكاكيلا
.Sالأسناديالأطارداخلتتحرك

آخرأطاراتصورنالوS’داخلیتحركSیدورولامستقیمخطوفيثابتةبسرعة
.ثابتةبسرعة’Sداخلتحركسوفأیضاالكتلةفأن

extFP =
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مثال محلول
 Two objects of masses m1 and m2 are subject to no external forces. Object

1 is traveling with velocity v when it collides with the stationary object 2.
The two objects stick together and move off with common velocity v′.
Use conservation of momentum to find v′ in terms of v, m1 and m2.

 Solution:
Conservation of momentum says the momentum before the collision
must be the same as the momentum after the collision:

Since v1 = v, and v2 = 0 (second object is stationary), we simply solve for
v′ to find:

كانتولو.الأولالجسمسرعةمنجزءھيبعضھمامعالجسمینسرعةأنأي
ىإلالتصادمبعدالسرعةتؤولأنإلىیؤديفھذاجداكبیرةالثانيالجسمكتلة

إلىالأولالجسمرجوعمنیجعلبعضھمامعالجسمینلصوقأنلاحظ.الصفر
vاتجاهنفسھھو′vفاتجاهولذامستحیلا،أمراالوراء

( )vvv ′+=+ 212211 mmmm

vv
21

1

mm
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یزیةقانون نیوتن الثاني في الأحداثیات الكارت-1.6
نھاعویعبرأبعادثلاثةفيالمعروفةالأحداثیاتأبسطھيالكارتیزیةالأحداثیات

ثیاتالأحداھذهظلفيالقوىعنالتعبیرفیمكنولذلك.:بالصورةببساطة
:یليكما

نفسھاوھي:الوحدةمتجھاتاستخدامآخرىكتبفيتجدقد.
یليكماالموقعمتجھعنیعبر:
التسارعمتجھعلىنحصلمرتینوبالتفاضل:

Fالثانينیوتنقانون(الحركةمعادلةعنالتعبیریمكنأذن = ma(یليكما:

:إلىذلكویؤدي

zyx ˆ ,ˆ ,ˆ

zyxF ˆ ˆ ˆ zyx FFF ++=

k̂ ,ĵ ,î

zyxr ˆ ˆ ˆ zyx ++=

zyxr ˆ ˆ ˆ zyx  ++=

zyxzyx ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ zmymxmFFF zyx  ++=++
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مثال محلول
 problems—a block m sliding from rest down an incline at angle q, with

coefficient of kinetic friction m, subject to gravity
 Solution:

Let’s choose x down the incline, and

y perpendicular, with x = 0 at t = 0.

 The x and y components of the equation of motion are:

المائلالسطحعلىالجسمتسارعتمثل)4(معادلة

)4()cos(sin
cossin

:(1)in(3)
)3(cos(2)

)2(0cos
)1(sin 

θµθ
θµθ

θ

θ
µθ

−=→
=−

=→

=−=
=−=

gx
xmmgmg
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mgNF
xmNmgF
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)تكملة(مثال محلول 
المسافةلأیجادxالأولىمننحصلمرتین،)4(المعادلةلطرفيتكاملبعملیةنقوم:الزمنمعكعلاقة

:یليكماالسرعةعلى

یليكماالمسافةیعطینا)6(الناتجةالمعادلةلطرفيالثانيالتكامل:

أنبافتراضالصفریساويالتكاملثابتولكنمحدودغیرالتكاملأنالحالتینفيلاحظx = 0
tعندما = vأنلذلكیضافالثانيللتكاملبالنسبة.الأولللتكاملحدیةكشروطوذلك0 = في0
.المنحدرأعلىمنالحركةبدایة

)6()cos(sin

)5()cos(sin
)4()cos(sin

tgx

dtgdtx
gx

θµθ

θµθ

θµθ

−=→

−=→

−=

∫∫







)7()cos(sin
2
1 2tgx θµθ −=
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مثال محلول
 A plane, which is flying horizontally at a constant speed v0, and at a height h

above the sea, must drop a bundle of supplies to a castaway on a small raft.
(a) Write down Newton’s second law for the bundle as it falls from the plane,
assuming you can neglect air resistance. Solve your equation to give the
bundle’s position in flight as a function of time t.
(b) How far before the raft (measured horizontally) must the pilot drop the
bundle if it is to hit the raft? What is the distance if v0 = 50 m/s, h = 100 m,
and g ≈ 10 m/s2?

 Solution:
Choose (x horizontal, y positive upward)
Write down Newton’s second law for x and y

 Integrating both sides of Eq. (1) to find v then to find x
 Integrating both sides of Eq. (2) to find vertical velocity and vertical distance

)2(:
)1(0:

mgymy
xmx

−=
=
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)تكملة(مثال محلول 
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)تكملة(مثال محلول 
 (b)
We need time (t). At time t, the bundle reaches the raft. At that time, raft is at
position y = 0,

m 224
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2Dالأحداثیات القطبیة في بعدین -1.7
ةالكارتیزیالأحداثیاتباستخدامیكونماأسھلالثانينیوتنقانونتطبیق.
الأحداثیاتمنغیرھامعاستخدامھأمكانیةعدمیعنيلاھذاولكن
فقطبعدینفيالقطبیةالأحداثیاتاستخدامعندالصورةدراسةولنحاول.
التالیةالمعادلاتخلالمنیتمالنظامینبینالتحویل:

یليكماالأحداثیاتلھذهالوحدةمتجھاتبتحدیدالآنلنقم:

فھواتجاھھاوأماالوحدة،یساويمقدارلھاالوحدویةالمتجھاتھذهأنوتذكر
.الأحداثیاتاتجاهنفسھ
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متجھات الوحدة في الأحداثیات القطبیة
متجھانختارالمثالسبیلفعلىما،لمتجھوحدةمتجھلتحدیدطریقةمنأكثرھناك

متجھعلىنحصلالحالةھذهفي.|r|مقدارهعلىالمتجھذلكنقسمثمrولنقلما
.الأصليالمتجھاتجاهنفسھھوواتجاھھواحدةوحدةمقداره

قطبیةالالأحداثیاتفيونظیراتھاالكارتیزیةالوحدةمتجھاتبینكبیرفرقھناك
اتجاهنفسھھوثابتواتجاهالوحدةیساويثابتمقدارذاتالأولىكونوھو

تساويمقادریرأیضافلدیھاالقطبیةالوحدةمتجھاأما.الكارتیزیةالأحداثیات
.الشكلفيكماتتغیراتجاھاتھاأنغیرالوحدة

r
rr =ˆ
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متجھات الوحدة في الأحداثیات القطبیة
یمكنمتجھأيفأنالثنائي،الفضاءفيمتعامدینوالوحدةمتجھيأنبما

كماوةالقعننعبرأنیمكنالمثالسبیلعلى.المتجھینھذینبدلالةعنھالتعبیر
:یلي
أفقيبشكلالفراغفيبھاالدورانویتمبحبلمربوطةصغیرةكتلةأنتخیلمثلا

فيالشدقوةوتقابلFrالحبلطولعلىالأولىالمؤثرةللقوةمركبتانفھناك
.للكتلةالھواءمقاومةولنقلماقوةوتقابلFφالحبلعلىعمودیةوالثانیةالحبل

بالصورةعنھویعبرسھلالحالةھذهفيالموضعاتجاهأن:
جھمتاشتقاقإلىنحتاجفأنناأيالثانينیوتنقانونمنالقوةولحساب

فيبینمضرومتغیرینوباعتبارالأولبالاشتقاققمنافلو.للزمنبالنسبةالموضع
:للنتیجةتوصلناالقاعدةفأنبعض

)الثانيحدبالاحتفظنالقد.)الأولىتفاضلفيالثانیة+الثانیةفيالأولىتفاضل
.متغیربلالحالةھذهفيثابتالیسلأنھ

r̂φ̂

φrF ˆˆ φFFr +=

rr ˆr=

rF m=

dt
drr rrr

ˆˆ += 
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اشتقاق وحدات المتجھات القطبیة
الكلاموھذا.الصفرتساوي)للزمنبالنسبة(الثابتةالقیمةمشتقةبأننسمعماكثیرا

كونحالةفيفقطصفرایساويالمتجھاتاشتقاقبأنالاعتباربأخذولكنصحیح
.كذلكثابتواتجاھھاثابتامقدارھا

يیساولادائريمسارفيثابتةبسرعةیدوربجسمالمرتبطالتسارعفأنولھذا
تلكأنھوذلكفيوالسبب.السرعةمشتقةھوالتسارعأنمنبالرغمالصفر

.واضحھوكماالاتجاهمتغیرةالسرعة
للموضعمتجھاندرسدعناrالزمنیةالفترةخلالیتغیرt1  t2=t1+∆tكما

:أدناهالصورةفي
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اشتقاق وحدات المتجھات القطبیة
السابقالشكلمنإذن:
التاليالتعبیرلنستخدم:

إذن:

ھيالسرعةمركباتأنأي:

φr ˆˆ φ∆≈∆

tt
t

∆=∆
∆
∆

=∆ φφφ 

)3(ˆˆˆˆ

ˆ

)2(ˆˆˆ
lim

)1(ˆˆ

0

φrrr

rrv

φrr
φr

φ

φ

φ











rr
dt
dr

dt
dr

r
dt
d

dt
d

t

t

t

+=+=

==∴

==
∆
∆

→

∆≈∆

→∆

ωφφ rrvrvr === 

       ;
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اشتقاق وحدات المتجھات القطبیة
یليماعلىنحصلللزمنبالنسبةأخرىمرةبالتفاضلقمنالو:

الحدلدیناظھر)4(المعادلةمنالخامسالحدفي:

للشكلانظر.السابقةالطریقةنفسنستخدمالحدھذامعللتعامل
:أنلتلاحظ

( )ˆ ˆ

ˆ ˆˆ ˆ ˆ (4)

ra r r φ

r φr φ φ

d d r r
dt dt

dr d dr d dr r r
dt dt dt dt dt

ϕ

ϕϕ ϕ

= = = +

= + + + +



 



 

dt
dφ̂

)7(ˆˆˆ
lim)5(

)6(

)5(ˆˆ

0
rφφ

rφ

φ

φφφ

φ







−==
∆
∆

→

∆=∆
∆
∆

=∆

∆−=∆

→∆ dt
d

t

tt
t

t
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اشتقاق وحدات المتجھات القطبیة
ھيالدورانيالاتجاهوحدةفيالتغیرأنحیث)-(أشارةاضفنا)5(معادلةفي

:تصبح)4(معادلةالآن.القطريالاتجاهعكس

الحالاتبعضإلىالنظریمكنولكنالشئبعضمعقدةالمعادلةھذهتبدوقد
rأنافترضنالومثلا.أسھلفیھاتصبحالتيالخاصة = constant)كتلةمثلا

.)ثابتطولھحبلبطرفتدول
وبالتاليأصفاراتصبح)8(فيوالرابعالأولالحدینالحالةھذهفي:

والحدالمعروفالمركزيالتسارععنعبارةالأولالحدحیث
.الزاويالتسارعالثاني

( )
( ) ( ) )8(ˆ2ˆ

ˆˆ)ˆˆ(

ˆˆ)()
ˆˆ(

2

2

φr

rφφr

φφrra

φφφ

φφφφ

φφφ





















rrrr

rrrrr
dt
drrr

dt
drr

++−=

−+++=

++++=

)9(ˆˆˆˆ 22 φrφra αωφφ rrrr +−=+−= 

rvrar /22 −=−= ω
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طبیةقانون نیوتن الثاني باعتماد الأحداثیات الق

منصارفأنھالقطبيالفضاءفيالتسارعتعطیناالسابقة)8(معادلةأنبما
:یليكماالفضاءھذافيالثانينیوتنقانونعنالتعبیرالممكن

لاجرانجمعادلاتباستخداملاحقاالمعادلةتلكباشتقاقنقوموسوف.

( )
( ) )10(

2
          

2
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−=
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مقدمة-6.0
اثیاتأحداستخدامفیھاالمناسبمنیصبحكثیرةمسائلھناكالأول،البابفيكما

ھالیصلحكرويتناسقلدیھایكونالتيالمسائلفمثلاالكارتیزیة،غیرأخرى
أحداثينظاماختیارالمسالةوضعیحتمقدآخرجانبومن.الكرویةالأحداثیات

ھناالمناسبفمنكرةسطحفوقجسمحركةتصفمسألةفيفمثلامعین،
...وھكذاالكرویةالأحداثیاتاستخدام

وتننیقانونعنالتعبیرفيالصعوبةدرجةارتفاعالسابقالبابمنلاحظنالقد
كثرأالمسائلتصبحذلكومعالكارتیزیة،غیرأحداثیاتعلىنطبقھعندماالثاني

.وصعبةمعقدةمسائلعننتحدثعندماصعوبة
صعبأیصبحالمسائلتلكمثللحلالثانينیوتنقانوناستخدامأنذلكمعنىأن.
نیوتنقانون(الحركةمعادلاتوأیجادالمسائللحلطریقةإلىبحاجةإذنأننا

ھيیقةالطروھذه.النھایةفينفسھاھيالنتیجةأنمنبالرغمأسھلبشكل)الثاني
.لاجرانجمعادلاتباستخدام

الحسابطریقةعلىأولابالتعرفإلالاجرانجمعادلاتفھممننتمكنلنولكن
Calculusبالتغیرات of Variations.

الأمثلةبعضخلالمنالموضوعھذاعلىأكثرنتعرفسوف.
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مثالان على حساب التغیرات-6.1
دنیاقیمعنالبحثأساسعلىالتغیراتحسابفكرةتقومminimumعظمىأو

maximumبالتكاملعنھاالتعبیریمكنالتيللكمیات.
نقطتینبینمسافةأقصر:الأولالمثال

تنثبكیفولكن!المستقیمالخطھيمسافةأقصر:فورایقولسوفواحدكلربما
.المقولةھذهلأثباتالتغیراتحسابلطریقةنحتاجأنناذلك؟

ھذا.بینھمایصلمنحنيخطوھناك2و1نقطتانھناكالمرفقة،الصورةبحسب
yالعلاقةعنیخرجلافھوشكلھكانمھماالخط = y(x)

ن الخط متحدید عنصر طولي في ھذا یمكننا
22.:نظریة فیثاغورس كما یلي dydxds +=

)1()(1

.)(

2

22

dxxy

dydxds

dxxydx
dx
dydy

′+=

+=∴

′==
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مثالان على حساب التغیرات-6.1
عادلةمولكنالتكامل،باستخدامالنقطتینبینالواصلالخططولأیجادیمكنإذن

:ھوحسابھنریدماأذن.فقطxھوواحدمتغیرعلىالتكاملذلكجعلت)1(

الكمیةتصبحبحیثماطریقةعنالبحثھوالآنحسابھنریدماLماأقلھي
.)أخرىحالاتفيیمكنماأكبرأو(یمكن

الدالةعلىأساسایعتمدالتكاملھذاأنبماآخر،بمعنىy(x)نبحثإذنفنحن
.یمكنماأقل)2(التكاملناتجتجعلالدالةلھذهقیمةعن
الثانيالمثالنذكرذلكقبلولكنبحلھونقومالمثاللھذانعودسوف:
فرماتمبدأ:الثانيالمثالFermat’s Principle
فينقطتینبینللانتقالالضوءیختارهالذيالمسارماھو:المطلوبالسؤالھنا

متغیراأمللفضاءنفسھھوالانكسارمعاملكانإذامایحددولم.الفضاء

2

1

2 2
1

1 ( ) . (2)x

x
L ds y x dx′= = +∫ ∫
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مثالان على حساب التغیرات-6.1
املمعكونحالةفيمستقیماطریقایختارسوفالضوءأنبدیھیاالجوابیبدوقد

رملوأومتغیرا؟نفسھھوالانكسارمعاملكانلوماذاولكننفسھ،ھوالانكسار
مشتتھ؟أومجمعةكانتسواءبعدسةالضوءشعاع

ماأقصىفتكونالوسطانكسارمعاملبحسبتختلفالضوءسرعةأنمعلوم
بالعلاقةیعرفوالذيnالانكسارمعاملقیمةزادتكلماوتقلالفراغفيیمكن

n = c/vحیثcوالفراغفيالضوءسرعةھيvالوسطفيسرعتھ.
الصورةبیعطىالنقطتینبینالمسافةلقطعالشعاعیحتاجھالذيالكليالزمنإذن:

منكلعلىویعتمدمتغیر)3(فيالانكسارمعاملأنملاحظةمعxوy.

)3(.)(1),(11 2

1

22

1

2

1

2

1 ∫∫∫∫ ′+====
x

x
dxxyyxn

c
dsn

cv
dsdtτ
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مثالان على حساب التغیرات-6.1
ھومالمستقیالخطأنمنالتأكدالأولفيھدفناأنلوجدناالمثالینفيتأملنالو

المطلوبھوزمنیةفترةأقصریلزمھالذيالمساروأنمسافة،كأقصرالمطولب
.الثانیةالحالةفي
تكونعندمایكونوھذاالأقل؟ھيالتكاملقیمةأيأقصر؟:عبارةلناتعنيماذا

الأقل؟ھيالدالةمشتقةقیمة
یمةقأوعظمىقیمةللدالةتكونعندماھماالوحیدتینالصورتینبأننتصورربما

𝑑𝑑𝑓𝑓:أنأيالصفرویساوي)المیل(یساويالتفاضلیصبححیثدنیا
𝑑𝑑𝑥𝑥

= 0

التاليالشكلفينتأمل
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مثالان على حساب التغیرات-6.1
السابقالشكلفي)a(و)b(بشكلیبدوفیماالأقلعلىوقمةقاعھناكأنواضح

.مباشر
الجزءفيأما)c(أمرھوواضحبشكلالانقلابنقطةتمثلالتيالنقطةتحدیدفأن

.صعب
منابتداءالنقاطمنعددعندالمشتقةلقیمةاختباربعملیاتالقیاممنلابدإذن

.الصفریةالقیمةتمثلممكنةقیمةلأفضلنصلوحتىالیسار
التغیراتحساب:نسمیھماھيالعملیةھذهCalculus of Variationsأنھأي

.للمشتقةالأدنىالحدمنوأكثرأكثریقربناجداصغیرتغییرعنالبحثیتم
في:أكثروبتوضیح)a(قةالمشتقیمةكانتفأنالثاني،ثمالأولبالتفاضلنقوم

الثانيبالتفاضلنقوم)b(الجزءوفي.دنیاقیمةفعلاتمثلx0النقطةفأن+الثانیة
أما.عظمىقیمةx0أنعلىكذلكیدلوھذا–قیمةعلىنحصلأنونتوقعأیضا

نافلسوبالتاليالصفریساويأیضاالثانيالتفاضلأنفواضح)c(الجزءفي
لحسابنحتاجوھنا.عظمىأمدنیاقیمةتمثلx0النقطةأن)ریاضیا(متأكدین

.التغیرات
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معادلات أولار ولاجرانج-6.2
منكلاالتكاملداخلفيلوجدنا)3(المعادلةفيتأملنالوnالمتغیرفيدالةوھي

xوكذلكy’.لكعلىتعتمددالةلأیةعاماتعبیرانكتبأنالمناسبمنوبالتالي
:یلیيكما’yوالمشتقةxمن

الدالةتمثلھمعلومغیرمنحنیاخطاھناندرسحیثy(x)النقطتینبینیصللكنھ
x1وx2

2

1

[ ( ), '( ), ] . (4)x

x
S f y x y x x dx= ∫

فنفترضالمناسبالخطھومانعلملاأننابما
یمثلأحدھما.الشكلفيھوكماخطینوجود

المساریمثلوالثانيy(x)وھوالمطلوبالمسار
بینالفرقعنونعبر.Y(x)وھوالخاطئ

:η(x):ھيمادالةباستخدامالمسارین
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معادلات أولار ولاجرانج-6.2

الدوالمننھائیالاعدداھناكأننجدبالتأملη(x)خاطئةمنحنیاتتعطيكلھا
.المطلوبالمنحنىمنأطولالمنحنیاتتلككلأننفترضولكن

قاطالنبنفسوتنتھيتبدأفھيخاطئةكانتمھماالمنحنیاتجمیعكونأنلاحظ
:فأن
وھو)5(للمعادلةآخرمتغیربأدخالنقومأكثرمرونةأجلمنαكتابتھاونعید:

:یليكما)4(المعادلةكتابةالآننعید

( ) ( ) ( ) (5)Y x y x xη= +

1 2( ) ( ) 0. (6)x xη η= =

( ) ( ) ( ) (7)Y x y x xαη= +

2

1

2

1

( ) [ , '( ), ]

[ , ' , ] . (8)

x

x

x

x

S f Y Y x x dx

f y y x dx

α

αη αη

=

′= + +

∫

∫
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معادلات أولار ولاجرانج-6.2
یحققوالذيالأقلالمسارتحدیدعلىتساعدناسوف)8(المعادلة:dS/dα = 0

αتكونعندما = 0.
الجزئيالتفاضللحسابنحتاج)8(المعادلةفيالتكاملبتفاضلنقومحتى

Chainالسلسةقاعدةباستخدام Rule:

یليكمابالتجزيءالثانيالحدبتكاملالآنونقومحدینلدیھا)1(المعادلة:

η(x)قیمةلأنصفر=یصبحالتعویضعندالأولالحدولكن = الطرفینعند0

α∂∂ /S

2 2

1 1

( , , ) , (9)

0 (10)x x

x x

f y y x f f
y y

dS f f fdx dx
d y y

αη αη η η
α

η η
α α

′ ′∂ + + ∂ ∂′= +
′∂ ∂ ∂

 ∂ ∂ ∂′∴ = = + = ′∂ ∂ ∂ 
∫ ∫

)11(,)()( 2

1

2

1

2

1
∫∫ 








′∂

∂
−








′∂

∂
=

′∂
∂′ x

x

x

x

x

x
dx

y
f

dx
dx

y
fxdx

y
f ηηη
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معادلات أولار ولاجرانج-6.2
1(فيالثانيالحدتمثلوھي(تصبح)11(معادلةإذن((:

علىنحصلالأصلیة)10(المعادلةفي)12(معادلةمنبالتعویض:

أماوعندھاالصفر،تساوي)1(معادلةη(x) = .الصفریساويالقوسأو0
:اليوبالتالافتراضبحسبالنھایتینعندفقطالصفرتساويη(x)ولكن

2 2

1 1

( ) , (12)x x

x x

f d fdx x dx
y dx y

η η
 ∂ ∂′ = −  ′ ′∂ ∂ 

∫ ∫

2

1

2

1

( ) ( ) 0

( ) 0 (13)

x

x

x

x

dS f d fx x dx
d y dx y

dS f d fx dx
d y dx y

η η
α

η
α

  ∂ ∂
= − =  ′∂ ∂  

  ∂ ∂
⇒ = − =  ′∂ ∂  

∫

∫

0 (14)f d f
y dx y
∂ ∂

− =
′∂ ∂
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معادلات أولار ولاجرانج-6.2

لاجرانج-أولارمعادلة:تسمىالمعادلةھذهEuler-Lagrange equation
قیملجمیعصحیحةالمعادلةھذهxالمدىفيالواقعة
للمساردنیاقیمةعلىالحصولیمكننا:المعادلةمعنىSدالةنجدأناستطعنالو

.المعادلةھذهتحققللمسار
تحققبحیثدالةعننبحث:یليكمایتمالمسائلحلأصبح

منقوثملاجرانج،-أولارمعادلةبكتابةنقومثم.السابقة)4(المعادلةفيالمطلوب
أوالأقصرالمسارشرطتحققالتيy(x)المطلوبةالدالةلأیجادالمعادلةتلكبحل

.)العظمىأوالقصوىالقیمةالأحیانبعضفي(الدنیاالقیمةعامبشكل

)14(0=
′∂

∂
−

∂
∂

y
f

dx
d

y
f

12 xxx ≥≥

]),(),([ xxyxyf ′
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أقصر مسافة بین نقطتین6.1مثال 

التالیةالعلاقةسابقاكتبنا:
ھيالتكاملداخلفيالمقصودةالدالة:
التالیینالحدینونوجد)لاجرانج-أولارمعادلة()14(معادلةعلیھانطبق:

.)(12

1

22

1 ∫∫ ′+==
x

x
dxxydsL

.)(1),,( 2xyxyyf ′+=′

2

2

2 2 2 2 2 2
2

2
2 2 2 2

2

0 .
1

(14) 0
1

(1 )
1

(1 ) '
1

' ' ' ''

:

     and   f f y
y y y

d f d y
dx y dx y

y c y c y c c y
y

cy c c y y c
c

dy c dy c dx y c x c
dx

or

′∂ ∂
= =

′∂ ∂ ′+
′∂

∴ ⇒ = =
′∂ ′+

′
′ ′ ′⇒ = ⇒ = + = +

′+

′ ′ ′⇒ − = ⇒ = ⇒ =
−

∴ = ⇒ = ⇒ = +

= +y ax b
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تمرین محلول
 A ray of light travels from point P1 in a medium of refractive

index n1 to P2 in a medium of index n2 , by way of the point Q
on the plane interface between the two media, as in the
figure. Show that Fermat's principle implies that, on the
actual path followed, Q lies in the same vertical plane as P1
and P2 and obeys Snell's law, that n1sinθ1 = n2 sinθ2

h1

h2

x1

x2
n1

n2
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الحل-تمرین محلول
2 2 2

1 1 1

2 2 2 2

1 1 1

1 1 1

2 2 2

2
2 2
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1 (1)
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P P Q P Q

dst dt nds
v c

P x y z P h
P x y z P h
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n nt dt dt dt ds ds
c c

n dyt
c dx

= = =
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∴ = = + = +

∴ = + 


∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫



2
2 2

2

0
1 (5)

xx

x

n dydx dx
c dx

  + +  
  ∫ ∫

)2015(صالح الزاید ناصر بن . د، فیز312مقرر . قسم الفیزیاء والفلك-كلیة العلوم -جامعة الملك سعود 



)متابعة(الحل -تمرین محلول
الانكسارمعاملاتكونبأننعرفأنلابدالآنn1, n2أنإلىذلكفیؤديثوابت

P1بینالمسارات and QوQ and P2مستقیمةتكونأنیجب:
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حساب التغیرات في ظل وجود أكثر من متغیرین
بالعلاقةنقطتینبینالموجودالخطوصففیھایصعبحالاتھناكy(x)كما

.ذلكعلىكمثالالمرفقالشكلأنظر.سابقافعلنا
ولنسمیھتمامامستقلمتغیرعلىیعتمدمسارانتصورأنھنانحتاجuأنبحیث:

x = x(u), y = y(u)
المسارمنالقطعةطولیصبح:

التالیةبالصورةكاملاالمساریصبحوبالتالي:

ھمامجھولتاندالتانلدیناصارأذن:
ھيحلھاالمطلوبالمسألةوأصبحت:

)28()(')(' 2222 duuyuxdydxds +=+=

)29(.)()(2

1

22∫ +=
u

u
duuyuxL

x(u), y(u)

)30(.]),(),(),(),([
2

1∫ ′′= duuuyuxuyuxfS
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حساب التغیرات في ظل وجود أكثر من متغیرین
واحدةدالةبدلدالتینوجودبسببالسابقمنأصعبالآنالحلیبدوقد
ومسارخاطئةمساراتعدةوجودونفترضالتقنیاتنفسنستخدمسوفولكن

:أنأي)الأقصر(صحیحواحد

الشرطینیحققالذيھوالمطلوبفالمساروبھذا:
الماضیةالمحاضرةفي)14(للمعادلةأوصلتناالتيالخطواتنفسنعیدلنسوف

:مشابھةبنتیجةحالیانكتفيوأنما

منعددوبالتاليمتغیراتعدةذاتمسائلتواجھناسوفالسابعالبابفي
سماتأھممنأنلنایتبینسوف.)32(معادلةمثلأيلاجرانج-أولارمعادلات
)كارتیزیةوغیركارتیزیة(أحداثیاتأیةمعاستخدامھاسھولةلاجرانجمعادلات

)31(
.0)()(      );()(
.0)()(       );()(

21

21
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الأحداثیات المعممة
ولاحظناكذلكغیرھاویبقىوقطبیةكارتیزیة،أحداثیاتالآنحتىاستخدمنا

لاجرانجمعادلاتأنكذلكوبینا.الأحداثیاتتلكمنأيباستخدامالحلأمكانیة
.سھلاأمراالأحداثیاتمنمجموعةأیةمعالتعاملتجعل

الأحداثیاتنكتبأنمنبدلاأذن(x, y, z), (ρ, φ, z) or (r, θ, φ)نبدأسوف
أي:الأحداثیاتمنآخرأونوعإلىتشیرلاعامةبرموزالأحداثیاتبكتابة

,q1):بالصورة q2, …, qN).
المعممةالأحداثیات:الأحداثیاتھذهتسمىgeneralized coordinates
التيالمعممةالأحداثیاتنختارالمجاورالشكلفيمثلا

المجاروالنظامیسمى.:ھناأنھاونجدالمسألةتخدم
.المذكورةبالطریقةألاصعبوحلھالمزدوجالبندول
أنالممكنفمنمعینبفضاءترتبطلاالمعممةالأحداثیات

.الأبعادمنnبعددتكون

21,θθ
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The Lagrangianاللاجرانجیان 
لقیطالمعادلاتمنمجموعةباستخدامنبدأسوف)السابع(القادمالباببدایةمع

.لاجرانجمعادلاتعلیھا
المعممةالأحداثیاتفكرةعلىیقوموھواللاجرانجیانعلىالمعادلاتھذهتقوم

:یليكما

وعةمجمعلىحالیاتعتمدبحیثدراستھاالمطلوبالدالةتعمیمتمكیفھنالاحظ
للزمنبالنسبةھوحالیاالاشتقاق(الزمن+مشتقاتھا+المعمةالأحداثیاتمن

.)xولیس
یليكمااللاجرانجیانكتابةیمكنوبھذا:

كتبفی.نفسھاللاجرانجیانببساطةھيصارتالتكاملداخلفيالتيالدالةأنأي
:یليكماالتكامل

)33(],,,,,,,,[ 2121 tqqqqqqf nN 





)34(].,,,,,,,,[ 2121 tqqqqqq nn 



LL =

)35(],,,,,,,,[ 2121∫= dttqqqqqqS nn 



L
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The Lagrangianاللاجرانجیان 
اللاجرانجیانمنالمطلوبLالتالیةالمعادلاتتحققأنالتكاملداخلفي:

عددھناكأذنnالسابقتینلانجرانج-أولارھمامعادلتینمقابلالمعادلاتمن.
یحددأي(المطلوبیحقق)35(معادلةفيالتكاملفأنالمعادلاتھذهتحققتإذا

یحققالمذكورالتكاملكانفأذاصحیحوالعكس.)العظمىأوالدنیاالقیمة
.صحیحةالمعادلاتھذهفأنالمطلوب

عشرالثامنالقرننھایةفيمعادلاتبتطویرلاجرانجقام
أساسیتینبمیزتینالمعادلاتھذهتتمیز:
مالمستخدالأحداثیاتنظامعنالنظربغضالشكلنفسلاجرانجمعادلاتتأخذ1.

.مسألةوكلمرةكلفينفسھاھيالحلفطریقةوبالتالي
ھلأسحلھاجعلمماالنظامعلىالخارجیةالقیودعلىتعتمدلاأنھاالثانیةالمیزة2.

.القیودتلكمنلقوىیخضعالنظامكانلوحتى

)36(.;;;
2211 nn qdt

d
qqdt

d
qqdt

d
q 
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∂
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میزة معادلات لاجرانج مقابل معادلات نیوتن
عشرالثامنالقرننھایةفيمعادلاتبتطویرلاجرانجقام
أساسیتینبمیزتینالمعادلاتھذهتتمیز:
المستخدمالأحداثیاتنظامعنالنظربغضالشكلنفسلاجرانجمعادلاتتأخذ

.مسألةوكلمرةكلفينفسھاھيالحلفطریقةوبالتالي
ھلأسحلھاجعلمماالنظامعلىالخارجیةالقیودعلىتعتمدلاأنھاالثانیةالمیزة

.القیودتلكمنلقوىیخضعالنظامكانلوحتى
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معادلات لاجرانج للحركة غیر المقیدة-7.1

علىتتحركالتيالخرزةمقیدة،فحركتھوبالتاليالحدیدسكةعلىیتحركالقطار
المرتبطةغیرالحركاتوأما.السلكمغادرةیمكنھالاحیثمقیدةحركتھاسلك
.المقیدةغیرالحركةفھيالحركةأنواعمننوععلىتجربھامابقوة
الدالةأولانتذكرfالبابفيلاجرانج-أولارمعادلةفيأساسیادورالعبتالتي

:إلىوتؤديالسابق

ھيدالةوجودونفترضوالمعادلةالدالةھذهمننستفیدسوف:L = T – U
أعلاه)1(المعادلةفياستخدامھاتملوبحیثاللاجرانجیاننسمیھاسوفوالتي
equationللجسمالحركةمعادلةتعطینافأنھا of motionكماالكمیاتونعرف
:التالیةبالصورةوتكتبللجسمالحركیةالطاقةھيT:یلي

الثانيوالحدUبالصورةویكتبللجسمالوضعطاقةعنیعبر:

0 (1)f d f
y dx y
∂ ∂

− =
′∂ ∂

2 2 2 2 21 1 1
2 2 2 ( ) (2)rT mv m m x y z= = = + +   

( ) ( , , ) (3)rU U U x y z= =
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معادلات لاجرانج للحركة غیر المقیدة-7.1

أنلاحظLأيالكلیةالطاقةعنتعبرلاT + Uالحركةطاقةبینالفرقوأنما
.الوضعوطاقة

الوضعطاقةحدویعمتمدالسرعاتعلىالحركیةالطاقةحدیعتمدإذن
,xالأحداثیاتعلى y, zنفسھفاللاجرانجیانوبالتاليLمعاالأثنینعلىیعتمد

4(الدالةعلى)1(المعادلةفيالتفاضلاتنطبق(:

الثانيللجزءثانیةمرةبالتافضلقمنالو:

أننجد)6(و)5(فيالأولالجزءبمقارنة:
صحیحةلاجرانجمعادلةأنأي

�̇�𝑥, �̇�𝑦, �̇�𝑧

[ , , , , , , ] (4)x y z x y z t=   L L

,    and   . (5)x x
U TF mx p

x x x x
∂ ∂ ∂ ∂

= − = = = =
∂ ∂ ∂ ∂



 

L L

(6)x x
d d mx mx p F
dt x dt
∂

= = = =
∂

  



L

.
xdt

d
x ∂

∂
=

∂
∂ LL
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معادلات لاجرانج للحركة غیر المقیدة-7.1

یليكماالمعادلاتنكتبإذنأبعادثلاثةفي:

السادسالبابفيلاجرانج-أولار:بمعادلاتلاجرانجمعادلاتبمقارنةقمنالو
.متطابقةلوجدناھا

للتكاملحلعنعبارةكانتالسابقةلاجرانج-أولارمعادلاتأنبما:
مشابھةالصورةھنا:
الأداءتكامل:التكاملھذایسمىaction integral،الأدنىبقیمتھیكونوعندما

principleالأدنىالأداءمبدأفیسمى of least action
فترةخلال2و1النقطتینبینیتبعھالذيللجسمالفعليالمسارفأنالحقیقةوفي

Hamilton’sھاملتونمبدأ:یسمىt2وt1بینزمنیة Principle

,      ,      and   . (7)d d d
x dt x y dt y z dt z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

L L L L L L

∫=
2

1

t

t
dtS L

2

1

x

x
S fdx= ∫

2

1

(8)t

t
S dt= ∫ L
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الأحداثیات المعممة

النتیجةنفستعطيالتالیةالعباراتأنلناتبیناللحظةھذهحتى:
Fالثانينیوتنقانونباستخدامالجسممسارتحدیدیمكن1. = ma
لاجرانجمعادلاتباستخدامالمسارتحدیدیمكن2.
ھاملتونمبدأباستخدامالمسارتحدیدیمكن3.

فأنسبقكماولكنالكارتیزیة،الأحداثیاتباستخدامكانت)7(معادلات
نفسعنالتعبیرفنودولذاالخیاراتأحدإلاھيماالكارتیزیةالأحداثیات
أولافنعبر.عنھاالحدیثسبقالتيالمعممةالأحداثیاتباستخدامولكنالمعادلات

:لاجرانجمعادلاتنكتبثمالأحداثیات،تلكباستخداماللاجرانجیانعن

أطارفيقیاسھایتمأن:فقطواحدبشرطالأحداثیاتأنظمةلجمیعصالحةوھي
)زمنیامستقل(قصوريأسناد

1 2 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3

[ , , , , , ]. (9)

,      ,      and   . (10)

q q q q q q

d d d
q dt q q dt q q dt q

=

⇒
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  

  

L L

L L L L L L
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 For a single particle in two dimensions, in Cartesian coordinates, under some
arbitrary potential energy U(x, y), the Lagrangian is

 In this case, there are two Lagrange equations

 The left side of each equation is just

 The right side of each equation, in turn, is just

 Equating these, we have Newton’s second law

2 21
2 ( ) ( , ). (11)m x y U x y= + − L

,      . (12)d d
x dt x y dt y

∂ ∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂ 

L L L L

,      . (13)x y
U UF F

x x y y
∂ ∂ ∂ ∂

= − = = − =
∂ ∂ ∂ ∂
L L

,      . (14)d d d dmx mx my my
dt x dt dt y dt
∂ ∂

= = = =
∂ ∂

   

 

L L

,            or    . (15)F ax yF mx F my m= = = 

7.1مثال 
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القوى والاندفاعات المعممة
یعطيالكارتیزیةالأحداثیاتفيلاجرانجمعادلاتمنالأیسرالجزءأننلاحظ:

جزءالھذابحسابونقوالمعمةالأحداثیاتنستخدمعندماعام،بشكلإذن.للقوةھيالنتیجةوھذه
لقوةبانسمیھا:مشابھبعملتقومأوالقوةتشبھمانتیجةعلىنحصلفأننالاجرانجمعادلاتمن

generalizedالمعمة force:

المعممةالاندفاعاتیعطيالمعادلاتمنالأیمنالجزءالطریقةبنفسgeneralize momentum

أنھاعلى:لاجرانجمعادلةإلىینظرمبسطبشكل:

معدل تغیر الاندفاع المعمم= القوة المعممة 
generalized force = rate of change of generalized momentum

,      . (16)x y
U UF F

x x y y
∂ ∂ ∂ ∂

= − = = − =
∂ ∂ ∂ ∂
L L

( th  component  of  generalized  force). (17)
i

i
q
∂

=
∂

L

( th  component  of  generalized  momentum). (18)
i

i
q
∂

=
∂ 

L

,
ii qdt

d
q ∂

∂
=

∂
∂ LL
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 Same as example 7.1, but in polar coordinates. In this case, the potential
energy is U(r, φ), the kinetic energy:

 so the Lagrangian is just

 In this case, there are two Lagrange equations

القوةحدھوالأولالحد:

الریاضیةالعلاقةنتذكرالثانيالحدلفھم:

أذن:
:الریاضیةالعلاقةمناستفدناحیث

7.2مثال 

).( 222
2
1 φ rrmT +=

2 2 21
2 ( ) ( , ).m r r U rϕ ϕ= + −L

( )2 2 2

,      

,     2

d d
r dt r dt

U U dmr mr mr mrr mr
r dt

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ

∂ ∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

→ − = − = = +
∂ ∂



    

L L L L

( )2 ,r
U F m r r
r

ϕ∂
− = = −
∂



1ˆ ˆr φU UU
r r ϕ

∂ ∂
∇ = +

∂ ∂

( ).2φ
φ φ

mr
dt
drFU

==
∂
∂

−



العلاقة؟تلكتعنيماذا

علیھا؟حصلناالتيالحدودماھي

7.2مثال 

( )2

1ˆ ˆ

1 ˆ0

1 ˆ

r φ

φ

φ

U UU
r r

UU
r

UF U
r

U drF mr
dt

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ
ϕ

∂ ∂
∇ = +

∂ ∂
∂

→∇ = +
∂
∂

= −∇ =
∂

∂
∴ = − =

∂





الزاويالاندفاع

التسارع المركزي

عزم اللي

2mr ϕ
2r rϕ− 

rFϕ
)2015(صالح الزاید ناصر بن . د، فیز312مقرر . قسم الفیزیاء والفلك-كلیة العلوم -جامعة الملك سعود 



القیود(قیودمنمتحررةأنھالاجرانجمعادلاتیمیزمابأنسابقاذكرنا(.
عیخضمثالفيالموضوعنفصولكنلاحقابالتفصیلالموضوععننتحدثسوف

.)بلالحبقیدمرتبطةالكتلة(سقفمنیتدلىبحبلمعلقةصغیرةكتلة.للقید
التاليالقیدتحتبعدینفيالكتلةتتحركالشكل،منواضحھوكما:
منالتخلصیمكنالمسألةلحلyبدلالةعنھاوالتعبیرxأي
الأحداثياستخدامیمكنذلكمنأسھلولكنφ
أولانكتبكالمعتاد:L = T – Uبدلالةφ
باعتبارالرسممنواضحوھوالجھد،حدعنذلكبعدنبحث
:وبالتاليالصفريالجھدفرقیمثلالصورةأسفلأن

U = mgh = mgl(1 − cos φ).
:الحركیةالطاقةحدمعالشئنفس
لاجرانجمعادلةبتطبیقأخیرانقوم:

:النتیجةعلىونحصل

مثال على نظام مقید-7.2

.22 yx +=

.22 xy −= 

.22
2
12

2
1 φmmvT ==

,
φφ ∂
∂

=
∂
∂ LL

dt
d

2sin . ( )mg m Iϕ ϕ α− = ≡
 



للمثالأكثرتوضیح:
بالصورةالحركیةالطاقةحداخترنالماذا:أولا
السرعةلأن:ج
للأحداثيبالنسبةالأیسرالحدفيالتفاضل:ثانیاφ

قبل)-(أشارةوجودلاحظUالدالةفيL = T – U
الأیمنالحدفيالتفاضل:ثالثا:

مثال على نظام مقید-7.2

.22
2
12

2
1 φmmvT ==

[ ]

[ ]

( ( )

0 sin

) 1U mgh mgl cos

mgl mglcos mgl

φ

φ

ϕ ϕ ϕ

ϕ
φ

ϕ
= = −

−

∂ ∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂ ∂
∂

= = +
∂

L

v r rω ϕ= = 

2 21
2

2 2

( )d d m
dt dt

d m m
dt

ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ

∂ ∂
=

∂ ∂

 = = 




 

 
 

L
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نھاية المحاضرة

3K.S.U., College of Science, Physics & Astronomy Dept. PHYS 12 (Classical Mechanics II)  © 2015



جامعة الملك سعود
كلیة العلوم

قسم الفیزیاء والفلك
)IIفیزیاء تقلیدیة (فیز 312مقرر 

06: المحاضرة رقم
2لاجرانج معادلات 

ناصر بن صالح الزاید. د
nalzayed@ksu.edu.sa



منمكوننظاملدیناكانلوNوسمیناھاالأجساممنα = 1, …, Nمواقعوكانت
,q1الأحداثیاتنسمىسبقكما.rαھيالأجسامھذه …, qnالمعممةبالأحداثیات.

یليكماالأحداثیاتبدلالةالمواقععنالتعبیریمكن:

التاليالعكسيالتعبیریمكنبالمقابل:

3یتجاوزلاالمعممةالأحداثیاتفعددالأبعادثلاثيكارتیزينظامفيمثلاN.
ھماأحداثیینوجودمنبالرغم)7.2(السابقالبندول:مثال(x, y)أحداثیاھناكفأن

:حیثφھوواحدامعمما
r = (x, y) = (l sin φ, l cos φ).

مزدوجبندول(المجاورالشكلفيآخرومثال(:
r1 = (l1 sin φ1, l1 cos φ1)= r1(φ1)                                              (36)

r2 = (l1 sin φ1 + l2 sin φ2 , l1 cos φ1 + l2 cos φ2)= r2(φ1, φ2) (37)

الأنظمة المقیدة بشكل عام-7.3

1( , , , )       [ 1, , ], (34)r nq q t Nα α= = 

1( , , , )       [ 1, , ]. (35)r ri i Nq q t i n= = 



للنظامالمتاحةالحریةدرجاتعنالحدیثالمناسبفمنما،نظامعننتحدثعندما
ومستقلحربشكلبھایتحركأنیمكنھالتيالاتجاھاتأي
بینماوالرأسي،الحبلبینالزاویةوھيواحدةحریةدرجةلدیھالبسیطالبندول

)الثانيالحبلوزاویةالأولالحبلزاویة(للحریةدرجتانلدیھالمزدوجالبندول
لدیناكانإذا:یليكمامانظامعلىالمفروضةالقیودنفھمأنیمكنناNالأجساممن

،)أبعادثلاثةفي(مقیدالنظامفأن3Nمنأقلھيالمتاحةالحریةدرجاتوكانت
2Nمنأقلالحریةدرجاتعددكانأذامقیداالنظامیصبحبعدینفيأما
حریةدرجات6لدیھالحرالصلبالجسم.
فقطواحدةحریةدرجةلدیھاسلكعلىتتحركالتيالخرزة.
للحریةدرجتینلدیھ:مستويسطحعلىفقطیتحركجسم
الحریةدرجاتعدد=المعممةالأحداثیاتعددأنبما
درجةلكلمعادلة(الحرةدرجاتعدد=لاجرانجمعادلاتمنعددھناكأذن(
ھولونومينظام«یسمىأعلاهذكرمایحققنظامأي«holonomicأیضاوالقیود

.الھولونومیةالقیود:تسمى
أسھلحلھالأنالنوعھذامنالمقررھذامسائلجمیع

)درجات الحریة(الأنظمة المقیدة بشكل عام -7.3
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بعدین(مستويسطحعلىموجودةكرةنتصوردعنا(.
الكرةأعلافيعلامةورسمناالأصلنقطةفيالكرةوضعنالو
محورعلىكاملةبدورةالكرةحركناثمxثانیةمرةتظھرسوفالعلامةفأن
محورعلىالكرةدحرجنالوyأیضاالعلامةتظھرسوفكاملةبدورة
فأنالوترطورعلىالمرةھذهولكنالأصللنقطةوأعدناھاالكرةدحرجنالوولكن

تظھر؟لنالعلامة
الأحداثیینأنذلكومعنىxوyدقیقبشكلالحركةلوصفكافیینغیر
ثلاثتوفیرإلىنحتاجوبالتحدیدأضافیة،دورانعملیاتإلىنحتاجسوفإذن

الحركةوصفلأتمامدورانیةحركات
الأصلھي2بدلأحداثیات5لدیناصارإذن
ھولونوميغیر(یسمىالنظامھذامثل(nonholonomic

)ةالأنظمة غیر الھولونومی(الأنظمة المقیدة بشكل عام -7.3
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• Consider the Atwood machine first met in Figure 4.15 and
shown again in Figure , in which the two masses m1 and m2 are
suspended by an inextensible string (length l) which passes over
a massless pulley with frictionless bearings and radius R. Write
down the Lagrangian , , using the distance x as generalized
coordinate, find the Lagrange equation of motion, and solve it
for the acceleration Compare your results with the Newtonian
solution.

آلة أتوودز7.4مثال 

L

x
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آلة أتوودز7.4مثال 
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آلة أتوودز7.4مثال 
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آلة أتوودز7.4مثال 
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• Consider a particle of mass m constrained to move on a
frictionless cylinder of radius R, given by the equation ρ = R in
cylindrical polar coordinates (ρ, φ, z). Besides the force of
constraint (the normal force on the cylinder), the only force on
the mass is a force F = -kr directed toward the origin. Using z
and φ as generalized coordinates, find the Lagrangian L. Write
down and solve Lagrange’s equations and describe the motion.

•

جسم یتحرك على سطح اسطواني7.5مثال 
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جسم یتحرك على سطح اسطواني7.5مثال 
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جسم یتحرك على سطح اسطواني7.5مثال 
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• A bead of mass m is threaded on a frictionless circular wire
hoop of radius R. The hoop lies in a vertical plane, which is
forced to rotate about the hoop's vertical diameter with
constant angular velocity , as shown in Figure . The bead's
position on the hoop is specified by the angle e measured up
from the vertical. Write down the Lagrangian for the system in
terms of the generalized coordinate θ and find the equation of
motion for the bead

خرزة حرة على أطار یدور بسرعة زاویة ثابتة7.6مثال 

ωφ =
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خرزة حرة على أطار یدور بسرعة زاویة ثابتة7.6مثال 
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خرزة حرة على أطار یدور بسرعة زاویة ثابتة7.6مثال 
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شكرا للمتابعة

نھاية المحاضرة
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لاجرانجفيالمعممةالأحداثیاتعنالحدیثسبق:

یليكمالاجرانجمعادلاتعنعبرناثم:

یليكماوعرفناهالمعمبالاندفاعیسمىمااستحثناأیضا:

القانونيالاندفاع:أیضایسمى)3(فيالاندفاعأنإلىھنانشیرcanonical
momentumللأحداثيالمرافقبالاندفاعیسمىوأحیاناqi.

یليكماھاملتونیان:بكلمةوتختصرھاملتونیان،دالةتعرف:

یليكماالھاملتونیانتتابةیمكنفقطواحدبعدفي:

مقدمة في الھاملتونیان13.1

1 1( ,..., , ,..., , ) (1)n nq q q q t T U= − L L=

[ 1,..., n] (2)
i i

d i
q dt q

∂ ∂
=

∂ ∂ 
L L=

(3)i
i

p
q

∂
∂ 

L=

(4)i i
i

p q= −∑ L L

(5)pq T U= − = + LH
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5(المعادلةلأثبات(

ھاملتونمعادلاتلاشتقاق:

معادلات ھاملتون13.2

2 ( ) (6)pq T T U T U= − = − − = +
 LH

( , p) ( , ( , ))

1st and last term cancel

(7)

(8)

i

pq pq q q q q p

q q q qp p
q q q q q q q q q

p
q

d d p p
q q dt q dt

p
q

q qq p q
p p q p

q
p

= − = −

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∴ − + = − − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂
= ⇒

∂
∂ ∂ ∂

∴ = − = − = − = −
∂ ∂ ∂

∂
∴ = −

∂
∂ ∂ ∂ ∂

= + − =
∂ ∂ ∂ ∂
∂

∴ =
∂

  


   

 











 

 





=

H L L

H L L L L

H

H L L

H

H L

H
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ھاملتونمعادلاتإذن:

منمعادلةعنعبارةھيللحركةواحدةمعادلةھناككانلاجرانجمعادلاتفي
.)التسارعھوالمقصود(qالأحداثيفيالثانیةالدرجة

للأحداثيواحدةالأولىالدرجةمنمنھماكلمعادلتانھناكھاملتونمعادلاتفي
qللاندفاعوالثانیةp.

معادلات ھاملتون13.2

(8)p and q
q p

∂ ∂
= − =

∂ ∂
 

H H
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• Consider a bead sliding on a frictionless rigid straight wire lying along
the x axis, as shown in Figure. The bead has mass m and is subject to a
conservative force, with corresponding potential energy U(x). Write
down the Lagrangian and Lagrange's equation of motion. Find the
Hamiltonian and Hamilton's equations, and compare the two
approaches.

خرزة على سلك مستقیم13.1مثال 



خرزة على سلك مستقیم13.1مثال 



• Set up the Hamiltonian formalism for the Atwood machine, as shown
in the Figure.

آلة أتوودز13.2مثال 
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آلة أتوودز13.2مثال 
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السابقة)4(لمادلةنعود:

أكثرمفصلبشكلونكتبھا:

التالیةھاملتونمعادلاتعلىنحصلواحدبعدفيمشابھةخطواتباتباع:

عددلدیھنظاملدیناكانلوإذنn2بالمقابلفیكونالحریةدرجاتمنnالدرجةمنكلھاالمعادلاتمن
.الثانیةالدرجةمنولكنالمعادلاتمنnلدیناكانلاجرانجفي.ھاملتونمعادلاتتمثلالأولى

معادلات ھاملتون في فضاء متعدد الأبعاد-13.3

(4)i i
i

p q= −∑  LH

( , , ) ( , , ) ( , ( , , )) (9)q p q p q q q pi i
i

t p q t t= −∑  LH = H

( 1,..., n) (10)i i
i i

p and q i
q p

∂ ∂
= − = =

∂ ∂
 

H H
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• Set up Hamilton's equations for a particle of mass m subject to a
conservative central force field with potential energy U(r), using as
generalized coordinates the usual polar coordinates r and φ.

ركزیةالمالقوةتأثیرتحتأبعادثلاثةفيیتحركأنلھمسموحبالأساسالجسمأنمنبالرغم•
U(r)رةالمذكوالمركزیةالقوةأنحیثثلاثيفضاءفيیتحركیجعلھسببیوجدلاأنھإلا
.مستوىفيیدورأنللجسمتسببماغایة

rنختارفأنناولذلك• , φمعممةكأحداثیات.
• Step #1: Choose generalized coordinates: r , φ
• Step #2: Write down the T:

• Step #3: Find the generalized momenta:

أما.rباتجاهmvالعاديالخطيالاندفاععنعبارةھوrمرافقویسمىprالأولالاندفاع•
angularالزاويالاندفاععنعبارةفھوφمرافقویسمىpφالثانيالاندفاع

momentum.

ةمعادلات ھاملتلون لجسم تحت تأثیر قوة مركزی13.3مثال 

2 2 21 ( ) (1)
2

T m r r φ= + 



2          and           (2)r
T Tp mr p mr
r φ φ

φ
∂ ∂

= = = =
∂ ∂











• Step #4: Solve for :

• Step #5: Write down H as function of

• Step #6: write down the 4 Hamilton equations:

ةمعادلات ھاملتلون لجسم تحت تأثیر قوة مركزی13.3مثال 
r and φ

2(2) and (3)r ppr
m mr

φφ→ = =

, , ,rr p pφφ

22

2 ( ) (4)
2 2

r ppT U U r
m mr

φ 
= + = + + 

  
H

2

3

2

(5)

(6)

(7)

0 (8)

r

r

r

pr
p m

p dUp
r mr dr

p
p mr

p

φ

φ

φ

φ

φ

φ

∂
= =

∂

∂
= − = −

∂
∂

= =
∂

∂
= − =

∂









H

H

H

H

)2015(صالح الزاید ناصر بن . د، فیز312مقرر . قسم الفیزیاء والفلك-كلیة العلوم -جامعة الملك سعود 



• Step #7: Explain the results:
.سابقاذكرمانفسوھوالعاديالخطيالاندفاعھي)5(معادلةنتیجة•
:)6(فيوتعویضھتفاضلھبعد)5(معادلةمنprباستخدامنقوم:)6(المعادلةنتیجة•

.لیةالأصالمركزیةالقوةیمثلوالثانيالمركزیةالطاردةالقوةیمثلالأول:حدینمنیتكونوھو
الحدودترتیببعدمباشربشكلالزاويالاندفاععنعبارةھي)7(معادلةنتیجة•
الاندفاعأنوھيالأصلیةومعلومتنافرضیتنانفستكرربساطةبكل)8(معادلةنیتجة•

.)للزمنبالنسبة0=تفاضلھ(محفوظالزاوي

ةمعادلات ھاملتلون لجسم تحت تأثیر قوة مركزی13.3مثال 

2

3 (9)
p dUmr

r mr dr
φ∂

→ = − = −
∂



H
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• Consider a mass m which is constrained to move on the frictionless
surface of a vertical cone  ρ = cz in a uniform gravitational field g
vertically down. Set up Hamilton's equations using z and φ as
generalized coordinates.

معادلات ھاملتلون لجسم یتحرك على سطح قمع13.4مثال 
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معادلات ھاملتلون لجسم یتحرك على سطح قمع13.4مثال 
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معادلات ھاملتلون لجسم یتحرك على سطح قمع13.4مثال 
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معادلات ھاملتلون لجسم یتحرك على سطح قمع13.4مثال 
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شكرا للمتابعة

نھاية المحاضرة

)2015(صالح الزاید ناصر بن . د، فیز312مقرر . قسم الفیزیاء والفلك-كلیة العلوم -جامعة الملك سعود 



جامعة الملك سعود
كلیة العلوم

قسم الفیزیاء والفلك
)IIفیزیاء تقلیدیة (فیز 312مقرر 

08: المحاضرة رقم
مسألة القوة المركزیة

ناصر بن صالح الزاید. د
nalzayed@ksu.edu.sa



السابقةالأبوابفيمرةمنأكثرالمركزیةللقوةتعرضنا.
2الجسمینمسألةومنھاالتفصیلمنبشئالمركزیةللقوةنتعرضسوف-Body

Problem.
الكونیةالجاذبیةلقوةتعودالتيالمركزیةالقوةنناقشسوف.
جسمینوجودنفترضm1 and m2الموقعینعندموجودینr1 and r2

التالیةالكونیةالعلاقةباستخدامالجسمینبینالوضعطاقةعننعبر:

الفرقمقدارعلىفقطوأنماالموقعینمتجھيعلىتعتمدلاالدالةھذهأنلاحظ
علىأيبینھما

متجھاستحداثیفضلr = r1 − r2ونقومللأولالثانيالجسمنسبةعنعبارة
الدالةوتصبح.المتجھھذاباستخدام

مقدمة في القوة المركزیة–8.1

1 2
1 2

1 2

( , ) . (1)Gm mU = −
−

r r
r r

1 2−r r

( ). (2)U U r=
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التالياللاجرانجیانلدینایكوناللاجرانجیانباستخدامإذن:

اقةالطالثانيالحدیمثلحینفيالأولللجسمالحركةالطاقةالأولالحدیمثلحیث
بینالوضعأوالجھدطاقةیمثلسبقكماھوالثالثالحدوأماالثانيللجسمالحركیة
.المركزیةالقوىلأنظمةتخضعكونيجذبطاقةوھيالجسمین

مقدمة في القوة المركزیة–8.1

2 21 1
1 1 2 22 2 ( ). (3)r rT U m m U r= − = + − L
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يالتالنقطةیمثلوھو)الثقلمركزأو(الكتلةمركزتعریفمقرراتعدةفيسبق
:یليكماریاضیاوتعرفبالتساويحولھاالكتلةتتوزع

التالیةبالصورةتصبح)4(المعادلةفأنكتلتانفقطلدینایكونعندما:


رةعباھوأجسامعدةمنمكونلنظامالكليالاندفاعبأنالتذكیرالمناسبمنربما
:أيالكتلةمركزسرعةفيمضروبةللأجسامالكلیةالكتلةعن

مركز الكتلة والكتلة المختزلة–8.2

1 . (4)i i
i

m
M

= ∑R r

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2

. (5)m m m m
m m M
+ +

= =
+

r r r rR

(6)M=P R
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الجسمینلموقعيالتالیتینالعلاقتیناستخدامیمكنناالأن:

7(معادلةفيالعلاقتینصحةأثبات(:

مركز الكتلة والكتلة المختزلة–8.2

2 1
1 2    and    (7)m m

M M
= + = −r R r r R r

1 1 2 2 1 1 2 1 2

1 2

1 1 2 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2
1

1 2

1 1 2 2 1 2 2 2
2

1 2

1 1 2 2 2

1 1
2

( )

( ) ( )

( )for :

m m m m
m m M

M m m m m m m m m
M m M m m
m m M M

m m m m
m m M

M m m m
M m m

M M

+ + −
= =

+
→ = + − = + − = + −

+ +
∴ = = = +

+
+ + +

= =
+

→ = + +
−

→ = = −

r r r r rR

R r r r r r r r r
R r R rr R r

r r r r rr R

R r r r
R rr R r



)2015(صالح الزاید ناصر بن . د، فیز312مقرر . قسم الفیزیاء والفلك-كلیة العلوم -جامعة الملك سعود 



الحركیةالطاقةحدفي)7(معادلتيونستخدم)3(لمعادلةنعودالأن:

مركز الكتلة والكتلة المختزلة–8.2

2 2
2 2 2 11 1 1 1

1 1 2 2 1 22 2 2 2

2 2
2 22 2 1 11 1

1 22 2

2 2
2 22 2 11 1 1 1

1 1 1 2 22 2 2 2

2 . 2 .

.

m mT m m m m
M M

m m m mm m
M M M M

m m mm m m m m m
M M M

   = + = + + −      
      = + + + + −      

         

   = + + + + −   
   

r r R r R r

R r R r R r R r

R r R r R r

 

   

   

   

  

  

1
2

2 2
2 22 11 1 1 1

1 1 2 22 2 2 2

2 2
2 21 2 2 11 1

1 22 2 2

2 21 2 1 21 1
1 22 2 2

2 21 21 1
2 2

2 21 1
2 2

.

( )

( )( )( )

( )

(8)

m
M

m mm m m m
M M

m m m mm m
M

m m m mm m
M

m mM
M

T M µ

   = + + +   
   

+
= + +

+
= + +

= +

∴ = +

R r

R r R r

R r

R r

R r

R r
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وھيالمختزلةالكتلةاستخدمنا)8(معادلةفي:

المختزلةالكتلةعلىملاحظات:
تساويتقریباتصبحm1عندماm2 ∞
تساويتقریباتصبحm2عندماm1 ∞
تساويتصبح½mعندماm1 = m2 = m
وحداتلھاالمختزلةالكتلةھذهdimensionsالكتلةوحداتنفسkg
الأرضكتلةتقریبا=والشمسالأرضلنظامالمختزلةالكلتة!!
يتساوصغیرةوالأخرىجداكبیرةواحدةلكتلتینالمختزلةالكتلةعامبشكل

.الصغیرةللكتلةتقریبا

مركز الكتلة والكتلة المختزلة–8.2

1 2

1 2

1 2

(9)

:
1 1 1 (10)

m m
m m

or

m m

µ

µ

=
+

= +
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ھواللاجرانجیانفيالحركیةالطاقةحدأذن:

بيالنسللأحداثياللاجرنجیانوالثانيالكتلةلمركزلاجرانجیانالأولالحدیمثل.
الكتلةمركزموقعاستخدمنافقدآخربمعنىRأحدنسبةإيالنسبيوالموقع

Generalizedمعممةكأحداثیاتrللأخرالجسمین Coordinates
الكتلةمركزبحركةخاصةواحدةمرحلتینعلىالحلیمكننا)11(معادلةبحسب

النسبیةبالحركةخاصةالأخرىوالمعادلةأخرىاعتباراتأيعنتماماومستقلة
.الجسمینبین

مركز الكتلة والكتلة المختزلة–8.2

( )
2 21 1

2 2

2 21 1
2 2

CM rel

( )

(11)

R r

R r

T M

T U M U r

µ

µ

= +

∴ = − = + −

= +







L

L L
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لاجرانجیانمنالمعادلاتعلىالمعتادةبالطریقةالحصولیمكننا)11(المعادلةمن:
:)الأولالجزء(

كزمرعلىتؤثرخارجیةقوىتوجدلاأنھالأولى:زاویتینمنالنتیجةھذهإلىالنظریمكن
والثانیة.الأساسمنمعزولانظامایمثلانالجسمینأنحیثمنھمفروغأمروھوالكتلة،

.محفوظالكتلةبمركزالمرتبطالكليالاندفاعأن

الثانيالجزء(الثانیةالمعادلة(:

كتلتھجسمھناككانلوكماالمعادلةھذهفھمیمكنµمركزيلجھدیتعرضU(r)وھذه
آخربمعنى.النجمینكتلةمركزحولمنھاكلیدورالنجومأزواجأنلاحظ.حركتھمعادلة

.منھماأيتثبیتلأمكانیةالجسمینمنأيمعادلةھي

معادلات الحركة–8.3

( )2 21 1
2 2 ( )

0 constant) (12)

R r

R (R
R R

T U M U r

d M
dt

µ= − = + −

∂ ∂
∴ = → = → =
∂ ∂






 



L

L L

( )2 21 1
2 2 ( )

( ) (13)

L T U M U r

L d L U r
dt

µ

µ

= − = + −

∂ ∂
∴ = → −∇ =
∂ ∂

R r

r
r r
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منالمرةھذهولكن)الثانيالجزء(اللاجرنجیانفيالنظرنعید
:القطبیةالأحداثیاتزاوة
التاليبالتفاضلقمناعندماالأولالبابمنتذكر:

یليكمااللاجرنجیانعنالتعبیریمكنأذن:

المتغیرعلىلاجرانجمعادلاتباستخدامφ)یليمانجد)فقطالدورانأحداثي:

فقطالمختزلةالكتلةبافترضاھذاولكن.محفوظوھوالزاويالاندفاععنیعبرالناتجوالحد.

الوقت؟نفسفيالجسمینناقشنالوماذا

حفظ الاندفاع الزاوي–8.4
21

2 ( ),U rµ= −rL

ˆˆ ˆ (14)d r r r
dt

φ= = +r r r 

  φ

( )2 2 21
2 ( ) (15)r r U rµ φ= + −

L

2

2

( ) 0

constant (13)

d d r
dt dt

r

µ φ
φ φ

µ φ

∂ ∂
∴ = → =
∂ ∂

∴ =







L L

)2015(صالح الزاید ناصر بن . د، فیز312مقرر . قسم الفیزیاء والفلك-كلیة العلوم -جامعة الملك سعود 



بالعلاقةیعرفالزاويالاندفاع:

ھوللجسمینالكليالاندفاعأذن:

الكليالزاويالاندفاعأنحیث)17(المعادلةھذهعلىمھمةملاحظةLلوكمانفسھھو
rبعدعلىیدولµكتلھفقطواحدجسمھناككان

الاتجاهذلكفيبماثابتةنفسھاالكمیةفأنمحفوظالاندفاعأنحیثأخرىوملاحظة.
نالجسمینظامفإذنثابتةتظلوھيعلیھ،عمودیةالاتجاھيالضربھذانتیجةأنوحیث
.مستوىفيالأرضحولالقمرمدارمثلاثابت،مستوىفيیدور

حفظ الاندفاع الزاوي–8.4
= ×L r p

1 1 2 2 1 1 1 2 2 2

2 2
1

1 1
2

1 2
2 12

(14)

( 0) (15)

(16)

(15) & (16) in (14) :

( )

(17)

m m
m m
M M

m m
M M

m m m m
M
µ

= × + × = × + ×

= + = =

= − = −

= × + ×

= ×

L r p r p r r r r

r R r r R

r R r r

L r r r r

r r

 



 



×r r
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الأحداثيباستخداماللاجرانجیانأنقلیلقبلعرفناφھي:

ھيلاجرانجمعادلةإذن:

الأحداثيمعادلةrھي:

علىالأولالحد.قوةأیضاالآخرینالحدینوبالتاليقوة،ھوالیسارعلىالحد
قوة(المركزیةالقوةحدفھوالثانيالحدأماالمركزیةالطاردةالقوةحدھوالیمین
radialالقطریةالمعادلةتسمى)20(معادلة.)جاذبة equation

معادلتین للحركة–8.4

( )2 2 21
2 ( ) (18)r r U rµ φ= + −

L

2 const     (angular momentum) (19)r lµ φ
φ
∂

= = =
∂





L

2

2

2 2

2 3

(20)

(19) (21)

(20) (22)

dUr r
r dr

l
r

l dU l dUr r
r dr r dr

µ φ µ

φ
µ

µ µ
µ µ

∂
= − =

∂

→ =

 
∴ → = − = − 

 









L
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22(للمعادلةأولانعود(:

بالصورةالمعادلةھذهكتابةنعید:

حیثFcfالمركزیةالطاردةالقوةھي.
المؤثرةالكلیةالقوةعنالآننعبرأننستطیع:

حیثUeffالمركزيوالطاردالمركزيالجھدینمجموعأيالفعالالجھدھو:

مقابل مسألة القوة المركزیة في بعد واحد–8.5

2 2

2 3 (22)l dU l dUr r
r dr r dr

µ µ
µ µ

 
= − = − 

 


cf

2 2

cf cf cf cf3 2

(23)

where :       (24)
2

d dUr U
dr dr

l d lF U U U
r dr r

µ

µ µ

= − −

= −∇ = = − ⇒ =



[ ]cf
cf eff( ) ( ) ( ) (25)dUdU d dr U r U r U r

dr dr dr dr
µ = − − = − + = −

2

eff 2( ) (26)
2

lU U r
rµ

= +
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حولیدورمذنبمثلا(الكونيالجذبقوىحالةفيكتابتھایمكن)26(المعادلة
:بالصورة)الشمس

سالبالأولحدینعنعبارةھوالشمسحولالمذنببحركةیتحكمالذيالجھدأذن
ةالقوجھدیمثلالثانيوالحد.والشمسالجسمبینالتجاذبوسببھتجاذبيوھو

.المركزیةالطاردة

مقابل مسألة القوة المركزیة في بعد واحد–8.5

2
1 2

eff 2 (27)
2

Gm m lU
r rµ

= − +

علىخطیایعتمدالأولالحدأنلاحظ
الثانيیعتمدحینفيrالمسافةمقلوب

أنوالنتیجة.المسافةمربعمقلوبعلى
ابتعدكلماأقوىتصبحالتجاذبقوة

المذنباقتربوكلماالشمس،عنالمذنب
بحتصحیثالتنافرقوةتغلبتالشمسمن

یجةوالنت.الشمسعنالمذنبفیبتعدأكبر
نالتوازیحبققمدارأفضلفيیصبحأنھ
القوتینبین
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لمذنبالدىفیكون)سالبھ(الصفرمنأقلالكلیةالطاقةتصبحعندما
turningاتجاهتغییرنقطتینالشمسحولیدورجرمأيأو points

نالنقطتاھاتانالأسفلفيوتوضیحھاالیسارعلىالصورةبحسب
.rmaxالقصوىوالمسافةrminالدنیاالمسافةعندھما

الناقصالقطاعیشبھمسارفيیدورالمذنبأنذلكنتیجة.

ھيإلیھاالوصولللمذنبیمكنللشمسنقطةأدنىrmin

سالشملنظامالكلیةالطاقةحفظ:مبدأھوكلھاالعملیةیحكمماأن
:)25(معادلةفيالنظرنعید.الوقتنفسفيوالمذنب

بالكمیةالطرفینعلىأثرنالوdr/dt:

مقابل مسألة القوة المركزیة في بعد واحد–8.5

eff ( ) (25)dr U r
dr

µ = −

( )21
eff eff2

21
eff2

21
eff2

( ) ( ) (26)

( ) 0

( ) constant (27)

d dr d drr r U r U r
dt dt dr dt

d r U r
dt

r U r

µ µ

µ

µ

= = − = −

 → + = 

∴ + =
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الفعالةالوضعطاقةیمثلوالثانيالحركةالطاقةیثملالأول:حدینمنتتكون)27(معادلة
Effective Potential Energy.الزمنمع)محفوظة(ثابتةكمیةیمثلومجموعھما.

كتابةنعیدثم،)26لمعادلةارجع(الفعالةالوضعطاقةفيالأصلیةالحدودنعیدأنالمناسبمنربما
:التاليعلىونحصل)27(المعادلة

صفالنالحركةباستخدامفقطولكنجسمینمنمكونلنظامالأساسیةالحركةمعادلةعبرنافقدوبھذا
.d-1فقطواحدبعدفيحركةمعادلةالآنلدیناأنأيفقط،rالبعدفيبھاونقصدقطریة

للنظامالكلیةالطاقةأن)28(معالدةإلیھتشیرماأھمEالزمنمعقیمتھاتتغیرلاأيمحفوظةطاقةھي
.محفوظایظلالذيھوكلھالمجموعوأنماالزمن،معثابتحدكلبأنتقوللاولكنھا

حفظ الطاقة الكلیة–8.5

2 2 2 21 1 1
eff2 2 2( ) ( ) (28)r U r r r U r Eµ µ µ φ+ = + + =
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المسافةفيدوالوھيالحركةمعادلاتباشتقاقالآنحتىقمناrوالزمن.

عنالتعبیرمنلابد)آخركوكبأيأوالمذنبمدار(الفلكمعادلةعنوللبحثrبدلالةφ

القوةحدودباستخدامصریحبشكلعنھاونعبر)22(لمعادلةنعود:

یليكماالأحداثیاتتغییرإلىنحتاجالآن:

equation of orbitالفلك ) المدار(معادلة –8.5

2

3 (29)r
lr F
r

µ
µ

= +

2

2

2

2 2 2 2

2 2

1 1 (30)

(31)

1( )

( ) (32)

u or u
r r

and
d d d d d u d
dt dt d d r d d

d u d dur r
dt d u d
d u d du u d ur r
dt d d d

φ φ
φ φ µ φ µ φ

µ φ µ φ

µ φ µ φ µ φ

= =

= = = =

→ = = = −

 
∴ = = − = − 
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القطریةالمعادلةتصبحأذنradial equation)التالیةبالصورة)20معادلة:

حلھاوالمطلوبمركزیة،قوةتأثیرتحتیدورجسملأي)الفلك(المدارمعادلةھي)34(المعادلةھذه
.بالنظامالمتعلقةالجھدوطاقةالمؤثرةالقوةبحسبنظامللك

equation of orbitالفلك ) المدار(معادلة –8.5

2 2 2 2 3

2

2 2

2 2 2 2 3

2

2 2 3

2 2 2 2 2

2

( )

( )

( )           (33)

o

( ) ( ) ( ) (34)
( )

r

u u uF r

u u uF r

u uF r
u

u u F r
u

u

µ
µ φ µ

µ φ

µφ φ
φ

µ
µ µ

φ µ

∂
− = +

∂

∂
∴− = +

∂

′

∂
→ =

−

−
∂

′ −

−

=
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كبیرةمجموعةأنھعلىالصلبللجسمینظرNشكلھیتغیرلاجسماتكونالتيالجسیماتمن.

كذلكتتغیرلاثابتةالصلبللجسممكونینأيبینالمسافة

منیتكونعامانظاماقارنالوN3عددفیلزماصلبغیرولكنھالجسیماتمنN3أيالأحداثیاتمن
.كاملبشكلالنظاموصفیتمحتىجسیملكلأحداثیات

لوصفأحداثیاتثلاثةمنھافقط،أحداثیات6ھویلزممافكلصلبجسمھوالنظامھذایكونعندماأما
.المركزذلكحولللجسمالدورانحركاتلوصفأخرىوثلاثةCMثقلھمركزموقع

الثقللمركزالانتقالیةالحركة:رئیسیینقسمینإلىالصلبالجسمحركةتقسم:ثانیةناحیةمن
translational motion of the center of massالمركزذلكحولوالدورانrotation of the

body around the CM

السابق8رقمالبابفيبدأناھاوالتيالصبالجسمحركةمفھومفينتوسعسوفالبابھذافي

مقدمة عامة
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منیتكونصلباجسمانتصورNبالرموزلھانرمزالجسیماتمنα = 1,…, Nھيمنھاكلكتلةmα
.الأصللنقطةبالنسبةrαھووموقعھ

والتكاملالجمعبالصیغتینیليكما)الثقل(الكتلةمركزنعرفسبقكماأذن:

ترمزحیثMالكلیةالكتلةإلى.

یليكماللنظامالكليالاندفاععنفیعبرذلكوعلى:

ختزلتالنظامسرعةأنباعتبارالشكلحیثمنواحدلجسمنفسھھوالأجساممنلنظامالكليالاندفاعأنأي
.الكتلةمركزسرعةفي

المؤثرةالخارجیةالقوةعلىنحصلللزمنبالنسبةتفاضلھاتملو)2(معادلة:

Properties of CMخصائص مركز الكتلة -10.1

1

1 1 (1)R r R r
N

m or dm
M Mα α

α=

= =∑ ∫

(2)P p r Rm Mα α α
α α

= = =∑ ∑ 



(3)F Rext M= 
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عندالكتلةمركزأناعتبرنالو.الطریقھبنفسإلیھینظرللنظامالكليالزاويالاندفاعRوالجسیمαعند
rαعندیوجدالكتلةلمركزبالنسبةالجسمذلكفأنr’α

یليكماحدود4علىنحصل)6(معادلةفي)4(باستخدماقمنالو:

الصلبالجسمثقلمركزموقعیبینالمجاورالشكل

mαاختیارهتمجسیمموقعوكذلكالأصللنقطةبالنسبة

الكتلةلمركزنسبةأوالأصللنقطةبالنسبةسواءوموقعھ

Properties of CMخصائص مركز الكتلة -10.1

(4)
(5)

totalangular momentum:
= (6)

r R r
r p r r

L r r

m

m

α α

α α α α α α

α α α α

′= +
∴ = × = ×

= ×∑ ∑









= (7)L R R R r r R r rm m m mα α α α α α α α′ ′ ′ ′× + × + × + ×∑ ∑ ∑ ∑ 
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علىتعتمدلاالتيالحدودبعزلنقوم)7(المعادلةفيαأنبالاعتبارالأخذمع∑𝑚𝑚𝛼𝛼 = 𝑀𝑀:

عنالسابقة4معادلةمنبالتعویض(0=الثالثالحدأنأثباتبسھولةیمكن)8(المعادلةفيr’α(حیث
.بعضابعضھمافیلغيمتساویینحدینعلىنحصلMعلىوبالقسمةحدین،علىتحصل

لدینابقىیتأذن.أیضاصفرعلىفنحصلالثانيالحدنفاضلعندماالتعویضنفسواستخدامالطریقةبنفس
:یليما

الثانيحدالیمثلحیثفيالأصل،لنقطةبالنسبةالثقللمركزالكلیةالزاويالاندفاعالأولالحدیمثلحیث
.نفسھالثقللمركزبالنسبةللحركةالكليالزاويالاندفاع

Properties of CMخصائص مركز الكتلة -10.1

( )
( )

=

(8)

L R R R r r R r r

R R R r r R + r r

R R R r r R + r r

m m m m

m m m m

M m m m

α α α α α α α α

α α α α α α α α

α α α α α α α

′ ′ ′ ′× + × + × + ×

′ ′ ′ ′= × + × + × ×

′ ′ ′ ′= × + × + × ×

∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

 

 

 

 

 

 

0 (9)r mα α′ =∑

= (10)L R P r rmα α α′ ′× + ×∑ 
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یليكماأوضحبشكل)10(المعادلةكتابةأعادةیمكن:

الاندفاعیمثلالأولالحد:ھماحدینعلىفنحصلالشمسحولیدوركوكبعلىالعلاقةھذهطبقنالو
بسببللكوكبالزاويالاندفاعالثانيوالحدالشمس،حولالكتلةلمركزالمداریةبالحركةالمرتبط

:أنأيكتلتھ،مركزدورانھحول

یليكماللنظامالكلیةالحركیةالطاقةعننعبر:صلبجسملنظامالحركیةللطاقةبالنسبة:

سبقكماصفریساوي)14(فيالثالثالحدحیث

Properties of CMخصائص مركز الكتلة -10.1

= (motion of CM) (motion relative to CM) (11)L L L+

= (12)L L Lorb spin+

( )

2

1
22 2 2

2 2

2 2

1= (13)
2

(4) 2 .

1 1= . (14)
2 2
1 1= (15)
2 2

r

r R r R r R r

R r R r

R r

N

T m

T m m m

T M m

α α
α

α α α α

α α α α α

α α

=

′ ′ ′→ = + = + +

′ ′∴ + +

′∴ +

∑

∑ ∑ ∑

∑
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یليكماأوضحبشكل)15(المعادلةكتابةأعادةیمكن:

أذن:الدورانھيالكتلةمركزحولبھایقومأنالصلبللجسمالممكنةالوحیدةالحركة

لىإالوقتنفسفيوتتحركالثانيالحدلتعطينفسھاحولتدور:السیارةعجلةتصورذلكعلىكمثال
.الأولالحدلتعطيالأمام

بأننصرحلمالاشتقاقأثناءأنناحیثالحركیةللطاقة)14(المعادلةعلىمھمةملاحظةھناكRموقعھو
فيلبالصالجسمطرقعلىنقطةاخترناأنناولنفترض.نقطةلأیةموقعااعتبارهفیمكنولذاالكتلةمركز
وكأنالخارجيالأطارفينقطةوتصوروتدورتتحركسیارةعجلةتصورمثلا(لحظيسكونحالة

تساويالمعادلةفيوالأخیرالأولالحدالحالةھذهفي.)النقطةتلكحولبكاملھاتدورلحظیاالعجلة
:یليكماالحركیةالطاقةتصبحولذاالثانيالحدإلالدینایبقىولاأصفارا

فیز210تذكر(فقطخطيأوفقطدورانيكحدكلھالحركةالطاقةلحدالنظریمكنأنھذلكومعنى(

Properties of CMخصائص مركز الكتلة -10.1

= (motion of CM) (motion relative to CM) (16)T T T+

= (motion of CM) (rotation about CM) (17)T T T+

21= (18)
2

rT mα α′∴ ∑ 
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مركزمنیمرعمودحولتدورخشبقطعةمثلاثابت،محورحولالدوراننناقشسوفالجزءھذافي
.zمحورھوالدورانمحورأنونعتبر.ثقلھا

ھيللدورانالزاویةالسرعةأننعتبرω،الكليالزاويالاندفاعحسابونریدL.قالبأننتصورسوف
:ھوالكليالزاويالاندفاعفیصبحولذاmαمنھاجزئكلكتلةجزئیاتمنمكوناللوح

محورحولھوالدورانأنحیثzالزاویةالسرعةمركباتفنكتبفقطωالمتجھوrیليكما:

النتیجةلھذهالوصوللكیفیةالمرفقةللصورةانظر.

Rotation about a fixed axisالدوران حول محور ثابت -10.2

, (21)
where : .
L r v

v ω r
mα α α α

α α

= = ×

= ×
∑ ∑l

( )
2 2

(0,0, )    and     ( , , ).
so   ( , ,0)

( , , ). (22)

ω r
v ω r

r v r ω r

x y z
y x

m m

m z x z y x y

α α α α

α α α α

α α α α α α α

α α α α α α α

ω
ω ω

ω

= =
= × = −

→

= × = × ×

= − − +

l
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الزاويللاندفاعفقطالرأسیةالمركبةعلىنحصلالسابقةالمعادلةمنzیليكما:

محورحولالقصورعزمتمثلالأخیرةالمعادلةzmoment of inertia about the z axis

المعروفةالعلاقةاستخدامبعدتكتبأنممكن)18(الحركیةالطاقةعلاقة:vα=ραω

فیز210مقررراجع(الرأسيمحورهحولیدورلجسمالفیزیاءفيمعروفةعلاقةوھي(.

الأخریینالمركبتینفيالآننبحثxوyالزاويللاندفاع:

محورحولالدورانكونمنبالرغمأنھتعنیانالزاويللاندفاعالنتجتانھاتینzفاتجاهوبالتاليالرأسي
علىأحیاناللصفرمساویینغیر)27(فيالحدینكونفأنالاتجاه،نفسفيیكونωالزاویةالسرعة

L=IωالعلاقةدقةعدمربماوبالتاليzالاتجاهفيدائمابالضرورةلیسLالاندفاعأنعلىیدلالأقل

Rotation about a fixed axisالدوران حول محور ثابت -10.2

2 2 2

2 2

2

is the distance o

(

f any point from the axi

) (24)

where : s

(25)

z z

z

L m x y m I

x y

I m

α α α α α

α α

ω ωρ ω

ρ

ρ

= + = =

= +

=

∑ ∑

∑

2 2 2 2 21 1 1 1= (26)
2 2 2 2

r zT m m v m Iα α α α α αρ ω ω′ = = =∑ ∑ ∑

       and       (27)x yL m x z L m y zα α α α α αω ω= − = −∑ ∑
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شكرا للمتابعة
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السابقةالمحاضرةفيعلیھاحصلناالتيالمعادلاتبآخرللتذكیر:

مضروبات العزوم

( )
2 2

(0,0, )    and     ( , , ).
so   ( , ,0)

( , , ). (22)

ω r
v ω r

r v r ω r

x y z
y x

m m

m z x z y x y

α α α α

α α α α

α α α α α α α

α α α α α α α

ω
ω ω

ω

= =

= × = −

→

= × = × ×

= − − +

l

2 2 2

2 2

2

is the distance o

(

f any point from the axi

) (24)

where : s

(25)

z z

z

L m x y m I

x y

I m

α α α α α

α α

ω ωρ ω

ρ

ρ

= + = =

= +

=

∑ ∑

∑

2 2 2 2 21 1 1 1= (26)
2 2 2 2

r zT m m v m Iα α α α α αρ ω ω′ = = =∑ ∑ ∑

       and       (27)x yL m x z L m y zα α α α α αω ω= − = −∑ ∑
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الكمیةتسمىأیضا،وللتذكیرIالقصوربعزمعامبشكلmoment of inertiaتشیرتذییلھلھویضاف
IzوIyكذلكوھناكxمحورحولالقصورعزمIx:فمثلاالمحاورأحدإلىالعزمھذانسبةإلى

24(العلاقةإلىتوصلنافقدالسابقةالمحاضرةبحسب(القصورلعزمIzمعادلةوأما)فیمكن)27
IyzوIxzنسمیھسوفالتناسبوثابتωالزاویةالسرعةمعطردیاتتناسبانLyوLxمنكلاأنملاحظة

:أنأيالترتیبعلى

العطالةمضروباتأحیانا(للجسمالذاتيالقصورعزوممضروبات)29(معادلةفيالكمیتیننسمي(.
للدورانالقصورلعزومترمزأنھاأيyأوxأماآخرحرفإلىأضافةzبالحرفمذیلمنھاكلاأنلاحظ
:إلىنحتاجالقصورعزوممنظومةتكتملوحتى.zمحورحول

زملائھمعترمیزیایتوافقحتىفقطولكن)24(معادلةفينفسھوھو

مضروبات العزوم

( ) ( )

       and       (27)

       and       

       and       (28)

:        and       (29)

x y

x y

x xz y yz

xz yz

L m x z L m y z

L m x z L m y z

L I L I

where I m x z I m y z

α α α α α α

α α α α α α

α α α α α α

ω ω

ω ω

ω ω

= − = −

→

= − = −

∴ = =

= − = −

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

2 2 2( ) (30)zzI m m x yα α α α αρ= = +∑ ∑
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محورحولیدورالذيللجسمكاملبشكلالزاويالاندفاعكتابةیمكنإذنzیليكما:

المضاریبتلكحسابإلىنحتاجالاندفاعوحسابالمعادلةھذهحلیمكنناحتى)Ixz, Iyz, Izz(جسملكل
.وأبعادهشكلھبحسب

للتوضیحمثالبحلنقومالتالیةالشریحةفي.

مضروبات العزوم

( ), , (30)L xz yz zzI I Iω ω ω=
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 Calculate the (simple) moments and products of inertia for rotation about the z
axis of the following rigid bodies:

(a) A single mass m located at the position (0, yo, zo) as shown in the figure below
left.

(b) The same as in part (a), but with a second equal mass placed symmetrically
below the xy plane (below middle).

(c) A uniform ring of mass M and radius ρo centered on the z axis and parallel to the
xy plane (below right)

حساب مضروبات عزوم القصور10.1مثال 
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• (a) The products we have to calculate are:

Since x = 0, these reduce to

This confirms that L is not along the rotation axis (this one is going to
wobble).

• (b) For the two mass system, we have to calculate sums:

This illustrates that when symmetries occur (like the one about the y axis in
this case), the product of inertia for that axis can become zero. In this case,
there is reflection symmetry about the y axis. Because both Ixz and Iyz are
zero, L is along the rotation axis. Note that both rods experience a torque,
but they balance.

• (c) For the ring, we would normally have to do an integration, but due to the
symmetry we can do this without a formal mathematical integration. You
can easily see that Ixz = 0, since the x coordinate for each element of mass
can be paired with another with negative x coordinate. Likewise for Iyz.
Since (x2 + y2) = ρo

2 = constant, Izz is just

)الحل(حسبا مضروبات عزوم القصور10.1مثال 

;        ;xz yzI m x z I m y zα α α α α α= − = −∑ ∑ 2 2( ).zzI m x yα α α= +∑

20;        ;         xz yz o o zz oI I my z I my= = − =

20;        [ ( ) 0;         2xz yz o o o o zz oI I m y z y z I my= = − + − = =

( ) 2 2 .zz o oI m Mα ρ ρ= =∑
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الجزءالمثالھذافيمھمةملاحظةھناك(c)عداالصفرتساويالعزوممضروباتأنحیثIzzالذي
.متوقعھوكماالقطرنصفمربعفيالكتلةیساويببساطةكان

محورحولمتناسقاالنظامیكونعندماأنھنستفیدھاالتيالمھمةالفائدةzذلكحولتدورعجلةمثل
.Izzعداصفراتساويالمضاریبجمیعفأنالمحورحولتمامامتناسقةالعجلةكتلةتكونبحیثالمحور

)الحل(حسبا مضروبات عزوم القصور10.1مثال 
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 (a) A thin uniform rod of mass M and length L lies on the x axis with one end at
the origin. Find its moment of inertia for rotation about the z axis.

 (b) What if the rod’s center is at the origin?
(a) Because the rod is uniform, it has a uniform density that we can characterize as
a linear mass density µ = M/L.: We want to find the products of inertia Ixz, Iyz and
Izz. Because this is a thin rod (i.e. we are not supposed to worry about the
thickness), we need to take y = z = 0, so Ixz and Iyz are identically zero. The
remaining sum,

is to be converted to an integral over the length by considering an element of mass 
dm = µ dx:

Because µ = constant, we have the solution

(b) To calculate it for rotation about the rod center, we simply integrate from −L/2
to L/2:

حساب مضروبات عزوم القصور لعمود یدور10.2مثال 

2 2 2( )zzI m x y m xα α α α α= + =∑ ∑

2

0
.

L

zzI x dxµ= ∫

3
2 21

30
.

3
L

zz
LI x dx MLµ µ= = =∫

( ) ( )3 3
/2 2 21

12/2

/ 2 / 2
.

3 3
L

zz L

L L
I x dx MLµ µ

−

 −
 = = − =
  

∫
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وسمیناهثابتمحورحولالدورانعنالآنحتىنقاشناكانعامبشكلzوأنمادائمایحصللاھذاولكن
كليفویتقلبالفضاءفيحراسقوطایسقطصندوقاتخیلتلومثلاالحرالدورانفیھایتمحالاتتوجد

.الاتجاھات

زاويباندفاعیسمحالمحوریكونعندماولكن.الدورانحولھایتمأنیمكنمحاورعدةھناكأذنLیكون
Principalالرئیسيالمحور:المحورنسميالحالةھذهففيωالزاویةالسرعةاتجاهنفسھواتجاھھ
Axes

یليكماالزاویةالسرعةنكتبحرةأبعادثلاثةفيأذن:

22معادلةانظر(بالعلاقةالزاويالاندفاععننعبروبالتالي(:

متجھلأيr = (x, y, z)یليكماكتابتھیمكن:المضروبمنالحدود:

العلاقةاستخدامیمكنأوالفكلطریقةالتالیةالشریحةانظر:

The Inertia Tensorممتدة عزم القصور -10.3

( , , ).x y zω ω ω=ω

( ) (31)r v r ω rL m mα α α α α α= × = × ×∑ ∑
( )× ×r ω r

( ) 2 2

2 2

2 2

[( ) ,

( ) ,

( ) ] (32)

r ω r x y z

x y z

x y z

y z xy xz

yx z x yz

zx zy x y

ω ω ω

ω ω ω

ω ω ω

× × = + − −

− + + −

− − + +

( ) ( ) ( )× × = ⋅ − ⋅A B C B A C C A B
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یليكماالزاويالاندفاعلمركباتالعامةالصورةكتابةیمكنناومنھا:

حیث:

راءأجخلالخاصةمعھاالتعاملبساطةأجلمنممتدةبصورةالمعادلاتھذهكتابةبتسھیلذلكبعدنقوم
.المختلفةالریاضیةالعملیات

33(معادلاتعنعوضاالتاليبالطریقةالزاويالاندفاععننعبرسوف(:

The Inertia Tensorممتدة عزم القصور -10.3

(33)
x xx x xy y xz z

y yx x yy y yz z

z zx x zy y zz z

L I I I
L I I I
L I I I

ω ω ω
ω ω ω
ω ω ω

= + +
= + + 
= + + 

2 2

2 2

2 2

( )

( )

( )

xx yx zx

xy yy zy

xz yz zz

I m y z I m y x I m z x

I m x y I m z x I m z y

I m x z I m y z I m x y

α α α α α α α α α

α α α α α α α α α

α α α α α α α α α

= + = − = −

= − = + = −

= − = − = +

∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑

3

1
or       (34)i ij j i ij j

j
L I L Iω ω

=

= =∑
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مصفوفاتبصورةكتابتھاویمكننا:

الكمیة)35(معادلةفيIالقصورعزمممتدةتسمىmoment of inertia tensor

والممتدةالمصفوفةبینالجوھريالفرقtensorالكمیةأنأيمتجھيبشكلالحقیقةفيھيالأخیرةأنI
.كذلكمتجھةكمیةھوالمصفوفةناتجوبالتاليمتجھھكمیةھي

الممتدةھذهممیزاتبعض:

التناسق:أولا:Iij = Iji

المصفوفةمنقول:ثانیاtranspose:النقلعملیاتتحتالمصفوفةھذهتتغیرلا

The Inertia Tensorممتدة عزم القصور -10.3

, , (35)I ω L
xx xy xz x x

yx yy yz y y

zx zy zz z z

I I I L
I I I L
I I I L

ω
ω
ω

     
     = = =     
         

L Iω=

T .=I I
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ھيالكلیةكتلتھبأننفترضمكعبلدیناMحرفھوطولaالأصلنقطةعندالسفليركنھحولویدور
.الثلاثةالمحاورمنأيعلىیكونفممكنالدورانمحورحددناأننامعناهلیسوھذا.الشكلفيكما

الجمععملیاتتحویلفعلیناالشكلمنتظمالمكعبأنبما Σتكاملعملیاتإلى.

تكاملات9بإجراءنقومأنعلینا)33(المعادلاتبحسب.
Ixxفأنالشكلمنواضحھوكماولكن = Iyy = Izzالثلاثةلھذهوبالتالي
.النتیجةنفسلھاالمختلطةالعزومكذلك.النتیجةنفسعزوم

.تكاملینإلىفقطنحتاجإذن

یليكماالسابقالتكاملكتابةیمكن:

ممتدة العزوم لجسم بشكل مكعب10.2مثال 

2 2

2 2

0 0 0
3

( )

( )

/

xx

a a a

xx

I m y z

I dx dy dz y z

M a

α α α

ρ

ρ

= + ⇒

= +

=

∑
∫ ∫ ∫

( )2

0 0

2

0 0 0

2 2

0 0 0

5 22 2
3 30

( )
a a

a a a

xx

a aa a

I dx dy dz

dx dy z dzdx y dy

y z

a Madz

ρ

ρ ρ

= +

= + = =∫ ∫ ∫

∫

∫

∫ ∫

∫ ∫
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المختلطةالتكاملاتأما:

مصفوفةأذنIتصبح)35(معادلةفي:

الزاويالاندفاعحسابمثلاأردنالوLمحورحولx:

ممتدة العزوم لجسم بشكل مكعب10.2مثال 

5 21 1
4 40 0 0 0 0 0

xy

a a a a a a

xy

I m x y

I dx dy dz xy xdx ydy dz a Ma

α α α

ρ ρ ρ

= − ⇒

= − = − = − = −

∑
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

2 2 22 1 1
3 4 4

2 2 21 2 1
4 3 4

2 2 21 1 2
4 4

2

3

  [about a c
8 3 3
3 8 orner]

1
3

3 3 8
2

I
Ma Ma Ma
Ma Ma Ma
Ma Ma Ma

Ma
   
   = =

−

  
     

− −
− −
− −

−
− −
− −

2 2

2

 ,  0,  0

2 1 1,

(
8 3 3
3

,
3 4

)
8

0 3 (36)
12 12

0 3
8 3

3

: ( )

3 8

4

ω

L = Iω =

L

Ma Ma

or Ma

ω ω
ω
ω

ω

ω

     
     ∴ = −     
     −  

− −
− −
−  

=

−

= − −
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سوف:المكعبمركزفيواقعةالأصلنقطةبأننفترضالمرةھذهفيولكنالسابقالمثالنفسنكرر
Ixxللعزومالتكاملاتأننلاحظ = Iyy = Izzالتكاملحدودتغییرمعالسابقةنفسھاھي:

ھيالعزومممتدةتصبحأذن.أصفاراتساويالمختلطةالحدودجمیع:

ممتدة العزوم لجسم بشكل مكعب10.2مثال 

( ) 2 3 22 1
/2 /2 /2 2

/2 / 3 6

/2 /2 /2 /2 /2 /2

/2 /2 /2 /2

/2 /2 /22

/2 /2 2/

2

/2

/2

2

/

2 ( / 2)

and :

, 0

a a a

a a axx

a a a a a a

xy a a

a a a

a a a

a a a a

I a a Ma

I dx dy dz xy x

dx dy zdx y dy dz

dx ydy

z

d

d

z

ρ ρ

ρ ρ
−

− − − −

− − − −

−

−

−
= + = =

= − = − =

∫ ∫∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

2

2

2 2
2

2

1 0 0
0 1 0
0 0 1

01
6

1  = [about CM]        (37

0

0 0

0 0

(38)
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1
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ممتدة العزوم لجسم بشكل مخروط10.3مثال 
• Let’s do one more example—Find the moment of inertia tensor I for a spinning top

that is a uniform solid cone (mass M, height h, and base radius R) spinning about its
tips. Choose the z axis along the axis of symmetry of the cone, as shown in the figure.
For an arbitrary angular velocity ω, what is the top’s angular momentum L?

• The Izz element is given by the integral:

where the volume density is 

• This is most easily solved in cylindrical polar coordinates, 

(ρ, φ, z), where ρ2 = (x2 + y2).  NB: The two rho’s are different! Then

• The Ixx and Iyy elements are equal, and are

2 2( ),zz V
I dV x yρ= +∫

( )2/ 3 / .M V M R hρ π= =

2 2 2 23
20( ) ( 4 ).xx V

I dV y z M R hρ= + = +∫

2 / 2

0 0 0
4

/ 3 4 2

0 0 0

32
2 10

h Rz h

zz

h Rz h h

I dz d d

Rdz d z dz MR
h

π
ρ φ ρ ρ ρ

πρπρ ρ ρ

=

 = = = 
 

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
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ممتدة العزوم لجسم بشكل مخروط10.3مثال 
• All of the off-diagonal elements are zero. Note that symmetry about any two axes

guarantees that all of the off-diagonal elements are zero. Then, the moment of inertia
tensor is:

• The last form is just for further discussion.  A matrix with all zero off-diagonal elements 
is, as we said, called a diagonal matrix.  We can then write

• What this means is that whenever ω points along one of the three coordinate axes, L
and ω are parallel.  This brings us (finally) to the concept of principal axes of inertia.

• While this may not look remarkable, notice that if the angular velocity w points along 
one of the coordinate axes, then the same is true of the angular momentum L. For 
example, if w points along the x axis, then ωy = ωz = 0, hence:

2 2
1

2 2
2

2
3

4 0 0 0 0
3 0 4 0 0 0 .
20

0 0 2 0 0

R h
M R h

R

λ
λ

λ

 +  
   = + =   
     

I

1 2 3( , , ).x y zλ ω λ ω λ ω= =L Iω

1( ,0,0)L Iω xλ ω= =
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رئیسیةمحاور3لھاالصلبةالأجسامجمیعأنإلىالآنحتىتعرفناprincipal axesكیفعرفناكما
المائلالقطريالمحورفيواقعةالرئیسیةللمحاورالمنسوبةالعزومتكونبحیثالعزومممتدةنشكل

.للممتدة

بالصورةالزاويالاندفاعمتجھعنعبرنالذلك:L = (λ1ω1, λ2ω2, λ3ω3).

نظامبالالمرتبطالأسناديالأطارذلكومنھاالأسناد،أطرعنالحدیثالدراسيالفصلأولفيكذلكسبق
.یدورأوحركیتنفسھالنظامكانلوحتىللنظامبالنسبةثابتایعتبروبالتاليالنظاممعیتحركأينفسھ،

الصلبالجسمحركةیصفالذيھوأسناديأطارتصوربالإمكانإذنbody frameمرتبطآخروأطارا
جسمالأطارالأولونسمي.لھبالنسبةثابتاأومستقراویعتبرتمامامعھیتحركبحیثالصلببالجسم
spaceالفضائيالأطاروالثاني frame.ھيالأطارھذاأحدثیاتأننعتبرسوفx, y, zونستخدم
,e1ھيمتجھاتوحدات e2, e3الأحداثیاتنظامعلىعملیاتناضمن.
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الزاويالاندفاعوبینالخطيالاندفاعحالةفيوالقوةللزمنبالنسبةالاندفاعتفاضلبینالعلاقةتذكر
:التالیةالعلاقةلدینالذلك.الدورانحالةفيالليوعزم

التالیةبالعلاقةالنظامانیرتبط:

أولارمعادلات:یسمىماإلىنصلالعلاقةھذهومنEuler’s equation

قلیلقبلالمذكورةالعلاقةباستخدامL = (λ1ω1, λ2ω2, λ3ω3).إلىالمعادلةھذهنفكأننستطیع
أولارمعادلاتنسمیھامختلفةمعادلاتثلاث

Eulers Equationsمعادلات أولار -10.7

τ
space

Ld
dt

  =  (28) 
 

    

space body

L L ω Ld d
dt dt

   = + ×  (28)   
   

    

τL ω L+ × =  (29)     
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بالصورةأولارمعادلاتعلىالحصولإذنیمكننا:

الكمیةالمعادلاتھذهتعطيwرفةلمعالحاجةبسببالشئبعضصعباحلھاویتعبر.الجسملاطاربالنسبة
.المعطاةالليعزومقیم

الصفرتساويالليعزومقیمكانتلوأسھلالمعادلاتھذهتصبح.
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شكرا للمتابعة

نھاية المحاضرة
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