
1 باب
الحقيقية الأعداد حقل

والنسبية الصحيحة و الطبيعية الأعداد 1.1
الرياضي الإستقراء و بيانو مسلمة 1.1.1

(Peano′s Postulates and Induction)
.N الطبيعية الأعداد لمجموعة رياضي تعريف حول مسلمة هي بيانو مسلمة

بيانو مسلمة 1.1.1 مبرهنة
يلي: ما تحقق N بها نرمز و الطبيعية الأعداد مجموعة تسمى وحيدة مجموعة توجد

الخالية. المجموعة ليست N •
.n للعنصر الموالي يسمى N في s(n) وحيد عنصر يوجد Nمن n عنصر لكل •

.Nمن عنصر لأي موالي ليسعنصر N mفي وحيد عنصر يوجد •
.s(p) ̸= s(q) فإن N في p ̸= q كان إذا •

(1 الرياضي الإستقراء (مبدأ •
لكل الموالية العناصر على تحتوي و m العنصر على تحتوي التي N من الجزئية المجموعة

.N هي عناصرها
.n للعدد الموالي العنصر n+ 1 بالرمز نرمز mو العنصر عن عوضا 1 بالرمز سنرمز يلي ما وفي

سنكـتب
2 = s(1), 3 = s(2), 4 = s(3), 5 = s(4), . . . ,

1.1.2 مبرهنة
طبيعي. لعدد موالي عنصر هو n ̸= 1 و Nمن n عنصر كل

البرهان
.P = s(N) ∪ {1} المجموعة لتكن

.P = N إذا .s(P ) ⊂ s(N) ⊂ P ,P ⊂ N ,1 ∈ P

(2 الرياضي الإستقراء (مبدأ 1.1.3 مبرهنة
يحقق و n ∈ Nلكل P (n) رياضيا تقريرا لدينا كان إذا

1
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صائبا تقريرا P (1) .1
كذلك. صائبا P (n+ 1) التقرير فإن صائبا P (n) التقرير كان إذا .2

.n ∈ N كان مهما صائبا P (n) التقرير إذا
البرهان

الإستقراء مبدأ تحقق P المجموعة صائبا. P (n) يكون بحيث n ∈ N مجموع P المجموعة لتكن
.P = N إذا 1 الرياضي

(3 الرياضي الإستقراء (مبدأ 1.1.4 مبرهنة
يحقق و n ∈ Nلكل P (n) رياضيا تقريرا لدينا كان إذا

صائبا تقريرا P (1) .1
كذلك. صائبا P (n+ 1) التقرير فإن صائبة P (1), . . . , P (n) التقارير كانت إذا .2

.n ∈ N كان مهما صائبا P (n) التقرير إذا
البرهان

صائبا. P (n) يكون بحيث n ∈ N مجموع P المجموعة لتكن
.P = N إذا 1 الرياضي الإستقراء مبدأ تحقق P المجموعة

1.1.1 تعريف

التالية المجموعة نعرف n طبيعي عدد لكل .1
S(n) = {s(n), s(n+ 1), . . . , } = {sp(n); p ∈ N}

sp(n) = s ◦ . . . ◦ s︸ ︷︷ ︸
p times

(n). مع

.m ∈ S(n+ 1) كان إذا n طبيعي عدد من mأكبر طبيعي عدد أن نقول .2
1.1.1 ملاحظة

أن نجد التعريف بهذا .1
N = S(1), S(n) ∪ {1, . . . , n} = N.

عنصر له عنصر كل أن (يعني .s بالدالة متغيرة غير و n على تحتوي مجموعة أصغر هو S(n) و
المجموعة). في موالي

.n ≤ m mأو ≤ n m,nفإن ∈ Nلكل .2
.n ≤ p mفإن ∈ Nلكلm+ n ≤ m+ p كان إذا .3
.m ∈ Nلكلm · n ≤ m · p فإن n ≤ p كان إذا .4

1.1.2 تعريف
.Nمن خالية غير جزئية مجموعة P لتكن
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نرمز و p ∈ P لكل n ≤ p كان إذا P المجموعة في عنصر أصغر هو P من n عنصر أن نقول .1
.n = minP بذلك

نرمز و n ∈ P لكل n ≤ m كان إذا P المجموعة في عنصر أكبر هو P mمن عنصر أن نقول .2
.m = supP بذلك

1.1.5 مبرهنة

عنصر. أصغر على تحتوي Nمن خالية غير P جزئية مجموعة كل .1
عنصر. أكبر على تحتوي N في منتهية مجموعة كل .2

للعد القابلة المجموعات 1.2
1 تعريفات

نكـتب الحالة هذه في و ,f : X −→ Y تكافئ وجد إذا متكافئتين Y Xو مجموعتين أن نقول .1
.X ∼ Y

.N المجموعة مع متكافئة أو منتهية كانت إذا للعد قابلة مجموعة أن نقول .2
.X المجموعة لعناصر ترقيما يعتبر f : N −→ X تكافئ كل

1.2.1 ملاحظة

عدد هو (#X .#Y = n فإن ,X ∼ Y و #X = n و منتهية X المجموعة كانت إذا .1
.(X المجموعة في العناصر

العناصر. نفسعدد لهما كان إذا و إلا متكافئتين Y Xو منتهيتين مجموعتن .2
للعد. قابلة هي الزوجية الطبيعية للأعداد N2 المجموعة .3

.N2 المجموعة و N المجموعة بين تكافئ هي n 7→ 2n الدالة
للعد. قابلة هي Z .4

إذا f(n) = −2n+ 1 و n ≥ 0 كان إذا f(n) = 2n يلي كما المعرفة f : Z −→ N0 الدالة
تكافئ. هي n < 0 كان

1.2.1 مبرهنة
ومتعدية.) متناظرة، (انعكاسية، تكافؤ علاقة هي "تكافؤ" العلاقة

البرهان
مجموعة. ثلاث Z و Y ,X لتكن

.X ∼ X إذا ,X Xو بين تكافئ هي x 7−→ x الدالة .1
إذا .X و Y بين تكافئ هي φ−1 : Y → X إذا ,Y Xو بين تكافئ هي φ : X → Y كان إذا .2

∽متناظرة.
إذا ,Z و Y بين تكافئ ψ : Y → Z كان إذا و Y و X بين تكافئ φ : X → Y كانت إذا .3

∽متعدية. إذا .Z Xو بين تكافئ هي ψ ◦ φ : X → Y
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1.2.2 مبرهنة
للعد. قابلة Nمن جزئية مجموعة كل

البرهان
.infA ∈ A ,NمنA جزئية مجموعة كل بأن نذكر

.Nمن منتهية غير جزئية لتكنAمجموعة
إذا .nk = infA \ {n1, . . . , nk−1} ,k ∈ N لكل و n2 = infA \ {n1} ,n1 = infA ليكن

للعد. قابلة مجموعة Aهي = {nk; k ∈ N}
.k ∈ Nلكل f(k) = nk يلي: كما المعرفة f : N −→ A الدالة نأخذ أن يمكن

1.2.3 نتيجة
للعد. قابلة مجموعة هي للعد قابلة مجموعة من منتهية غير مجموعة كل

1.2.4 تمهيدية مبرهنة
للعد. قابلة N× N المجموعة

البرهان
.(m,n) 7→ 2m−1(2n− 1) الدالة نأخذ

1.2.5 مبرهنة
للعد. Xقابلة × Y المجموعة فإن للعد قابلة مجموعتين Y Xو كان إذا

البرهان
يلي بما f × g : X × Y → N×N الدالة نعرف تقابل. g : Y → N دالة و f : X → N دالة لتكن

.(f × g)(x, y) = (f(x), g(y))
تقابل. هي f × g

1.2.6 مبرهنة

للعد. قابلة f صورة فإن للعد Xقابلة و شاملة f : X −→ Y دالة وجدت إذا .1
للعد. Xقابلة المجموعة فإن للعد قابلة Y و أحادية f : X −→ Y دالة وجدت إذا .2

للعد. قابلة هي للعد قابلة لمجموعتين الديكرتي الضرب .3
للعد. قابلة هي للعد قابلة لمجموعات للعد قابلة أو منته إتحاد كل .4

1.2.1 مثال
للعد. قابلة +Qمجموعة \ {0} = {x ∈ Q : x > 0} المجموعة

للعد. Qقابلة
البرهان

أحادية. f(mn ) = (m,n) الدالة .1 إلا مشترك قاسم ليسلهما n بحيثmو mn الكسري العدد للعد.ليكن قابلة مجموعة +Qهي إذا
1.2.7 مبرهنة

للعد. قابلة ليست R المجموعة
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البرهان
إذا ,]0, 1[ الفترة مع متكافئة ] − π

2 ,
π
2 [ الفترة أن و تقابل هي tan : ] − π

2 ,
π
2 [−→ R الدالة أن بما

للعد. قابلة ليست ]0, 1[ الفترة أن نبرهن أن يكـفي
الأعداد من متسلسلة يمثل xn كل .]0, 1[= {xn; n ∈ N} للعد. قابلة ]0, 1[ الفترة أن لنفرض
an,k = بحيث9 N ∈ N عدد أي يوجد لا ) .an,k ∈ {0, . . . , 9} مع ,xn =

+∞∑
k=1

an,k
10k
العشرية

يلي كما x العدد نعرف .(k ≥ N لكل

لكن و x ∈]0, 1[ .x =

+∞∑
k=1

bk
10k
و bk ̸= ak,k بحيث bk ∈ {0, . . . , 8} نأخذ ,k ∈ N لكل

.n ∈ Nلكل x ̸= xn

والحقول الزمر 1.3
1.3.1 تعريف

التالية القواعد Gتحقق على تجميعية ثنائية عملية Gو مجموعة لتكن

الإغلاق: .1
.G للمجموعة أيضا ينتمي a ∗ b Gفإن للمجموعة ينتميان b و a كان إذا

تجميعية: الخاصية تحقق ∗ العملية .2
.(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) يكون منGعندئذ عناصر c و a, b كان إذا

.Gمن عنصر لكل e ∗ a = a ∗ eيحقق e غالبا به يرمز حيادي عنصر Gتحوي .3

بحيث b ∈ G يوجد a ∈ G لكل أي نظير). عنصر (أو معاكس عنصر له G من عنصر كل .4
.a ∗ b = b ∗ a = e

،a, b ∈ Gلكل أي إبدالية. عليها المعرفة الثنائية كانتالعملية إذا Gإبدالية الزمرة أن ونقول
.a ∗ b = b ∗ a فإن

1.3.1 أمثلة
إبدالية. زمرا ]Qتمثل

√
2] = {x+ y

√
2;x, y ∈ Q} و (Z/nZ,+) ,(Q,+) ,(Z,+)

1.3.2 تعريف
التالية القواعد تحقق F على ثنائية ,+عمليتين . و F مجموعة لتكن

المحايد. للعنصر يرمز 0 و إبدالية. زمرة هي (G,+) .1
المحايد. للعنصر يرمز 1 و زمرة. هي (G \ {0}, .) .2

التوزيع: قانون .3
x.(y + z) = x.y + x.z فإن ,x, y, z ∈ F لكل

.a.b = b.a فإن ،a, b ∈ Gلكل أي إبدالية. . العملية كانت إذا إبدالي F الحقل أن ونقول

1.3.2 أمثلة
إبدالية. حقولا تمثل (Q[

√
2] = {x+ y

√
2;x, y ∈ Q},+.) و (Q,+, .)
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المرتبة الحقول 1.4
المرتبة) (المجموعات 1.4.1 تعريف

يلي: ما توفر Xإذا على ترتبب Rهي أن نقول .X على ثنائية Rعلاقة و Xمجموعة لتكن
انعكاسية) (علاقة .1

∀x ∈ X; xRx.

تخالفية) (علاقة .2
xRy ∧ yRx⇒ x = y.

انعكاسية) (علاقة .3

xRy ∧ yRz ⇒ xRz.

.x, y ∈ X لكل yRx أو xRy كان إذا الترتيبشامل هذا أن ونقول
.≤ التالي: بالرمز ترتيب بعلاقة نرمز ما عادة

المرتبة) (الحقول 1.4.2 تعريف
يلي: ما تحقق إذا مرتب (F,+, الحقل(≥,. أن نقول

.F الحقل على ترتيبشامل ≥هو .1
z ∈ F لكل x+ z ≤ y + z فإن x ≤ y كان إذا .2

x.z ≤ y.z فإن 0 ≤ z و x ≤ y كان إذا .3
1.4.1 مثال

مرتب. حقل هو (Q,+, .,≤)

1.4.1 ملاحظات

.y ≥ xكذلك فنكب x ≤ y كان إذا .1
.x > فنكـتب0 ,x ≥ 0 و x ̸= 0 كان إذا .2

1.4.1 مبرهنة
مرتب ليكنKحقل

.(−x) ≤ 0 فإن ,x ≥ 0; كان إذا .1
.x.y ≤ x.z فإن yو ≤ z و x ≥ 0 كان إذا .2
.x.y ≥ x.z فإن yو ≤ z و x ≤ 0 كان إذا .3

x2 > 0. xو ∈ K \ لكل{0} .4

.0 < 1

x
<

1

y
فإن x > y > 0 كان إذا .5

البرهان
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.0 ≥ (−x) أو x+ (−x) ≥ (−x) فإن x ≥ 0 كان إذا .1
x.(z − y) ≥ 0 ⇒ x.z − x.y ≥ 0. فإن z − y ≥ 0 و x ≥ 0 .2

نستنتج و (−x).(z − y) ≥ 0 فنجد 2 الخاصية وباستعمال (−x) ≥ 0 فإن x ≤ 0 كان إذا .3
x.y ≥ x.z. إذا .−(x.z) + x.y ≥ 0 أن

x2 > 0. فإن x > 0 كان إذا .4
x.x > 0. نجد z = 0 و y = x السابقة الخواص فباستعمال ,x < 0 كان إذا
1

y
>

1

x
> كذلك.0 أو ( 1

x
).(

1

y
).(x) > (

1

x
).(

1

y
).y > 0 إذا x > y > 0 .5

1.4.1 ملاحظة
.1 = 12 و ( 1

x
).x = 1 > 0 لأن 1

x
> 0 فإن ,x > 0 كان إذا

الترتيب مسلمات 1.5
للمجموعات السفلي والحد العلوي الحد 1.5.1

1.5.1 تعريف
.E من جزئية مجموعة P لتكن و مرتبة مجموعة (E,≤)لتكن

.y ∈ P لكل y ≤ x التالي الشرط توفر إذا P للمجموعة أعلى حد Eهو من x عنصر أن نقول .1

.y ∈ P لكل x ≤ y التالي الشرط توفر إذا P للمجموعة سفلي حد Eهو من x عنصر أن نقول .2
.E في علوي حد لها كان Eإذا المجموعة في علويا محدودة هي P المجموعة أن نقول .3
.E في سفلي حد لها كان إذا E المجموعة في سفليا محدودة هي P المجموعة أن نقول .4

.E في سفليا و علويا محدودة كانت إذا E المجموعة في محدودة هي P المجموعة أن نقول .5
.P للمجموعة علويا حدا كان إذا عنصر أكبر هو وجد إن P المجموعة في x عنصر أن نقول .6
.P للمجموعة سفليا حدا كان إذا عنصر أصغر هو وجد إن P المجموعة في x عنصر أن نقول .7

1.5.1 ملاحظة
وحيد. فهو الأصغر العنصر أو الأكبر العنصر وجد إذا

1.5.2 تعريف
.E من جزئية مجموعة P لتكن و مرتبة مجموعة (E,≤)لتكن

أصغر علويا حدا وجد، إن c ∈ E العنصر نسمي فإننا علويا محدودة P المجموعة كانت إذا .1
الشرطان تحقق إذا P للمجموعة
P للمجموعة علوي حد c •

.cمن أكبر هو P للمجموعة علوي حد كل •
.supP العنصر بهذا نرمز
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أكبر سفليا حدا وجد، إن d ∈ E العنصر نسمي فإننا سفليا محدودة P المجموعة كانت إذا .2
الشرطان تحقق إذا P للمجموعة
P للمجموعة سفلوي حد d •

.dمن أصغر هو P للمجموعة سفلوي حد كل •
.infP العنصر بهذا نرمز

: 1 تمرين
.E من جزئية مجموعة P لتكن و مرتبة مجموعة (E,≤)لتكن

الأصغر. العلوي الحد يساوي فإنه P للمجموعة الأكبر العنصر وجد إذا أنه أثبت .1
الأكبر. السفلوي الحد يساوي فإنه P للمجموعة الأصغر العنصر وجد إذا أنه أثبت .2

التمارين 1.5.2
التمام مسلمات 1.6

1.6.1 ملاحظة
.Q في علوي حد أصغر لها ليس و R في ug,dh منQمحدودة جزئية لمجموعة يمكن

1.6.1 مثال
T = {t ∈ Q; t ≥ 0 and t2 > 2}. و P = {x ∈ Q; x ≥ 0 and x2 < لتكن{2

.Q في علوي حد أصغر لها ليس P .1

.Q في سفلوي حد أكبر لها ليس T .2
.Q في P للمجموعة العلوية الحدود مجموع هي T .3

البرهان)

لهما ليس q و p مع ,supP = a =
p

q
ليكن .Q في علوي حد أصغر P للمجموعة كان إذا .1

مشترك. قاسم
.p يقسم 2 إذا ,a2 = 2 كان إذا •

الفرضية. متناقضمع هذا و ,q تقسم 2 أن يبرهن وهذا 2s2 = q2 فإن ,p = 2s كان إذا
x2 = a2 +

1

n2
+

2a

n
< .n ∈ N \ {1} ,x = a +

1

n
العدد ليكن ,a2 < 2 كان إذا •

a أن فرضية مع متناقض هذا و ,x2 < 2 أن فنجد ,n > 2a+ 1

2− a2
أخذنا إذا .a2 + 2a+ 1

n
علوي. حد أصغر هو

كان إذا •
.b2 = a2 +

1

n2
− 2a

n
> a2 − 2a

n
.n ∈ N \ {1} ,b = a − 1

n
العدد ليكن ,a2 > 2

هذا و ,b < a و P للمجموعة علوي حد هو b إذا ,b2 > 2 أن فنجد ,n > 2a

a2 − 2
أخذنا إذا
تناقض.
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.Q في سفلي حد أكبر لها ليس T المجموعة الحجج بنفس .2
t > x. إذا ,t2 > 2 > x2 أن نجد x ∈ P و t ∈ T لكل .3

.P للمجموعة علوي حد هو T من عنصر كل إذا
.T في هو P للمجموعة علوي حد كل أن الآن سنبرهن

.m ≥ x > 0, ∀x ∈ P ,P للمجموعة علوي ليكنmحد
. الأول السؤال في أثبتناه ما متناقضمع هذا و ,m ∈ P إذا ,m2 < 2 كان إذا

.m ∈ T أن يثبت هذا و ,m2 > 2 فإن ,Q في حلول لها m2ليس = 2 المعادلة أن بما

التمام) (مسلمة 1.6.1 مبرهنة
يلي: ما يحقق و R بالرمز له يرمز و الحقيقية الأعداد حقل يسمى مرتب ابدالي حقل يوجد

.Rمن جزئي حقل Qهو .1
أصغر. علوي حد لها Rمن علوية محدودة جزئية مجموعة كل .2

أرشميدس) (نظرية 1.6.2 مبرهنة
.n.x ≥ yبحيث n ∈ N يوجد ,x > 0 و R في x, y لكل

البرهان
.P = {k.x; k ∈ N ∧ kx < y} المجموعة لتكن

بديهية. النتيجة ,P = ∅ كان إذا
بحيث k0 ∈ N يوجد ,b − x < b إذا .b به نرمز و أصغر علوي حد لها P .P ̸= ∅ كان إذا

.n ≥ k0 + 1 نأخذ و .(k0 + 1)x > b⇒ (k0 + 1)x ≥ y إذا . .b− x < k0x ≤ b

1.6.3 نتيجة

n ≥ a.بحيث ;n ∈ N يوجد ,∀a ∈ R .1

0 <
1

n
< b.بحيث n ∈ N∗ يوجد ,∀b > 0 .2

.(R في Qكـثيف أن (نقول .a < s < bبحيث ;s ∈ Q يوجد ,a < b ,∀(a, b) ∈ R2 .3
E(x) العدد بهذا نرمز .n ≤ x < n+1يحقق n ∈ Z وحيد صحيح عدد يوجد ,x ∈ Rلكل .4

.x للعدد الصحيح العدد يسمى و
البرهان

.y = a و x = 1 تكون عندما 1.6.2 النظرية نطبق .1

0 <
1

n
< b. أي ,1

b
< n نجد و (1 نطبق ,1

b
> 0 .2

na < m mبحيث> ∈ N يوجد إذا ,n(b− a) > بحيث1 n ∈ N يوجد إذا −bو a > 0 .3
s =

m

n
. نأخذ nb⇒ a <

m

n
< b.
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.E = {n ∈ Z, n ≤ x}ليكن .4
.Z في علويا ومحدودة خالية Eغير المجموعة
.m ≤ x < m+ 1 إذا عناصرها. ليكنmأكبر

1.6.2 ملاحظة
.y و xبين الكسرية الأعداد من نهائي لا ما عدد يوجد x < y كان إذا

1.6.1 نظرية
.Rمن جزئية مجموعة P لتكن

كان وإذا إلا P للمجموعة الأصغر العلوي الحد Mهو العدد يكون حتى
.x ≤M ,∀x ∈ P .1

.x > M − εبحيث x ∈ P يوجد ,∀ε > 0 .2
البرهان

العدد ,ε > 0 لكل كذلك x ≤ M. ,∀x ∈ P إذا P للمجموعة الأصغر العلوي الحد Mهو كان إذا
.x > M−εبحيثx ∈ P يوجد إذا علوي. حد أصغر Mهو Pلأن للمجموعة علوي M−εليسحد
.M ′ ≤M ،M ′ علوي أصغر حد Pلها إذا ,P للمجموعة علوي حد Mهو .2) و تحققتشروط(1 إذا
x بحيث< x ∈ P يوجد (2 الشرط حسب و .ε = M −M ′ > 0 نأخذ ,M ′ < M كان إذا
.P للمجموعة الأصغر العلوي الحد Mهي إذا الشروط, متناقضمع هذا Mو − (M −M ′) =M ′

1.6.4 مبرهنة
كان وإذا إلا P للمجموعة سفلي حد أكبر mهو العدد يكون حتى .Rمن جزئية مجموعة P ليكن

x ≥ m. ∀x ∈ P, .1
.x < m+ εبحيث x ∈ P يوجد ,∀ε > 0 .2

1.6.2 نظرية
سفلي. حد أكبر لها سفليا محدودة Rمن P جزئية مجموعة كل

البرهان
.T = {−x;x ∈ P}ليكن

لكل x ≥ mبحيث m ∈ R يوجد سفليا محدودة P المجموعة أن بما و خالية. غير T المجموعة
y ∈ T يوجد ,ε > ليكن0 .M علوي حد أصغر لها و (−m) بالعدد علويا محدودة هي T إذا ,x ∈ P

المبرهنة باستعمال .−M ≤ x < −M + εبحيث x ∈ P يوجد إذا .M − ε < y ≤ M بحيث
.P للمجموعة الأكبر السفلي الحد M−هي 1.6.4

1.6.2 مثال
أكبر هو 2 إذا ,P للمجموعة ينتمي و P للمجموعة أعلى حد هو 2 .P = {1 +

1

n
, n ∈ N} ليكن

.P للمجموعة الأصغر العلوي الحد هو و عنصر
يوجد أنه لنفرض .P للمجموعة سفلي حد هو 1 علوي. حد أكبر لها إذا سفليا، محدودة مجموعة هي P
1

n
< (s−1) nبحيث⇒ ∈ N أرشميدس,يوجد مبرهنة باستعمال .(s−1 > 0) sو > سفلي1 حد
ليس P إذا ,P للمجموعة ينتمي لا 1 .P للمجموعة أدنى حد أكبر هي 1 إذا تناقض. وهذا ,s > 1+

1

n
عنصر. أصغر لها
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حقيقي لعدد النوني الجذر 1.6.5 مبرهنة
يسمى y .yn = xبحيث y > 0 وحيد حقيقي عدد يوجد ,x > 0 حقيقي عدد لكل .n ∈ N ليكن

.x لعدد النوني الجذر
البرهان

هذا و 0 < yn < zn إذا ,0 < y < z و yn = zn = x يحققان z و y عددين يوجد لأنه لنفرض
تناقض.

نثبت أن (يكـفي . x

1 + x
∈ E لأن E ̸= ∅ المجموعة .E = {t ∈ R; t > 0 ∧ tn < x} ليكن

الإثبات). سهل هذا و ,xn < x(1 + x)n أن
.(1 + x) بالعدد علوية محدودة E المجموعة

.yn = x أن نثبت أن نريد و ,E للمجموعة أعلى حد أصغر y ليكن
.h < 1 و 0 < h <

x− yn

n(y + 1)n−1
عدد نأخذ ,yn < x كان إذا

هذا و (y + h)n < x إذا ,(y + h)n − yn ≤ nh(y + h)n−1 < nh(y + 1)n−1 < x − yn

.y + h /∈ E تناقضلأن
yn − (y − k)n < nkyn−1 = ,k < 1 و 0 < k <

yn − x

nyn−1
عدد نأخذ ,yn > x كان إذا

.yn = x أن نستنتج و علوي. حد سيكون y − k لأن تناقض هذا و ,(y − k)n > x إذا ,yn − x

y = n
√
xسنطتب
1.6.6 نتيجة

إذا .n ∈ N و حقيقيين عددين b و aليكن
n
√
ab = n

√
a.

n
√
b.

البرهان
n
√
ab = n

√
a.

n
√
b. إذا ,ab = xnyn = (xy)n ,y =

n
√
b و x = n

√
aالعددين لناخذ

1.6.7 نتيجة
تقابل. هي R+ −→ R+

x 7−→ n
√
x
الدالة ,n ∈ N كان إذا

R في الفترات
a, bكانت إذا

.b و a حدودها و المغلقة الفترة تسمى و [a, b] = {x ∈ R; a ≤ x ≤ b}
.b و a حدودها و المفتوحة الفترة تسمى و ]a, b[= {x ∈ R; a < x < b}
.b في ومفتوحة a في المغلقة الفترة تسمى و [a, b[= {x ∈ R; a < x < b}

نكـتب سفليا محدودة غير كانت إذا و supE = نكـتب∞+ علويا محدودة Eغير كانتمجموعة إذا
.infE = −∞

,]a,+∞[= {x ∈ R; x > a} ,]−∞,+∞[= R
,[a,+∞[= {x ∈ R; x ≥ a}
,]−∞, a[= {x ∈ R; x < a}
.]−∞, a] = {x ∈ R; x ≤ a}

1.6.1 تعريف
.a على تحتوي مفتوحة فترة على تحتوي كانت إذا a ∈ R لعدد جوار هي U مجموعة أن نقول
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الثاني الباب تمارين مجموعة 1.7
: 1 تمرين

n ∈ Nلكل و x ̸= لكل1 أن أثبت

n∑
j=0

xj =
1− xn+1

1− x
1.1)(

: 2 تمرين
.n ∈ Nلكل (1 + x)n ≥ 1 + nx فإن ,x ≥ 0 كان إذا أنه الرياضي الإستقراء بالستعمال أثبت

: 3 تمرين
.n ∈ Nلكل

n∑
k=1

(−1)kk =
(−1)n(2n+ 1)− 1

4
أن الرياضي الإستقراء بالستعمال أثبت

: 4 تمرين

n∑
k=1

(2k − 1)2 =
n(4n2 − 1)

3
, أن أثبت .1

∑n
k=1 k

4 = n(n+1)(2n+1)(3n2+3n−1)
30 , .2

n∑
k=1

1

k(k + 1)
=

n

n+ 1
.3

n+1∑
k=1

k2k = n2n+2 + 2 .4

.
n∏

k=2

(1− 1

k2
) =

n+ 1

2n
.5

.
n∑

k=1

kk! = (n+ 1)!− 1 .6

.
n∏

k=0

1

(2k + 1)(2k + 2)
=

1

(2n+ 2)!
.7

: 5 تمرين
الرياضي: الإستقراء طريقة بالستعمال يلي ما أثبت

n∑
k=1

1

k2
≤ 2− 1

n
. 1.2)(

: 6 تمرين
.n ∈ Nلكل صائبة التالية التقارير أن بين
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n∑

k=1

(2k − 1)2 =
n(4n2 − 1)

3
.1

n∑
k=1

1

k(k + 1)
=

n

n+ 1
.2

n+1∑
k=1

k2k = n2n+2 + 2 .3

n∏
k=0

1

(2k + 1)(2k + 2)
=

1

(2n+ 2)!
.4

: 7 تمرين
مجموعة هي متصلة غير f الدالة أينتكون النقاط مجموعة لأثبتأن تزايدية. دالة f : R −→ Rلتكن

للعد. قابلة
: 8 تمرين

للعد. قابلة هي صحيحة أعدادا معاملها تكون والتي الحدود كـثيرات مجموع أن أثبت
: 9 تمرين

للعد. قابلة هي N في المنتهية المجموعات مجموعة أن اثبت
: 10 تمرين

.f(R \Q) ⊂ Q و f(Q) ⊂ R \Qبحيث f : R −→ R متصلة دالة توجد هل
: 11 تمرين

,Q∩]0متكافئتين. 1[ Qو ∩ [0, المجموعتين[1 هل
: 12 تمرين

الأولى الطريقة
.[0, 1] = {xn; n ∈ N}بحيث (xn)n متتالية توجد أنه نفرض

.I1 = [a1, b1] و b1 = 1 ,a1 = لتكن1
[an,

1
3 (2an+bn)][

1
3 (2an+bn),

1
3 (an+2bn)][

1
3 (an+المجالاتالتالية أثبتأنأحد •.n = 1 كان إذا xn على يحتوي لا 2bn), bn]

.x1 على يحتوي الذي المجالات هذه أحد I2 = [a2, b2]ليكن
(In = [an, bn])n المجالات من متتالية وجود الرياضي الإستقراء بالستعمال أثبت •

.bn+1 − an+1 = 1
3 (bn − an) و xn ̸∈ In+1 ,In+1 ⊂ Inبحيث

.
+∞∩
n=1

In = {a}بحيث a ∈ [0, 1] يوجد أنه أثبت •

مستحيلة. [0, 1] = {xn; n ∈ N} الفرضية أن إستنتج •
الثانية الطريقة

.[0, 1[= {xn; n ∈ N}بحيث (xn)n متتالية توجد أنه نفرض
(.k ≥ pلكل an,k = بحيث2 p ∈ N يوجد لا أنه (نفرض .xn =

+∞∑
k=1

an,k
3k
كان إذا
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.nلكل an ̸= an,nبحيث x =

+∞∑
n=1

an
3n
,x ∈ [0, 1[ يوجد أنه أثبت •

إستنتج. •

: 13 تمرين
التالية المجموعات لتكن

E = { 1

2m+ 1
+

1

n+ 1
,m, n ∈ N0} F = { −1

1 + n2
+ (−1)n+1, n ∈ N0}.

G = {− 1

n+ (−1)n+1
; n ∈ N0}, H = {

√
1 + x2 − x; x ∈ R+}.

ممكنا كان إذا أوجد
,infH ,infG ,infF ,infE ,supH ,supG ,supF ,supE

.minH ,minG ,minF ,minE ,maxH ,maxF ,maxF ,maxE
.N0 = N ∪ {0}
: 14 تمرين

.α ∈]0, 1[ ,A = {x ∈ R; sinx > α} محدودة التالية المجموعة هل
: 15 تمرين

يلي ما بين ،x, y ∈ R كان إذا
,max(x, y)− min(x, y) = |x− y| ,max(x, y) + min(x, y) = x+ y

.min(x, y) = x+ y − |x− y|
2

,max(xو y) = x+ y + |x− y|
2

: 16 تمرين
infE و supE أوجد و محدودة التالية المجموعة أن بين

E = {cos t+ tan−1 t; t ≥ π}
: 17 تمرين

يلي ما بين ،x, y ∈ R كان إذا
E(x) + E(y) ≤ E(x+ y)
.E(x− y) ≤ E(x)− E(y)

.E
[
E(nx)

n

]
= E(x) ,∀n ∈ N

: 18 تمرين

للمجموعات الأسفل والحد الأعلى والحد السفلى الحدود مجموعة و العليا الحدود مجموعة أوجد .1
التالية

E = { 1

2m+ 1
+

1

n+ 1
,m, n ∈ N0} F = { −1

1 + n2
+ (−1)n+1, n ∈ N0}.

G = {− 1

n+ (−1)n+1
; n ∈ N0}, H = {

√
1 + x2 − x; x ∈ R+}.
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للمجموعات. الأصغر والعنصر الأكبر العنصر وجود ادرس .2

: 19 تمرين
يلي ما أثبت ,a, b ∈ Rلكل

max{a, b} =
1

2
(a+ b+ |b− a|)

min{a, b} =
1

2
(a+ b− |b− a|)

: 20 تمرين
وجدت إذا infA و supA أوجد

A = {x ∈ R; x2 − 9 > 0} (a)
A =

{
n ∈ N; 1− (−1)n

n

}
(b)

A = Q (c)
A = N0 = N ∪ {0}. (d)

: 21 تمرين
و الأعلى من Aمحدودة ∪B أن أثبت , الأعلى من Bمحدودة Aو المجموعة كانت إذا

sup (A ∪B) = max{supA, supB}.

inf(A ∪B).الأسفل للحد المطابقة النتيجة أثبت و أوجد
: 22 تمرين

المجموعة نعرف R,من جزئيتين Bمجموعتين لتكنAو
A+B = {a+ b; a ∈ A, b ∈ B}.

أن أثبت
sup(A+B) = supA+ supB

الأعلى. من Bمحدودتين منAو كل كان إذا
inf(A+B).الأسفل للحد المطابقة النتيجة أثبت و أوجد
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الثاني الباب تمارين مجموعة حلول 1.8
:1 التمرين حل

.x ̸= 1 كان إذا
n∑

j=0

xj =
1− xn+1

1− x
التالي: التقرير P (n)لتكن

يلي: ما لدينا صائب. P (n) التقرير أن نفرض بديهي. فالتقرير n = 0 كان إذا
n+1∑
j=0

xj =

n∑
j=0

xj + xn+1 =
1− xn+1

1− x
+ xn+1

=
1− xn+1 + xn+1(1− x)

1− x
=

1− xn+2

1− x
.

.n ∈ Nلكل صائب P (n) إذا كذلك. صائب P (n+ 1) أن على تدل الأخيرة المعادلة
فإن .Sn =

n∑
j=0

xj = 1 + x+ x2 + . . . xn كان إذا التالية. بالطريقة السؤال عن الإجابة يمكن

Sn = 1 + x+ x2 + . . . xn,

xSn = x+ x2 + . . . xn + xn+1,

(1− x)Sn = 1− xn+1.

:2 التمرين حل
.n = 1 كان إذا صائب التقرير

(1 + x)n+1 = (1 + x)n(1 + x) ≥ إذا ,(1 + x)n ≥ 1 + nxصائب التالي التقرير أن نفرض
.(1 + nx)(1 + x) = 1 + (n+ 1)x+ nx2 ≥ 1 + (n+ 1)x

:3 التمرين حل
.n = 1 كان إذا صائب التقرير

إذا ,
n∑

k=1

(−1)kk =
(−1)n(2n+ 1)− 1

4
صائب التالي التقرير أن نفرض

n+1∑
k=1

(−1)kk =
(−1)n(2n+ 1)− 1

4
+ (−1)n+1(n+ 1)

=
(−1)n(2n+ 1)− 1 + (−1)n+1(4n+ 4)

4

=
(−1)n+1(4n+ 4− 2n− 1)− 1

4

=
(−1)n+1(2n+ 3)− 1

4

:4 التمرين حل

Sn =
n(4n2 − 1)

3
. نفرضأن و S1 = 1 .Sn =

n∑
k=1

(2k − 1)2 ليكن .1
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Sn+1 = Sn + (2n+ 1)2

=
n(4n2 − 1)

3
+ (2n+ 1)2

= (2n+ 1)
n(2n− 1) + 3(2n+ 1)

3

=
(n+ 1)(4(n+ 1)2 − 1)

3
.

Sn =
n(n+ 1)(2n+ 1)(3n2 + 3n− 1)

30
. نفرضأن و S1 = 1 .Sn =

n∑
k=1

k4 ليكن .2

Sn+1 = Sn + (n+ 1)4

=
n(n+ 1)(2n+ 1)(3n2 + 3n− 1)

30
+ (n+ 1)4

= (n+ 1)
n(2n+ 1)(3n2 + 3n− 1) + 30(n+ 1)3

30

=
(n+ 1)(n+ 2)(2n+ 3)(3(n+ 1)2 + 3(n+ 1)− 1)

30
.

.Sn =

n∑
k=1

1

k(k + 1)
ليكن .3

.Sn =
n

n+ 1
نفرضأن و S1 = 1

2

Sn+1 = Sn +
1

(n+ 1)(n+ 2)

=
n

n+ 1
+

1

(n+ 1)(n+ 2)

=
1

n+ 1
(n+

1

n+ 2
) =

n+ 1

n+ 2
.

التالية: بالطريقة النتيجة نثبت أن ويمكن
n∑

k=1

1

k(k + 1)
=

n∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)
= 1− 1

n+ 1
=

n

n+ 1
.

.Sn =

n+1∑
k=1

k2k ليكن .4
.Sn = n2n+2 + 2 نفرضأن و S1 = 23 + 2

Sn+1 = Sn + (n+ 2)2n+2

= n2n+2 + 2 + (n+ 2)2n+2 = 2n+3(n+ 1) + 2.
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لكل ,f(x) =

n+1∑
k=0

xk =
1− xn+2

1− x
ليكن التالية: بالطريقة النتيجة نثبت أن ويمكن

Sn = إذا .f ′(x) =
(n+ 1)xn+2 − (n+ 2)xn+1 + 1

(1− x)2
=

n+1∑
k=1

kxk−1 ,x ̸= 1

n+1∑
k=1

k2k = 2f ′(2) = n2n+2 + 2.

.Sn =
n+ 1

2n
نفرضأن و S2 = 3

4 .Sn =

n∏
k=2

(1− 1

k2
ليكن( .5

Sn+1 = Sn(1−
1

(n+ 1)2
)

=
n+ 1

2n

(n+ 1)2 − 1

(n+ 1)2
=

n+ 2

2(n+ 1)
.

.Sn = (n+ 1)!− 1 نفرضأن و S1 = 1 .Sn =

n∑
k=1

kk!ليكن .6

Sn+1 = Sn + (n+ 1)(n+ 1)!

= (n+ 1)!− 1 + (n+ 1)(n+ 1)! = (n+ 2)!− 1.

.Sn =
1

(2n+ 2)!
نفرضأن و S0 = 1

2 .Sn =

n∏
k=0

1

(2k + 1)(2k + 2)
ليكن .7

Sn+1 = Sn
1

(2n+ 3)(2n+ 4)
=

1

(2n+ 4)!
.

:5 التمرين حل
نستنتج و , 1

(n+1)2 العدد (1.2) المتباينة من جانب لكل نضيف صائبة. المتباينة n = 1 كان إذا
مايلي:

n∑
k=1

1

k2
+

1

(n+ 1)2
≤ 2− 1

n + 1
(n+1)2

= 2−
(

1
n − 1

(n+1)2

)
= 2− (n+1)2−n

n(n+1)2

= 2− 1
n+1 · n2+n+1

n(n+1)

≤ 2− 1
n+1 ,

المتباينة. يثبت هذا و
:6 التمرين حل
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.n = 1 كان إذا صائب التقرير .1
إذا ,

n∑
k=1

(2k − 1)2 =
n(4n2 − 1)

3
صائب التالي التقرير أن نفرض

n+1∑
k=1

(2k − 1)2 =
n(4n2 − 1)

3
+ (2n+ 1)2 =

(2n+ 1)

3

(
2n2 + 5n+ 3

)
=

(n+ 1)(2n+ 1)(2n+ 3)

3
.

.n = 1 كان إذا صائب التقرير .2
n∑

k=1

1

k(k + 1)
=

n

n+ 1
صائب التالي التقرير أن نفرض

n+1∑
k=1

1

k(k + 1)
=

n

n+ 1
+

1

(n+ 1)(n+ 2)

=
(n+ 1)2

(n+ 1)(n+ 2)
=
n+ 1

n+ 2
.

.n = 1 كان إذا صائب التقرير .3
n+1∑
k=1

k2k = n2n+2 + صائب2 التالي التقرير أن نفرض

n+2∑
k=1

k2k = n2n+2 + 2 + (n+ 1)2n+3

= 2n+2 (2n+ 2) + 2 = (n+ 1)2n+3 + 2.

.n = 1 كان إذا صائب التقرير .4
n∏

k=0

1

(2k + 1)(2k + 2)
=

1

(2n+ 2)!
صائب التالي التقرير أن نفرض

n+1∏
k=0

1

(2k + 1)(2k + 2)
=

1

(2n+ 2)!(2n+ 3)(2n+ 4)
=

1

(2n+ 4)!
.

:7 التمرين حل
لتكن

f(x+) = lim
t→x+

f(t), f(x−) = lim
t→x−

f(t).

تزايدية. الدالة لأن موجودة النهايات هذه
f(x−) ≤ f(x) ≤ f(x+).

فإن متصلة غير f الدالة تكون أين النقاط مجموعة Eكانت إذا
E ⊂ {x ∈ R; f(x−) < f(x+).
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.rx ∈ Q∩]f(x−), f(x+)[ نأخذ x ∈ E كان إذا
للعد. قابلة مجموعة Eهي إذا أحادية. دلة هي x 7−→ rx يلي بما المعرفة r : E −→ Q الدالة

:8 التمرين حل
.EP = {a0, . . . , an) المجموعة نعرف P (X) = a0 + a1X + . . . + anX

n حدود كـثيرة لكل
يساوي أو أقل بدرجة Pnالتيهي كـثيراتالحدود منمجموعة أحادية دالة f : Pn −→ zbنعرف بهذا
الحدود كـثيرات مجموع إذا .f(P ) = EP = {a0, . . . , an)Kصحيحة أعدادا معاملها تكون والتي n

للعد. قابلة هي صحيحة أعدادا معاملها تكون والتي
:9 التمرين حل

عنصر. n على تحتوي والتي Nمن الجزئية المجموعات مجموعة Fn لتكن
كالتالي: g : Fn −→ Nn الدالة نعرف .p1 ≤ . . . ≤ pnبحيث A = {p1, . . . pn} مجموعة لتكن

.g(A) = {p1, . . . pn}
للعد. قابلة هي F = ∪+∞

n=0Fn المجموعة كذلك للعد. قابلة مجموعة Fn فإن أحادية g الدالة أن بما
:10 التمرين حل

للعد. قابلة f(Q) فإن للعد قابلة Qمجموعة أن بما
للعد. قابلة مجموعة هي f(R) فإن f(R \Q) ⊂ Q أن بما و

ثابتة. f إذا للعد. قابلة غير وهي مقتوحة فترة على يحتوي f(R) فإن ثابتة غير الدالة كانت إذا
:11 التمرين حل

للعد. قابلة لأنهما ,Q∩]0متكافئتين 1[ Qو ∩ [0, المجموعتين[1
:12 التمرين حل

.2 = maxE = supE إذا .E للمجموعة أعلى حد هو 2 و 2 ∈ E
1

2N+1 + يعطي وهذا 1
N ≤ εبحيث N ∈ N يوجد ε > 0 كان إذا و E للمجموعة سفلي حد هو 0

.0 ̸∈ E و 0 = infE إذا . 1
2N+1 + 1

2N+1 ∈ E و 1
2N+1 ≤ ε

.− 3
2 = minE = infE إذا .F للمجموعة سفلي حد −هو 3

2 −و 1
2 − 1 ∈ E

1
4N2+1 = يعطي وهذا 1

N ≤ εبحيثN ∈ N يوجد ε > 0 كان إذا و F للمجموعة أعلى حد هو 1
.1 ̸∈ F و 1 = supF إذا .1− 1

4N2+1 ∈ F و |1− (1− 1
4N2+1 ))| ≤ ε

.| − 1
n+(−1)n+1 | ≤ 1 ,n ∈ N0 لكل

.−1 = minG = infG و 1 = supG = maxG إذا .(n = 1) ,−1 ∈ G و ,(n = 0) ,1 ∈ G

.0 ≤ 1√
1 + x2 + x

≤ 1 إذا .
√
1 + x2 − x =

1√
1 + x2 + x

1
N ≤ εبحيثN ∈ N يوجد ε > 0 كان إذا و 1 = maxH = supH. Y`h .(x = 0) ,1 ∈ H

.0 ̸∈ H و 0 = infH إذا . 1√
1 +N2 +N

≤ ε يعطي هذا و
:13 التمرين حل

سفلية. ولا علوية لا محدودة Aليست المجموعة إذا .n ∈ Zلكل π2 + 2nπ ∈ A

:14 التمرين حل
يعطي وهذا ,min(x, y) = x ,max(x, y) = y إذا .x ≤ y نأخذ أن يمكن .x, y ∈ R ليكن
ونستنتج .max(x, y)− min(x, y) = y − x = |x− y| ,max(x, y) + min(x, y) = x+ y

min(x, y) = x+ y − |x− y|
2

. ,max(xو y) = x+ y + |x− y|
2

أن بسهولة
:15 التمرين حل

Eمحدودة. المجموعة إذا | tan−1 t| ≤ π
2 . و | cos t| ≤ 1 أن نعرف

.−1 + tan−1(π) = infE = minE إذا سفلي. حد 1−وهو + tan−1(π) ∈ E

إذا . 1
2nπ ) ≤ εبحيث n ∈ N يوجد ,ε > 0 كان إذا و أعلى. حد هو 1 + π

2
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0 ≤ 1 +
π

2
−

(
cos(2nπ) + tan−1(2nπ)

)
= tan−1(

1

2nπ
) ≤ ε,

أن يبين وهذا
supE = 1 + π

2 .

:16 التمرين حل
.E(x) ≤ x < E(x) + يحقق1 الذي الوحيد الصحيح العدد E(x)هو بأن نذكر

إذا ,E(x + y) ≤ x + y و E(x) + E(y) ≤ x + y فإن صحيح عدد هو E(x + y) أن بما
.E(x) + E(y) ≤ E(x+ y)

.−y بـ yبتعويض السابق السؤال من E(x− y) ≤ E(x)− E(y) نستنتج
E(nx)

n
≤ x <

E(nx) + 1

n
. E(nx)و ≤ nx < E(nx) + 1 إذا ,E(x) ≤ x < E(x) + 1

لنجد جانب لكل الصيح الجزئ نأخذ

E

(
E(nx)

n

)
≤ E(x) ≤ E

(
E(nx) + 1

n

)
≤ E

(
E(nx)

n
+

1

n

)
≤ E

(
E(nx)

n

)
− E(− 1

n
) = E

(
E(nx)

n

)
+ 1.

.E
[
E(nx)

n

]
= E(x) n ∈ Nلكل إذا

:17 التمرين حل

Eهي للمجموعة السفلى الحدود مجموعة و Eهي]∞+,2]. للمجموعة العليا الحدود مجموعة .1
.infE = 0 و supE = 2 .]−∞, 0]

هي F للمجموعة السفلى الحدود مجموعة .[1,+∞[ هي F للمجموعة العليا الحدود مجموعة
.infF = −2 و supF = 1 .]−∞,−2]

هي G للمجموعة السفلى الحدود مجموعة .[1,+∞[ هي G للمجموعة العليا الحدود مجموعة
.infG = −1 و supG = 1 .]−∞,−1]

.[1,+∞[ هي H للمجموعة العليا الحدود مجموعة .
√
1 + x2 − x =

1√
1 + x2 + x

.infH = 0 و supH = 1 .]−∞, 0] Hهي للمجموعة السفلى الحدود مجموعة

.2 Eهي للمجموعة عنصر أكبر .2
.E للمجموعة عنصر أصغر يوجد لا
.F للمجموعة عنصر أكبر يوجد لا
.−2 هو F للمجموعة عنصر أصغر
.1 Gهيو للمجموعة عنصر أكبر
.−1 Gهو للمجموعة عنصر أكبر

.1 Hهو للمجموعة عنصر أكبر
.H للمجموعة عنصر أصغر يوجد لا
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:18 التمرين حل
.1
2
(a+ b+ |b− a|) = 1

2
(a+ b+ (b− a)) = b إذا ,max{a, b} = b كان إذا

.max{a, b} = a كان إذا النتيجة على الطريقة بنفس نتحصل
بنفس نتحصل .1

2
(a + b − |b − a|) = 1

2
(a + b − (a − b) = b إذا ,min{a, b} = b كان إذا

.min{a, b} = a كان إذا النتيجة على الطريقة
:19 التمرين حل

. الأسفل من ولا الأعلى من لا محدودة Aليست المجموعة (a)
.infA = 1

2 ,supA = 2 (b)
. الأسفل من ولا الأعلى من لا محدودة Aليست المجموعة (c)

infA = 0 . الأعلى من لا محدودة Aليست المجموعة (d)
:20 التمرين حل

.max{supA, supB} ≤ sup (A ∪B) إذا ,B ⊂ A ∪B Aو ⊂ A ∪B أن بما
supB − ε بحيث> x ∈ B يوجد ε > لكل0 ,max{supA, supB} = supB آخر جانب من

sup (A ∪B) = max{supA, supB}. إذا .x ≤ supB
min{infA, infB} ≥ إذا ,B ⊂ A∪B Aو ⊂ A∪B لأن inf (A ∪B) = min{infA, infB},

.inf (A ∪B)
infB+ ε > x بحيث≤ x ∈ B يوجد ε > لكل0 ,min{infA, infB} = infB آخر جانب من

inf (A ∪B) = min{infA, infB}. إذا .infB
:21 التمرين حل

.supB−ε < y ≤ supB و supA−ε < x ≤ supAبحيث y ∈ B xو ∈ A يوجد ε > لكل0
sup (A+B) = supA+ supB. و supA+ supB ≥ (x+ y) > supA+ supB− 2ε إذا
.infB + ε > y ≥ infB و infA+ ε > x ≥ infAبحيث y ∈ B و x ∈ A يوجد ε > لكل0

inf (A+B) = infA+ infB. و infA, infB ≤ (x+ y) < infA+ infB + 2ε إذا


