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  حل مسائل البرمجة الخطية باستخدام الرسم: ثاني الالفصل
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  ٤٦....................................................... حالات خاصة) ٢,٥(
  ٤٦...................................... وجود أكثر من حل) ٢,٥,١(           
  ٤٩........................................ عدم إمكانية الحل) ٢,٥,٢(           
  ٥٠.................................  الحلةالمسائل غير محدود) ٢,٥,٣(           

  ٥٥...................................................... الثاني الفصل     تمارين 
  

  طريقة السمبلكس:  الثالثالفصل
  ٦٤...................................................... الصيغة القياسية) ٣,١(

  ٦٥.............. إلى معادلات " ≥"تحويل المتراجحات من النوع ) ٣,١,١(        
  ٦٦.............. إلى معادلات"  ≤"تحويل المتراجحات من النوع ) ٣,١,٢(        
  ٦٦....... خطوات تحويل مسألة البرمجة الخطية إلى الصيغة القياسية) ٣,١,٣(        

  ٦٩....................................  الأساسية والحل الأساسيالمتغيرات) ٣,٢(
  ٧٦.................................................... طريقة السمبلكس) ٣,٣(

  ٩٧.................................................... لث الثاالفصل     تمارين 
  

  حالات خاصة في طريقة السمبلكس:   الرابعالفصل
  ١٠٤................................................ وجود أكثر من حل) ٤,١(
  ١٠٧............................................ المسائل غير محدودة الحل) ٤,٢(
  ١١١.................................................... الحل غير المنتظم) ٤,٣(
  ١١٩...................................................  الكبيرةMطريقة ) ٤,٤(
  ١٢٨.................................................... طريقة المرحلتين) ٤,٥(

  ١٣٨................................................... لرابع االفصل     تمارين 
  



  المحتويات

  

م 

  طريقة السمبلكس المعدلة:  الخامسالفصل
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  ١٥٥........................................... لمعدلةطريقة السمبلكس ا) ٥,٢(
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  تحليل الحساسية:  السادسالفصل
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  ١٧٢.................................... تحليل الحساسية باستخدام الرسم) ٦,٢(

  ١٧٧............ تحليل تغير معاملات دالة الهدف على الحل الأمثل) ٦,٢,١(       
  ١٨١................... تحليل تغير الطرف الأيمن على الحل الأمثل) ٦,٢,٢(       

  ١٨٥............................ طريقة السمبلكس باستخدام المصفوفات)  ٦,٣(
  ١٩٢................................ تحليل الحساسية باستخدام المصفوفات) ٦,٤(

  ١٩٥................ تغير معاملات دالة الهدف لمتغير غير أساسي) ٦,٤,١(         
  ١٩٩................... تغير معاملات دالة الهدف لمتغير أساسي) ٦,٤,٢(         
  ٢٠١............................. تغير الطرف الأيمن من القيود) ٦,٤,٣(         

  ٢٠٥................................................. لسادس االفصل     تمارين 
  

  الثنائية: بع الساالفصل
  ٢١٢.................................................  المسألة المرافقةإيجاد) ٧,١(

  ٢١٣.........................  المسألة المرافقة لمسألة طبيعيةإيجاد) ٧,١,١(         
  ٢١٧.....................  المسألة المرافقة لمسألة غير طبيعيةإيجاد )٧,١,٢(         

  ٢٢١.......................................  لمسألة الثنائيةالاقتصاديالمعنى ) ٧,٢(
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  ٢٢٣............................................ النظرية الأساسية للثنائية) ٧,٣(
  ٢٢٤................................... الصيغة الثنائية الضعيفة) ٧,٣,١(         
  ٢٢٨............................................ نظرية الثنائية) ٧,٣,٢(         
  ٢٣٥....................................  المكملةمتتممةنظرية ) ٧,٣,٣(         

  ٢٣٨..................................................  السابعالفصل     تمارين 
  

  مسائل النقل والتوظيف:  الثامنالفصل
  ٢٤٣.......................................................مسائل النقل ) ٨,١(

  ٢٥١....................  حل أساسي مقبول لمسألة النقلإيجاد) ٨,١,١(           
  ٢٥٤............................. طريقة الركن الشمالي الغربي) ٨,١,٢(          
  ٢٥٩...................... طريقة السمبلكس لحل مسألة النقل) ٨,١,٣(          

  ٢٨٢.................................................... مسائل التوظيف) ٨,٢(
  ٢٨٤................................................. يةالطريقة الهنغار) ٨,٢,١(

  ٢٩٠................................................... الثامن الفصل     تمارين 
  

  مسائل الشبكات:  التاسعالفصل
  ٢٩٥.................................................... تعاريف أساسية) ٩,١(
  ٢٩٧................................................ مسألة المسار الأقصر) ٩,٢(

  ٢٩٨....................................... طريقة دايجكسترا) ٩,٢,١(          
  ٣٠٢............................................... مسألة التدفق الأعظم) ٩,٣(

  ٣٠٥................................... فورد فولكرسونطريقة ) ٩,٣,١(        
  ٣١٤.................................................. سع التاالفصل     تمارين 
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אאDאW 
 1 2 35 7 9 20x x x+ + ≥ 

 

אאא،Wא 
 1 2 3, , 0x x x ≥ 

אאW 



١٨   الخطية البرمجةمقدمة في 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

min 5 4 8
s.t      5 2 10 30

3 6 2 35
5 7 9 20

, , 0

z x x x
x x x
x x x
x x x

x x x

= + +
+ + ≥
+ + ≥
+ + ≥

≥

 

 

 

אאאאאא
KאאFthe transportation problemE

אFthe assignment problemEKא
אאאאK 

  



١٩  أمثلةتعاريف و: البرمجة الخطية

 

 الأولفصلتمارين ال 
F١}١EאאאKאK 

 

١ J 

2
1 2

1 2

1 2

1 2

max 2
s.t.      2

4 3
, 0.

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

 

 

٢ J 
1 2

2
1 2

1 2

1 2

max 2

s.t.      cos 2
4sin 3
, 0.

z x x

x x
x x

x x

= +

+ ≤
+ ≤

≥

 

 

٣ J 
1 2

1 2

1 2

1 2

max 2

s.t.      2
4 3

, 0.

z x x

x x
x x

x x

= +

+ ≤
+ ≤

≥

 

  

F٢}١E،אא٤٠
א٣٠אאKא،
،אאאF٢}١KE
אא٠٠٠}١٠٠א

٠٠٠}٢٠٠א٠٠٠}٣٠٠אKא
אאאאאK

אK 
  



٢٠   الخطية البرمجةمقدمة في 

  )١,٢(جدول 

  بترين  زيت  غازولين  
 0.1 0.3 0.2  زيت خفيف

 0.4 0.2 0.1  زيت ثقيل
 

F٣}١EאאW،،
Kא٣}٠א

،א٤}٠א
،א٢}٠אא

٤Kאא١٠،א١٢،א
٨א،٤٠٠Kא

١٥אKא
אאא،٤،

א٥א،٣Kא
K 

 

F٤}١E٣אאאK
אאאF٣}١KE 

 

  )١,٣(جدول 

  سعر البيع  تكلفة الإنتاج عدد الساعات سعر المواد الخام النوع
  70,000 50,000 20,00010 الأول
  80,000 66,000  15 30,000 الثاني
  120,000 90,000 20 55,000 الثالث

 



٢١  أمثلةتعاريف و: البرمجة الخطية

אא٠٠٠}٠٠٠}١אאאא١٢٠
Kאאא

KFWאZא–אKE 
 

F٥}١Eא،אאK
א١٠٠אאא١}٠א،
٢٠٠אאא٢}٠אKאא

٩٠،א٢٠٠א،א
אא٣}٠אא٤}٠K

אאאK 
 

F٦}١EאאאאABK
אA٣אB٥K

א١٠אאאA٧א
אאBKא،אאא

١٠٠אKאA٤א،אאאB٦
אאאKאאאAB

אא
؟אאK 

 

F٧}١E١٢אא١٨אא
אK،אא

אאKאאאא



٢٢   الخطية البرمجةمقدمة في 

אאKאאאאא
٣אאאKא

אK 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



٢٣  

אא  

 
 
 
 

מ   א אמ א  א

Graphical Method for Solving LP 
    

  أساسيات هندسية •

 منطقة الحل والحل الأمثل •

  )Ω (رسم منطقة الحل •

  حل مسائل البرمجة الخطية باستخدام الرسم •

 حالات خاصة •
  

אאאא
Kאא،

אאאאא"max"،
אאאא"min"K 

אאאאאאאK
אא،אאאא

אאאאאאא
KאאאאאW 

 .تحديد منطقة الحل والتي تحقق جميع القيود - ١
 . منطقة الحلإيجاد الحل الأمثل من بين جميع النقاط الموجودة في - ٢



٢٤  مقدمة في البرمجة الخطية

אא؟
אא؟א؟ 

אאאאאאאא
א،אאאK

א،אאאא
אאאאאאאK 
   

 أساسيات هندسية) ٢,١(
Geometric Principles 

 
אאאאאא،

אאאאאאK
אאאאא

אאKא،אאאא
אאK 

 

  اموعة المحدبة) ٢,١,١(
Convex Set 

  

،א
א،אאאK 



٢٥  الخطية باستخدام الرسمحل مسائل البرمجة 
 

  Convex Setاموعة المحدبة  ):  ٢,١( تعريف
אSאאאW 

،אאאא
S،W 

( ) [ ], : 1 , 0,1α α α∀ ∈ − + ∈ ∀ ∈x y S x y S 
 

  אאאאK 
 

  )٢,١( مثال
א F١}٢Eא،FaE،FbE؛

S،אSKאFcE،
FdEKF؟אE 

  
  

  

(d)(c)(a) (b)

F٢,١(  
  

  ملاحظة

אאאאא, ∈x y S
[ , ]x yKאW 

( ) [ ][ , ] { | : 1 , 0,1 }.α α α= = − + ∈x y v v x y 
 

  

S



٢٦  مقدمة في البرمجة الخطية

אא
K 

 

  Convex Setاموعة المحدبة  ):  ٢,١( مبرهنة
 

א1 2, n⊂S S،k ∈א،
אW 

١ J 1 1{ : , }k ks s= = ∈S x x S 
٢ J 1 2 1 2 1 1 2 2{ : , , }s s s s+ = = + ∈ ∈S S x x S S 
٣ J 1 2S S∩ 

  

  البرهان
אאאאאF١}٢E،

K 
 

  المستوى الفوقي واسم المضلع) ٢,١,٢( 
Hyperplane and Polyhedron 

 
אאFhyperplaneEאאא،

אFlineEאא2אFplaneEא
3אK،אאאאא
אFlinear varietyEK 

 

  Linear Varietyالمتعدد الخطي ): ٢,٢( ريفتع

אnV ⊂متعددا ا خطيא1 2,v v V∈W 

1 2(1 ) ,v v Vλ λ λ+ − ∈ ∀ ∈ 

  



٢٧  الخطية باستخدام الرسمحل مسائل البرمجة 

אאאאאא
אאאאאאא

אאאאKאא،3،
אאאאW،א،א،אא

א3K 
אאFdimensionEאV

dim( )VKא،אאK
אאאK

אאאא
אאFsubspaceEnFLn

א,L r∈ ∈m,nr L+ ∈m nKEאא
אאאאK 

 

  Hyperplaneالمستوى الفوقي  ):  ٢,٣( تعريف
 المستوى الفوقيH nR1n −K

W 
dim( ) 1H n= − 

 
אאnK

אאאאאאא،א
אK 

 



٢٨  مقدمة في البرمجة الخطية

)٢,٢( مبرهنة 
א0 n≠ ∈a،c ∈W 

: { : }n TH c= ∈ =x a x 
nK 

  

  البرهان
1 2, H∈x x،1 2

T T c= =a x a x،1א 2( (1 ) )T cλ λ+ − =a x x
λ ∈K1 2(1 ) Hλ λ+ − ∈x xλ ∈K

HאKאאMאא
Hא1−x،W 

1 1{ : }.TM H c= − = − =x x x a x 
 

− 1y = x xא،MW 
{ : 0}n TM = ∈ =y a y 

 

אMnאא
aKאW 

dim( ) 1M n= − 
 

dim( ) 1H n= −،HnK  
  

 )٢,٣( مبرهنة

אH0 n≠ ∈a،c ∈
 

{ : }n TH c= ∈ =x a x 
  

  



٢٩  الخطية باستخدام الرسمحل مسائل البرمجة 

  البرهان
  1 H∈x،MאאHא1−x

1M H= − xKאאdim( ) 1M n= −K≠a 0 
MKא{ : 0}n TM = ∈ =x a xK1

Tc = a x،
2 H∈xא،2 1 M− ∈x x،2 1 0T T− =a x a x

א2
T c=a xK 

אH∈x،T c=a xKאW 
{ : } :n TH c K⊂ ∈ = =x a x 

 

H،אdim( ) 1H n= −אא،
dim( ) 1K n= −אH K=K  

  
  

אF٢}٢EF٣}٢Eאא،
אT c=a xKאאא

אאאאK 
  

 Closed Half Spacesنصف الفضاء المغلق  ):  ٢,٣( تعريف

0 ,n c≠ ∈ ∈a،{ : }n TH c= ∈ =x a x
،     نصف الفضاء المغلـق الموجـبH + والـسالبH −

W 
{ : }n TH c+ = ∈ ≥x a x 
{ : }n TH c− = ∈ ≤x a x 

  



٣٠  مقدمة في البرمجة الخطية

אא,H H+ −Hאא،
nKאאאאא

אאאK 
 

 Polytopeمتعدد السطوح  ): ٢,٤( تعريف

  متعدد الـسطوحאא
אK 

 

אאאFboundedE
אאW  

  

 Polyhedronاسم المضلع   ): ٢,٥( تعريف

אא
אאאKאאK

  
  النقاط الحدية) ٢,١,٣( 

Corner Points 
 

אא،אא
אא،א النقاط الحديـةFcorner pointsEK

אK 
  
 



٣١  الخطية باستخدام الرسمحل مسائل البرمجة 

   Corner Pointsالنقاط الحدية ):  ٢,٦( تعريف

S،א∈s Sא
אW 

אSאsא،
sאאK 

  

א∈s SSאא،
1 2 ∈s ,s S،0 1α< <،1 2(1 )α α= + −s s sK  

  

  )٢,٢( مثال
אF٢}٢EFaEאA, B, C, Dא،F

FאאABאF
אאKFbEא،אאאK 

 

(a) (b)

A B

    CD

F

  
  )٢,٢(شكل 

  

  ملاحظة
nאאאא،

nאאK  

  



٣٢  مقدمة في البرمجة الخطية

 منطقة الحل والحل الأمثل) ٢,٢(
Feasible Region and Optimal Solution 

 

אאאא
אK
אK 

 

  )Feasible Region  Ω ( منطقة الحل): ٢,٧( تعريف

א( )Ωאאא
אאK 

  

  ملاحظة
א،אφΩ =K

אאK 
אאאא

אאKאא
K 

 
)٢,٣( مثال 

אאאW 
 



٣٣  الخطية باستخدام الرسمحل مسائل البرمجة 

1 2

1 2

1 2

1

2

max  
s. t.   5

2 4
0
0

z x x
x x
x x
x
x

= +
+ ≤
− ≤
≥
≥

 

 

אא(1,1)אא،؛א
אΩKא(3,4)،אאΩK 

 

 ،
אאאאאKאאالحـل الأمثـل  א

Foptimal solutionEKW 
 

  Optimal Solutionالحل الأمثل ):  ٢,٨( تعريف

אאאאאא
"max"אאאא

Kאא"min"،אא
אאאא

K 
  

  ملاحظة
אאKא

،Kאא
אאK 

  



٣٤  مقدمة في البرمجة الخطية

  )Ω(رسم منطقة الحل ) ٢,٣(
Plotting the Feasible Region 

  

אאKאא
אKא1 2( , )x x 

אאאאKאא
אאאK א

אאאK  
  

  )٢,٤( مثال
אאW 

  1 23 4 12x x+ ≤ 
1 2( , )x xאאאKאאא

1א 1 2: 3 4 12x x+ =L،אאK
אא2 0x =1 4x =א

1xKא(4,0)אK1 0x =
א2אxא(0,3)K 

 
אF٣}٢Eא1LKאאא

W 
 

( ){ }
( ){ }
( ){ }

1 1 2 1 2

2 1 2 1 2 1

3 1 2 1 2

: , : 3 4 12

: , : 3 4 12

: , : 3 4 12

A x x x x

A x x x x

A x x x x

= + <

= + = =

= + >

L 

  



٣٥  الخطية باستخدام الرسمحل مسائل البرمجة 

1L

1x

2x

   (4,0)

(0,3)

1A

3A

 
  )٢,٣(شكل 

 

אאאא1Aא1Lא،3A
אK1Aא1L،3A

אK،אא
א،אא(0,0)Kא

(0,0)אא1 23 4 12x x+ <،א1אAאא
אKאאא1Lאאא

،אאאא1 2A A∪K  
  

  אאאאאא
Kאאאא

אאאאKא
אאאK 

  



٣٦  مقدمة في البرمجة الخطية

אאאא
אK 

 

  )٢,٥( مثال
אאW 

  

1 2

1 2

1

2

4 18 36
2 3 6

0
0

x x
x x

x
x

+ ≤
+ ≤
≥
≥

 

 
 

  الحل
אאא1 2( , )x xא

אKאאא1 0x ≥2 0x ≥א
אאFfirst quadrantEKא

אא1xאא،2xKא
א1א 24 18 36x x+ ≤1 22 3 6x x+ ≤،אW 

 

1 1 2

2 1 2

: 4 18 36
: 2 3 6

x x
x x

+ =
+ =

L
L

 
 

א1L،א(9,0)(0, 2)Kא
(0,0)אא1 24 18 36x x+ <،1א 24 18 36x x+ ≤א

1אLאאאKאא1L
אאאאאאKא2L

(3,0)(0, 2)א،(0,0)אא



٣٧  الخطية باستخدام الرسمحل مسائل البرمجة 

1 22 3 6x x+ <א،1 22 3 6x x+ ≤א2Lא
אאKאא2Lאאא

אאאK نقطة التقـاطعא
אא(0, 2)K 

 

1x

2x

1L

2LΩ

       (0,2)

(0,0) (3,0) (9,0)

 
  )٢,٤(شكل 

 

אF٤}٢E،1אL2Lא
אאKאאאא

(0,0), (0,2), (3,0)K 
  

אאא
K 

  

 )٢,١(نظرية 

١ J אK 
٢ J אאאK

  



٣٨  مقدمة في البرمجة الخطية

 حل مسائل البرمجة الخطية باستخدام الرسم) ٢,٤( 
Graphical Method for Solving LP 

  

אאא،
אאF

אא"max"אא"min"KE
אאאאאאא
zא،cz =cKאא مستقيم

مستقيم التكلفة"max"אאFisoprofit lineEالربح
Fisocost lineEאא"min"K 

א،אאאא
אאאאKאא

אאאKאא
אאKאא،

אאאאאא
אאאאKא

אאאK 
 

אאאאא
"max"،אאאאא

אK 
 

  ) ٢,٦( مثال
אאאאW 



٣٩  الخطية باستخدام الرسمحل مسائل البرمجة 

 

1 2

1 2

1 2

1

2

max 3 5
s.t.       2 6

3
0
0

z x x
x x
x x

x
x

= +
+ ≤
− ≤
≥
≥

 

  

  الحل 
אאא1 0x ≥2 0x ≥،א

אאKאאאאW 
 

1 1 2

2 1 2

: 2 6
: 3
x x
x x
+ =
− =

L
L

 
  

א1L2LKא
אFאא1−א

2 1x =אא1 4x =KEאא
(4,1)אF٥}٢KE،אאא

(0,0)،(0,3)،(3,0)(4,1)K 
 

א،א
zאKאא(0,1)5z =Kאא

(0,1)א5z =Kאא5z =
אW 



٤٠  مقدمة في البرمجة الخطية

1x

2x

1L

2L

Ω

     (0,3)

       (0,-3)

               (0,0)      (3,0)

      (4,1)

           (6,0)

 
  )٢,٥(شكل 

  

1 23 5 5z x x= + =،א2 1
3 1

5
x x−

= +Kא

5z =3
5
−Kא1 23 5 cx x+ =א،

אאא
KאF٦}٢E،א5z =15z =K 

אאאאאאאK
א،א

אאאzFא
"max"E،אא؛א

אאאאzKא
אא1א 23 5z x x= +א1x2x؛



٤١  الخطية باستخدام الرسمحل مسائل البرمجة 

אאאאz
1א 23 5 5z x x= + =K 

1x

2x

5z =

15z =

 
  )٢,٦(شكل 

 

אF٧}٢Eא،z c=א
א(4,1)א،

אK 
 

1x

1L 2L

Ω

2x

5z =

10z =

17z =

 
  )٢,٧(شكل



٤٢  مقدمة في البرمجة الخطية

אz c=3
5
−א1L

1
2
−Kאz c=א1L،א

(4,1)א2xאz c=
(4,1)2xא1L،א

אz c=א1LK 
،אאא(0,3)(4,1)K

אאz c=א(4,1)K
אz c=2xא(0,3)

אאF٧}٢KEאאא(4,1)،
* *

1 24, 1x x= =אאא
* * *

1 23 5 3.4 5.1 17z x x= + = + =Kאאא* 17z =K 
 
 
 
 

 

א(4,1)،אא    نقطة تكبير دالة الهـدف)maximizer(K
אא"min "zאא

אאنقطة تصغير دالة الهدفFminimizerEKא
*zאא)optimal solution(. 

 

אאאאK 
  

  ) ٢,٧( مثال
אאW 

  



٤٣  الخطية باستخدام الرسمحل مسائل البرمجة 

1 2

1 2

1 2

1 2

min 2
s.t.    3 4 12

2 2
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≥

≥

 

 

  الحل
אאאאאאא

אW 
 

 1 1 2

2 1 2

: 3 4 12
: 2 2

x x
x x
+ =
+ =

L
L

 

אF٨}٢Eא،Ωא،
z c=cK 

 
 

1x

1L

2L
Ω

2x

1z =

3z =

5z =

1

1

2

2

3

3 4

 
  )٢,٨(شكل 

  



٤٤  مقدمة في البرمجة الخطية

אאא(1,0), (4,0), (0,3), (0,2)אאK
א،א

zאKאא(3,0)3z =Kא
אא3z =אא

zKאF٨}٢Eא1z =،3z =،
5z =Kאאאא1 22z x x= +

1x2x؛א
1 22 3z x x= + =K 

 

אאKא
אאאאzKא

z c=אא(1,0)،
אאK 

אz c=1
2
−א2L

2−Kאz c=א2L،אא
z c=2xFא(1,0)Eא(0, 2)

אאF٨}٢KEאאא(1,0)א
* *

1 21, 0x x= =אאא
* * *

1 22 1 2.0 1z x x= + = + =Kאאא* 1z =K 
 

 

  ،אאאא
אאאW 

  

  



٤٥  الخطية باستخدام الرسمحل مسائل البرمجة 

 Extreme Points Theoremنظرية النقاط الحدية ): ٢,٢(نظرية 

אא،א
אא،א

אאK 
  

  )٢,٨( مثال
אאאאF٦}٢E،

א(0,0)א،(0,3)،(3,0)،(4,1)אא1 23 5z x x= +K
אאאא

אאW 
 

*

(0,0) 0
(0,3) 15
(3,0) 9
(4,1) 17

z
z
z
z

=
=
=

=

 

 

(4,1) 17z =אאא* 17z =א
אK 

 

 
א،אאאא

א)binding constraint( 
)nonbinding constraint(K 

  

  



٤٦  مقدمة في البرمجة الخطية

   Binding Constraintsالقيود الملزمة ): ٢,٩( تعريف

אاملزمאאאאא
אאאאאאKא  غير ملزم

אאאאאאאK 
 

אF٧}٢Eאאא،(1,0)Kא
1 22 2x x+ ≥2 0x ≥،אא1 23 4 12x x+ ≤1 0x ≥
K 
 

 حالات خاصة) ٢,٥(
Special Cases 

  

אאאאאK
אאאאא

K 
١ JאאאאK 
٢ JאאK 
٣ JאאאK 
 

 
  وجود أكثر من حل) ٢,٥,١( 

Alternative Optimal Solutions 
 

אאאאאK
אאאW 



٤٧  الخطية باستخدام الرسمحل مسائل البرمجة 

  ) ٢,٩( مثال
אאW 

 
1 2

1 2

1 2

1 2

max
s.t.   5

2 1
, 0

z x x
x x
x x

x x

= +
+ ≤
− ≤
≥

 

  

  الحل 
א1 2,L LW 

 

1 1 2

2 1 2

: 5
: 2 1
x x

x x
+ =
− =

L
L

  
 

אא3z =א
(0,3)א،F٩}٢EK 

 

1x

2x

1L
2L

5

     (2,3)

     1/2

Ω

3z =

5z =

 
  )٢,٩( شكل

  



٤٨  مقدمة في البرمجة الخطية

אz c=אKא1L
אz c=1−،א

5אz =Kאאאא
אאאא(0,5)(2,3)Kאאz c=

אא1LK 
אאאאאאא(0,5)(2,3)

אF٩}٢KEאאK 
אאאאא،

אאzאאW 

*

*

(0,0) 0
(1/ 2,0) 1/ 2
(2,3) 5
(0,5) 5

z
z
z
z

=
=

=

=

 

אאאאz5،
אא(0,5)(2,3)Kz5א

،אאאאאאא5אz =
،אאאאאא(0,5)(2,3)K 

 

 

 

אF٩}٢EאFalternative optimal 

solutionsE،אאא،
אאאא(0,5)(2,3)،אאאא

א(0,5)א(2,3)Kא* *,x y
،אא* * *(1 )α α= − +t x y0 1α≤ ≤K 

  



٤٩  الخطية باستخدام الرسمحل مسائل البرمجة 

אאא
אאאא،K 

 
  عدم إمكانية الحل) ٢,٥,٢( 

Infeasible LP 
 

אא،א
אאKא

אאW 
 

)٢,١٠( مثال 
אאW 

1 2

1 2

1 2

1 2

max 3
s.t.    2 4

3 4 24
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≥

≥

 

  

  الحل
א1 2,L LW 

 

1 1 2

2 1 2

: 2 4
: 3 4 24

x x
x x
+ =
+ =

L
L

  
 

אאF١٠}٢KE 



٥٠  مقدمة في البرمجة الخطية

1x

2x

1L
2L

φΩ =

2

4

6

8642

 
  )٢,١٠(شكل

 

אKא
אאΩ =∅א،Kאא

א،
Finfeasible LPEK 

  
  

   

   الحلمحدودةالمسائل غير ) ٢,٥,٣(
Unbounded LP 

  

אא"max"אאא
אאאאKא

א"min"אאאאא
אאK 

א"max"א
א،אאאאא

  



٥١  الخطية باستخدام الرسمحل مسائل البرمجة 

אאאא
אW 

 

)٢,١١( مثال 
אאW   

1 2

1 2

1 2

1 2

max 2
s.t.    3 6

4
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≥
+ ≥

≥

 

  

  الحل
א1 2,L LW 

1 1 2

2 1 2

: 3 6
: 4
x x
x x
+ =
+ =

L
L

 
 

אאאΩאF١١}٢EΩ
FunboundedEK،א7z =12z =،

אאאאאאK
،אאאאאא

אא1 2,x xKאאK 
 
 

  



٥٢  مقدمة في البرمجة الخطية

1x

2x

1L

2L

Ω

4

(3,1)

6

7z = 12z =

 
  )٢,١١( شكل

  

אאאאא
אא،אKא

אאאK 
 

)٢,١٢( مثال 
אאW 

1 2

1 2

1 2

1 2

min 2
s.t.    4

3 6
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≥
+ ≥

≥

 

  

  الحل
א،אאאאאא

"min"Kאאא
א* *

1 2( , ) (0, 4)x x =אא* 4z =Kאאא
* 4z =K 



٥٣  الخطية باستخدام الرسمحل مسائل البرمجة 

  ملاحظة
אאאא

אאW 
 

)٢,١٣( مثال 
אאW 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

min 2 2
s.t.    3 6

4
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≥
+ =

≥

  

  

  الحل
א1 2,L LW 

 

1 1 2

2 1 2

: 3 6
: 4
x x
x x
+ =
+ =

L
L

 
 
 

אאאΩאF١٢}٢KE 
 

אF١٢}٢EאΩאאאא
א(0, 4)(3,1)Kאא(3,1)،

zא8Kא8אz =א
(3,1)Kאאאאאא

8z =2אLKאא8z =א
אKאאKאא

אאz81 2( , )x xאאK   



٥٤  مقدمة في البرمجة الخطية

1x

2x

1L

2L

4

)3,1(

6

Ω

 
 

  )٢,١٢(شكل
 

אאאאW 
١ J 
٢ JאאK 
٣ JK 
٤ JK 

 



٥٥  الخطية باستخدام الرسمحل مسائل البرمجة 

 

   الثانيلفصلتمارين ا
F١}٢Eאאאאא≤≥=،
אא<>؟ 

 
F٢}٢EאאאאW 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

max 3 2

s.t.      2 5
4 6

, 0.

z x x

x x
x x

x x

= +

+ ≤
+ ≥

≥

 

  

אא(0,1), (2, 2), (0,5), ( 5,15)−אאK 
 

F٣}٢EאאW 
١ JאK٢ JאK  
٣ JאאK٤ JאK 
٥ Jא2{( , ) | , 1 1}x y y x x= − ≤ ≤K 

 
F٤}٢EאאW 

 ١ Jא  ٢ Jא  ٣ Jאא 
 ٤ Jא2{( , ) | , 1 1}x y y x x= − ≤ ≤K 
 

F٥}٢Eאאאא1 2, 0x x ≥K 
١ J1 22 6 5x x− + ≤   ٢ J1 2 0x x− ≤ ٣ J1 2 0x x− + ≥ 



٥٦  مقدمة في البرمجة الخطية

F٦}٢Eא"max"א،
אא≥א=אאא،

؟אK 
 

F٧}٢Eאאאאא،F،א
،א،KE 

 

1 2

1 2

1 2

2

max
s.t.    3 6

4
0

z x x
x x
x x

x

= − +
+ ≤
+ ≤
≥

 

 

FتلميحWא1xאE 
 

F٨}٢Eא،אאאאF،א
،א،KE 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

max
s.t.    4

5
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
− ≥

≥

 

 

F٩}٢Eא،אאאאF،א
،א،KE 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

max 4
s.t.    8 2 16

5 2 12
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

 



٥٧  الخطية باستخدام الرسمحل مسائل البرمجة 

F١٠}٢Eאא،אאאF
،א،،אKE 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

max 3
s.t.    4

2 4
, 0

z x x
x x
x x
x x

= − +
− ≤
+ ≥

≥

 

 

F١١}٢EאF١٣}٢Eאא،Kא
אאאK 

1x

2x

1 2 3 4

1

2

3

4

5

5

-1
 

  )٢,١٣( شكل

 
F١٢}٢EאאאאאאF١١}٢KE 

 

١ J1 2max 2 6z x x= +.       ٢ J1 2max 3 4z x x= − +K 
٣ J1max 2z x=.        ٤ J1 2min 3 4z x x= +K 

٥ J1 2min 2z x x= −                       ٦ J1min 3z x=K 
 



٥٨  مقدمة في البرمجة الخطية

F١٣}٢Eא،אאאאF،א
،א،KE

אאz c=K 
 

1 2

1 2

1 2

1 2

max 3
s.t.    2 6

3 9
, 0

z x x
x x

x x
x x

= +
+ ≤

+ ≤
≥

 

 

F١٤}٢Eאא"min"אא"max"אאא
Fאz c=אאKE 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

6 4
s. t.      2 2

2 4
3 2 12

, 0

z x x
x x
x x
x x
x x

= +
+ ≥

− + ≤
+ ≤

≥

 

 
F١٥}٢EאאzK 

 

 ١ J1 2max z x x= −.    ٢ J1 2max 2z x x= − −K 
 ٣ J1max 2z x=.     ٤ J1 2max 3 4z x x= +K 
 ٥ J1 2max 2z x x= − +   

 

F١٦}٢Eאz 
 ١ J1 2min 3 2z x x= −.    ٢ J1 2min 2z x x= − +K 
 ٣ J1 2min 2z x x= +K   



٥٩  الخطية باستخدام الرسمحل مسائل البرمجة 

F١٧}٢EאאאאW 
 

1 2

1 2

1

1 2

max 5 2
s.t.    10

5
, 0

z x x
x x
x
x x

= +
+ ≤
=

≥

 

 
F١٨}٢EאF١٧}٢Eאאאא1 5x ≤K 

 
F١٩}٢EאאאW 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

max 6 2
s.t.      1

3 6
, 0

z x x
x x
x x
x x

= −
− ≤
− ≤

≥

 

  

،אאאא1x2x 
אא،K 
 

F٢٠}٢EאאFnecessaryEאFsufficientEאא
,s tאא،W   

1 2

1 2

1 2

max
s.t.      s 1

, 0

z x x
x tx
x x

= +
+ ≤

≥
 

 

١ J ٢ Jא 
٣ Jא  ٤ J 
 



٦٠  مقدمة في البرمجة الخطية

F٢١}٢EאאאאW 
 

1 2

1

2

1 2

1 2

min 10 9
s.t.    8

10
5 3 45

, 0

z x x
x

x
x x

x x

= +
≤
≤

+ ≥
≥

  

 
F٢٢}٢EאאאW 

 

1

1 2

1 2

1 2

max
s.t.      

1
, 0

z x
x x
x x
x x

α
=
+ ≤

− + ≤ −
≥

 

 

١ Jאאאא1α ≥K 
٢ Jאאα1α ≥K 

 

F٢٣}٢E١ JאאאW 
 

1 2

1 2

1 2

4
2 2

, 0

x x
x x
x x

+ ≤
− ≤

≥
 

 

1 22 6x x+ ≤K 
 

٢ J
1א 22 6x x+ ≤K 

 



٦١  الخطية باستخدام الرسمحل مسائل البرمجة 

F٢٤}٢EאF١٤}٢Eאא،
אאאאK 

  

1x

2x

1 2 3 4

1
2
3
4

5

5

-1 6

(3,3) (6,3)

 
  )٢,١٤(شكل

 

אאאאאK
אK 

١ Jאאאא(3,3)
(0,2)א(6,3)א،(3,3)אא
אK 

٢ Jאא(3,3)،
א(0,2)(6,3)K 

٣ J(0,0)אK 
 

F٢٥}٢Eאאאא؟W 
١ Jאאאאא،

K 
٢ JאאאאK 



٦٢  مقدمة في البرمجة الخطية

 

٣ JK 
 

F٢٦}٢Eאא"max"אא
אF١٥}٢E،( ) 0z x ≥x ∈Ωא،z c=

1/ 5−א1L2 / 5−،א2אL
3/ 4−K 

 

1x

2x

2L

2

4
6

8642 10

Ω

1L

A
B

C

 
  

  )٢,١٥( شكل
  

١ Jא, ,A B Cא،K 
٢ Jאאאאא* 40z =،

אאאאאK 
 



٦٣ 

אא
  

 
 

 א 
 The Simplex Algorithm 

  
 

 الصيغة القياسية   •
   المتغيرات الأساسية والحل الأساسي •
 طريقة السمبلكس •

 
אא،אאא

אאKאאא
אאא،K 

אאאאא
 אא طريقة السمبلكسFThe Simplex MethodE K  א 

אאFGeorge DantzigE١٩٤٧K
א א     א   ،א K 

אFAlgebraic ProcedureE
אאK 

 



٦٤  مقدمة في البرمجة الخطية

  ،    א  אא  
אאאKאא

אאאאאא
אאאאאKאא
 אא  א≤،،אא

אאא Kא
אאאK 

 
  الصيغة القياسية) ٣,١( 

Standard Form 
  

،אאאא
א،אאאK

אאא،א
א،لصيغة القياسيةبا
W 

 

   Standard Formالصيغة القياسية ):  ٣,١( تعريف

אאالصيغة القياسية،אא
 אא   ،  א    

K 
  



٦٥  طريقة السمبلكس

)٣,١( مثال 
אאW 

1

1 2

1 2

1 2

max
s.t. 3

3 5
, 0

z x
x x
x x
x x

=
+ ≥
+ =

≥

 

אא؛אאאK 
אאW 

2

1 2

1 2

1

max
s.t. 5

3 2
0

z x
x x
x x

x

=
+ = −
+ =

≥

 

،אאאאאא
א2xאK 

  

    א א     
אא     ،  א    

אאאKאאאW
אא،؟אאكيف نحول متراجحة إلى معادلة

א" "≤אאא" "≥K 
 

"تحويل المتراجحات من النوع ) ٣,١,١(  "≤إلى معادلات  
אאא 1 2 3x x+ ≤א،K

אאאs (slack variable) אא

  



٦٦  مقدمة في البرمجة الخطية

،אאאאא1 2x x+،אא3،אs
W 

1 23s x x= − − 
  1 20, 1x x= =  ،2s = K  1x 2x

אאא0אs ≥KאW 
1 2 3 , 0x x s s+ + = ≥ 

W 
1 2 1 23 3, 0x x x x s s+ ≤ ⇔ + + = ≥ 

   

"تحويل المتراجحات من النوع ) ٣,١,٢( "≥إلى معادلات 
 א אא 1 2 3x x+ ≥ ، K

אאאאe (excess variable) אאאאא
3KW 

1 2 3e x x= + − 
1 22, 3x x= =2e = K אא1 2 3x x+ ≥

W 
1 2 3, 0.x x e e+ − = ≥ 

  
 )خطوات تحويل مسألة البرمجة الخطية إلى الصيغة القياسية) ٣,١,٣  

אא ،אאא 
אאאאאאאW 

١ JאאאKא
א1−K 



٦٧  طريقة السمبلكس

٢ Jאא،אאא
K 

٣ Jאאאאאא
אאKאא1 1 2 2 ... n nz a x a x a x= + + +

1 1 2 2 ... 0n nz a x a x a x− − − − =K 
  

  

)٣,٢( مثال 
אאאאW 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

max 14 9
s.t.   10

2 5
2 3

, 0

z x x
x x
x x
x x

x x

= +
+ ≤
+ ≤
+ ≥
≥

 

  

الحل 
אאאאאאא
 ،א א       ،א א

،אאאW 
 

1 2

1 2 1

1 2 2

1 2 1

1 2 1 2 1

max 14 9 0
s.t.   10

2 5
2 3

, 0 , , 0 , 0

z x x
x x s
x x s
x x e

x x s s e

− − =
+ + =
+ + =
+ − =
≥ ≥ ≥

 

  

  



٦٨  مقدمة في البرمجة الخطية

)٣,٣(مثال 
אאאאW 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

max 4 3
s.t.   2

2 1
0, urs

z x x
x x
x x
x x

= +
+ =
− ≤ −
≥

 

  
  الحل

      א א  א א  
 א א1− א  1 22 1x x− + ≥Kא 2x

،אW 
 

2 2 2 2 2
' " ' ", , 0x x x x x= − ≥ 

 

2אx،W 
 

1 2 2

1 2 2

1 2 2

1 2 2

' "max 4 3( )
' "s.t.     ( ) 2

' "2( ) 1
' "0, , 0

z x x x

x x x

x x x

x x x

= + −

+ − =

− + − ≥

≥ ≥

 

 

  אא    K    
אאאאאW 



٦٩  طريقة السمبلكس

1 2 2

1 2 2

1 2 2 1

1 2 2 1

' "max 4 3 3 0
' "s.t.      2
' "2 2 1

' ", , 0, 0

z x x x

x x x

x x x e

x x x e

− − + =

+ − =

− + − − =

≥ ≥

 

 
  

  ملاحظة
 ،א א    אא    

א        K    א 
אאKא 

≥א≤אאK،
 1א 22 4x x+ = א   א 1א 22 4x x+ ≤

1 22 4x x+ ≥K 
  

 المتغيرات الأساسية والحل الأساسي) ٣,٢( 
Basic Variables and Basic Solution 

  

אאאאאאא
א،אKאאאא

אאW 
max 0
s.t.   

Tz
A
− =
=
≥

c x
x b
x 0

 

 

  



٧٠  مقدمة في البرمجة الخطية

אאאאאאא 
 א A =x b K ،אא אא ،א א  
אA =x bK 

 

Basic Solution الحل الأساسي  ):  ٣,٢(تعريف 

א (system)  A =x b A  
אm n× ( )n m≥ Kالحل الأساسيאא א

 n m−    אא  المتغيرات غير
אאאNonBasic Variables, NBV( ، (الأساسية

المتغيرات الأساسية)Basic Variables, BV( . 
 

אF٢}٣E ،אא 
m א،nאאאא،

  ،א ( )n m≥ K  ،אא n m−  אא 
mאmאאFאאאE،

אאK 
 

)٣,٤( مثال 
W 

 

1 2

2 3

3
1

x x
x x

+ =
− + = −

 
  

  



٧١  طريقة السمبلكس

  الحل
  א 3א  א K א א 

3 2 1− =אאKאא
א K אאא  א  { }1NBV x= ،F 

1 0x =Eאאא،{ }2 3,BV x x= Kא
א2 33, 2x x= =אא،W 

 

1

0
3
2

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

v 

 

אאאא{ }2NBV x=אאא
{ }1 3,BV x x=،אאאW 

2

3
0
1

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

v 

 
א،אאא

א،אאאW 
  

)٣,٥( مثال 
אאW 

 1 2 3

1 2 3

5 2 3 9
10 4 2 13

x x x
x x x
+ + =
+ + =

 
 

  



٧٢  مقدمة في البرمجة الخطية

3xאאF3 0x =E،א 
אW 

 1 2

1 2

5 2 9
10 4 13

x x
x x
+ =
+ =

 

   א Eא؟Fא       ،
  3אx   K א  1x  א

אא،W 

1

0
21/ 8
5 / 4

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

v 

 
  א א     א   

،אאאא،אאW 
  

   Basic Feasible Solutionالحل الأساسي المقبول  ):  ٣,٣(تعريف

Ax b=אא
ًمقبولاًاً أساسيحلا Fbasic feasible solutionEאא)bfs(.   

 

 א F٤}٣E  ،א א1v ،א 
2אvK 

אאF٢}٢Eא،אאא
א، Kאא

אאאאאK 
 
 
 
 
 
 

  



٧٣  طريقة السمبلكس

)٣,١(نظرية  

       א    ،
).bfs(א،
א )bfs( K 

 

אאאאאאאאW 
 

)٣,٦( مثال 
אאאW 

 

  

1 2

1 2

1 2

1 2

max 3 2
s.t.   2 4 8

2
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

 

 

אאא،אאא
אאW 

 
1 2

1 2 1

1 2 2

1 2 1 2

max 3 2 0
s.t.   2 4 8

2
, , , 0.

z x x
x x s
x x s

x x s s

− − =
+ + =
+ + =

≥

 

 

א،אאΩאF١}٣KE 



٧٤  مقدمة في البرمجة الخطية

1x

2x

Ω

A

B

C

1

2

3

1 2 3 4

 
  )٣,١( شكل

  

א אאA, B, CKא
אאא،אאKאא

א1 2,x x،א1 2 0x x= =א،
 א א  1 8,s = 2 2s =K אF١}٣ E א

אאאאאW 
 

 

  ).٣,١(جدول 
  المتغيرات الأساسية
(BV) 

المتغيرات غير الأساسية
(NBV) 

  (bs)الحل الأساسي 

1 2 1 2x x s s
النقطة الحدية مقبول؟ هل الحل

(EP)  

1 2,s s  1 2,x x 0 0 8   A  نعم 2

1 1,x s  2 2,x s 2 0 4  C  نعم0

1 2,x s 2 1,x s  4 0 0   _  لا−2

2 1,x s 1 2,x s  0 2 0   B  نعم 0

2 2,x s 1 1,x s  0 2 0  B نعم 0

1 2,x x 1 2,s s  0 2 0  B  نعم 0

 



٧٥  طريقة السمبلكس

א א           
א، א אB אאא1 20, 2,x x= = 

1 20, 0s s= =K 
 

אF١}٣E،א
A =x b،א אאA =x b،

A =x bFאאz
אא"max"

אא"min"KE 
 א  ،א       

אאאאK 
 

 Adjacent bfsالحل الأساسي المقبول ااور ): ٣,٤(تعريف

mאnאא،
    متجاورين  )adjacent( ،א  א

1m −،אאאאא 
 אא Fא  א אא    א  

אאKE 
  

)٣,٧( مثال 
אאW 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

4 6
4 3 8
8 7 3 14

x x x x x
x x x x x
x x x x x

+ + + + =
+ + + + =
− + + + =

 

  



٧٦  مقدمة في البرمجة الخطية

אאW 
 

1 2 3

1 0 0
1 2 0

, ,1 1 1
0 0 4
0 3 1

bfs bfs bfs

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

   א 1אbfs 2bfs   א
3 1 2− =א אא   Fאא 2x 3xEK

אא2bfs3bfsאKאא1bfs
3bfsK 

 
 אF٦}٣E،אא

   א   Kא  ، א א 
אאאאK 

 
  طريقة السمبلكس) ٣,٣( 

The Simplex Method 
  

אאא
א(initial basic feasible solution)  1bfs א ،

 א א א   Kא א  א  ،א  
 K א א ،

2( )bfsאאאאא

  



٧٧  طريقة السمبلكس

אאאאא1bfsK
 א א  2bfsא א ،  2bfsא  
א،2bfsא

KKKא،אאK 
 אא א   א  

א אא א  
אאK 

 

   Optimality Testمثلية قاعدة اختبار الأ): ٣,٢(نظرية 

אkbfsא
א ،א

אאאאאאK 
 

א   א   א א 
אW 

١ JאאאאK 
٢ J،אאאFinitial bfsEK 
٣ J א א  א   K      א

אא א   z א א 
אאK 

٤ Jא٣אאאK 
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אאאmאnאא

 א א mא אא n
m
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

א    ،

  א אn
m
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

א  K  ؛א
25

 3,268,760
10
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

Kאאאא

אא3mאאאK 
 ،א  אא  א א א  
א א א   ؛    אא

אא،الشكل القياسيK 
    

  Canonical Formالشكل القياسي ): ٣,٥(تعريف

      الشكل القياسي  א
1א0אK 

 

אאאא
אK 

 

) ٣,٨(مثال 
אאאאW 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

max 2
s.t.   1
       2 3

6
2 10

, 0

z x x
x x
x x

x x
x x

x x

= +
− + ≤
− + ≤
+ ≤
+ ≤
≥

 



٧٩  طريقة السمبلكس

  الحل
אאאאאא

F٢}٣KEאאאאאK 
 

1x

2x

        A

B
C

D

E

F
1 2 3 4

1

2

3

5

4

 
  )٣,٢(شكل 

  

אא؛א
אאאאאK 
  

تحويل المسألة للصيغة القياسية 
אא   " "≤، אא

אא؛אא،
אאW 

 

1 22 0z x x− − = 
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1 2

1 2 1

1 2 2

1 2 3

1 2 4

max 2 0
s.t.   1
       2 3

6
2 10

, 0 1,2;

1,2,3,4
i j

z x x
x x s
x x s
x x s
x x s

x s i

j

− − =
− + + =
− + + =

+ + =
+ + =

≥ ∀ =

=

 

 

אא א  FtableauE 
אF٢}٣KE 

 

  )٣,٢(جدول 
rhs 4s  3s  2s  1s  2x  1x  z  
0 0 0 0 0 -2 -1  1 Row 0  
 1 0 0 0 1 1 -1     Row 1   
3 0 0 1 0  2 -1  Row 2  
6 0 1 0 0 1 1  Row 3 
10  1  0  0 0 1  2    Row 4  

 

،א Fright hand sideEKאאאrhsא
 א א   א א  א א   

zאRow 01אאK
1s א Row1 1  א  א Kא 

2s،3s4sאRow 2،Row 3Row 4אK
אאאאא؛אאW 

1 2 3 4BV { , , , , }z s s s s= 
 



٨١  طريقة السمبلكس

אא،W 
 

1 2NBV={ , }x x 
 

אאאאאאא
  1א 2 0x x= =א א  א   ،

1 2 3 4, , ,s s s sKisאאאiK
אאאאאאא؛

אאא1K1sאא
אRow1אאאא1 1s =K 

 א F٣}٣E  ،   א  א אא
KRow 0אאz

     א א א אא  א 
K 

 
 

  )٣,٣(جدول 
BV rhs 4s  3s  2s  1s  2x  1x  

z  

0z =  0 0  0 0 0 -2 -1  1 Row 0 

1 1s = 
 1 0 0 0  1 1 -1   Row 1  

2 3s = 
3 0 0 1 0 2 -1  Row  2 

3 6s = 
6 0 1 0 0 1 1  Row 3 

4 10s = 
10  1 0 0 0 1  2   Row 4 

 

אאאא1(bfs )אא0z =،1 1s =،
2 3s =  ،3 6s =،4 10s =،1 0x =،2 0x =  K  א א  

אAK 

2x 1x



٨٢  مقدمة في البرمجة الخطية

Is the Current BFS Optimal  ?؟ أمثليالمبدئيهل هذا الحل الأساسي  
      א  א     ،

אאא؛א،
Kאאאא 

אא א ،
אאאא0א،

 א  אא   K א א  1 22z x x= +
1x2xK1xא12x

א،zאא1K،א2x
 א1 1x ، z א א2 K 0zא =

K 
2bfs

א 1bfsאאא K،
  א  אא א  المتغير الداخل FEntering 

VariableE ، א אא       א
 المتغير الخارجFLeaving VariableEKאאא

אאאאאK 
 

  Determining the Entering Variable تحديد المتغير الداخل 
 א א   אא א 1 22z x x= +א 

אאא1xאאאzאא
2xאאK 



٨٣  طريقة السمبلكس

אא2xא K وباختصار فإننا نختار
ليكون المتغير غير الأساسي الذي معامله في )  ?max?في مسألة القيمة العظمى (المتغير الداخل 

Rowالصف  F يمكن بإشارة سالبة  أكبر ما0      א 
،אאאאKEא

2xאRow 02−،K
 2xא א K א 

אKكيف نحدد المتغير الخارج؟ 
 

 Determining the Leaving Variableتحديد المتغير الخارج
،אא 2x

אאאאK  2x
אאא1 2 3 4, , ,s s s sKא2x

 א אא    K א    Row1،
Wאא 

1 2 1 1x x s− + + = 
1x،א1 0x =Kא2 1 1x s+ =K

2xא1sK2xא1
1sK2xא21s

1−،KKKאK 
א     1sא

K1 0s ≥KW 
1 2 21 0 1s x x= − ≥ ⇒ ≤ 



٨٤  مقدمة في البرمجة الخطية

אאאאW 
2 2 2

3 2 2

4 2 2

Row 2 : 3 2 0 3/ 2
Row 3: 6 0 6
Row 4 : 10 0 10

s x x
s x x
s x x

= − ≥ ⇒ ≤
= − ≥ ⇒ ≤
= − ≥ ⇒ ≤

 

 

      2xא min{1, 3/ 2, 6, 10} ؛=1
   2x   א 11sא א   
אK 

 

  א  2x א i   א 
אW 

rhsRatio =
معامــل المتغــير الــداخل  

 
 

א  א א   i אא א  
אiאאאFאאא

אאאא
    א א       ،אא א 

      אא א KEא א א 
  אFRatio TestE Kא    א  א אא א
،אW 

אRow 1אא2x1=1/1 
אRow 2אא2x3/2 
אRow 3אא2x6= 6/1 
אRow 4אא2x10 10 /1= 



٨٥  طريقة السمبلكس

אאאאאאאK
  א א א 1s Kא  א א  א 

F٤}٣KE 
 

  )٣,٤(جدول 
Ratio BV rhs 4s  3s  2s  1s  2x 1x z 

 0z =  0 0 0 0 0 -2 -1 1  
1  1 1s =  1 0 0 0  1 1  -1   
2/3 2 3s = 3 0 0 1 0 2 -1  

6 3 6s = 6 0 1 0 0 1  1  
10 4 10s = 10  1  0 0 0 1  2   

 

 2xא אאא 1sאא אא 
א Kאאאא א،العمود المحوريFpivot columnE

אאאא،الصف المحوريFpivot rowEKא،
 א א  א א  א א   العنصر

Fpivot termEKالمحوري 
אF٤}٣E،אאא

אאאאKאא1bfs
2bfs2xאאF

א א E א א  Row1 Kא  ، 
אאFrow operationsE2xאא

Row12x0אא Kא،تحوير
FpivotEK 



٨٦  مقدمة في البرمجة الخطية

א
FGauss- Jordan eliminationEאW 

١ Jא אא      
1אK 

٢ J א א     א א 
אאאאאK 

 

،2xאRow11אאאK
2xאאRow 0אRow1
א2 אRow 0،אRow12−

 א  Row 2 א    ،Row 11− 
 אRow 3 ، א   אRow 11−א  
Row 4 ، א  F٥}٣E   א ،2x א
אRow11K 

 
  ).٣,٥(جدول  

BV rhs 4s  3s  2s  1s  2x 1x  z 
2z =  2 0 0 0 2 0 -3 1  

2 1x =  1 0 0 0 1 1 -1   
2 1s = 1 0 0 1 -2 0 1  

3 5s = 5 0 1 0 -1 0 2  

4 9s = 9  1  0  0 -1 0 3   



٨٧  طريقة السمبلكس

،אא2xאאאא
א א  א א1s אא  א אא 

אK 
 

1 1

2 2

3

4

BV NBV
s x
s x
s
s

→
← 

 
  א   א אא  2 2 3 4BV { , , , , }z x s s s=،

אאא1 1NBV={ , }x sKאאאא2אbfs
אאאאW2z =،1 0s =،2 1s =،3 5s =،

4 9s =،1 0x =،2 1x =KאאאBK 
 

  ملاحظة
אא A 
אF٢}٣Eא،،אא

אBאFKאא،אאB2x
אא1 22z x x= +1xKאא

אא2xאאBK 
א א 2bfs  ،z Kא

א،1 12 3 2z x s= + −،1s
z،1xzFא1x



٨٨  مقدمة في البرمجة الخطية

א Row 0 KE Kאאא1xא
אאאאאF٦}٣KE 

 

).٣,٦(جدول  
Ratio BV rhs 4s  3s  2s  1s  2x 1x z 

 2z =  2 0 0 0 2 0 -3 1  
-  2 1x = 1 0 0 0 1 1 -1    
1 2 1s = 1 0 0 1 -1 0 1  
5/2 3 5s = 5  0 1 0 -1 0 2  

3 4 9s = 9  1  0 0 -1 0 3   
  

ملاحظة 
   אא?- ?אא

א א1x1xא Kא
  א    1x  א א 1 2 1 1x x s− + + =،

 1s     0 ،  א א 
2 11x x= +،1 0x ≥א2x1x؛א

 א 1xF1xא
 אא1xא،אא א

1אxKE 
אאאא1אxאא
،אא،אאאא2אsאאK

   א א  1אxF   1x א 
،אאאאEאF٧}٣KE 



٨٩  طريقة السمبلكس

 
  ).٣,٧(جدول 

Ratio BV  rhs 4s  3s  2s  1s 2x  1x  z 
 5z =  5 0 0 3 -4 0 0  1  
-  22x = 2 0 0 1 -1 1 0   
- 11x = 1 0 0 1 -2 0 1  
1 33s = 3 0 1 -2 3 0 0  
5/6 64s = 6  1  0 -3 5 0 0   

 

אא1xאאאא
אאאאא2sאאאאא

אK 

2 1

2 1

3

4

BV NBV
x x
s s
s
s

←
→ 

 

 א אא  א  2 1 3 4BV { , , , , }z x x s s=،
 א  אא2 1NBV={ , }s s Kא א א א א 3bfs

 אא    א א  W5z = ،1 0s =،2 0s =،
3 3s =،4 6s =،1 1x =،2 2x =KאאאCK 

א א א 1sאRow 0
אF٧}٣E،אאאz1s،

1sאאא Kאא א א
אאאRow 1Row 2



٩٠  مقدمة في البرمجة الخطية

א1sאRow 31s1א
Row 4 1s5L6 Kא Rowא 3אא

 3sאא KRow 3
1sא،F٨}٣KE 

 
  ).٣,٨(جدول 

BV rhs 4s 3s  2s  1s  2x 1x  z 
9z =  9 0 3/4 3/1 0 0 0 1 
32x = 3 0 3/1 3/1 0 1 0   
31x = 3 0 3/2  3/1-  0 0 1  
11s = 1 0 3/1 3/2-  1 0 0  

4 1s = 1  0  3/5-  3/1 0 0 0   
 

אא1sאאאא
אאאאא3sאאאאא

אא4bfsאאאאאאא؛
 אא W9z = ،1 1s = ،2 0s =،3 0s = ،4 1s = ،1 3x =،

2 3x =KאאאDK 
אאאهل هذا الحل أمثليאא؟Kא

אאאRow 0KW 
 

2 3
1 49
3 3

z s s= − − 
 



٩١  طريقة السمبلكس

א2s3szKאאא
* 9z =،אKאאW* 9z =،*

1 1s =،
*
2 0s =،*

3 0s =،*
4 1s =،*

1 3x =،*
2 3x =K 

 א F٨}٣E؛      
zK 

  

  max"(  Optimal Tableau"(الجدول الأمثلي ): ٣,٦(تعريف

אאא"max"א
אאאאRow 0K 

 

אאאאאא
"max" K  א    "min" 

אאאW 
 
  )٣,٩ (مثال

אא،אאW 
 

  

1 2

1 2

1 2

1 2

min 3
s.t.   5

2 8
, 0

z x x
x x
x x
x x

= − +
+ ≤
+ ≤

≥

 

  

  الحل
אאאא؛

   א   א א  אKא א

  



٩٢  مقدمة في البرمجة الخطية

אא א א 
אאK 

 

  الطريقة الأولى  
אא א1א 2( , )x xא

 אא  א 1א 23z x x= − +  Kא   אא 
אא1 23z x x− = −Fא؟KEא

אz−אW 
 

1 2

1 2

1 2

1 2

max 3
s.t.   5

2 8
, 0

z x x
x x
x x
x x

− = −
+ ≤
+ ≤

≥

 

  

אאא אא
אאאRow 0z− Kאא

אאF٩}٣EK 
 

  .)٣,٩(جدول 

Ratio BV rhs 2s  1s  2x  1x  z−  
  0z− = 0 0  0 1 -3 1  
5 1 5s = 5 0 1 1 1   
4 2 8s = 8 1 0 1 2  

 

אא1xאא،2s
אK2KאF١٠}٣EK 



٩٣  طريقة السمبلكس

  ).٣,١٠(جدول 
BV rhs 2s  1s  2x  1x  z− 

12z− = 12  2L3 0 2L5 0  0  
11s = 1 2L1-  1 2L1 0   
41x = 4 2L1  0 2L1 1  

 
אF١٠}٣E،אאאא

 * 12z− = ،*
2 0s =  ،*

1 1s =،*
2 0x = ،*

1 4x = Kא א  א
* 12z = −،*

2 0s =،*
1 1s =،*

2 0x =،*
1 4x =K 

 

אא،
אא1−אmax z−Kאא

אאאאאאא1−KW 
 

min maxz z= − − 
  

  الطريقة الثانية 
אאאא

אאאذا الإشارة الموجبة الأكبرאאRow 0 Kא
אאאRow 0אK 

 

א  א א   א  Kא  
      א א    

אF١١}٣EK 
  
  



٩٤  مقدمة في البرمجة الخطية

  ).٣,١١(جدول 

Ratio BV rhs 2s  1s  2x  1x  z 
  0z =  0 0 0 -1 3 1  
5 1 5s = 5  0 1 1 1   
4 2 8s = 8 1 0 1 2  

 

אF١٠}٣E،1x، 1xא
אא،2sאאא4

K2KאF١٢}٣EK 
 

  ).٣,١٢(جدول 

BV rhs 2s  1s  2x  1x  z 

12z = −  12 J 2L3 J 0 2L5 J  0  1  
11s = 1  2L1-  1 2L1  0   
41x = 4 2L1 0 2L1 1  

 
אF١٢}٣Eאאא

 א Row 0  K א  א  א א
* 12z = −،*

2 0s =،*
1 1s =،*

2 0x =،*
1 4x =K 

  

  ) min"Optimal Tableau"(الجدول الأمثلي ): ٣,٧(تعريف

אאא"min"א
אאאאRow 0K 

 



٩٥  طريقة السمبلكس

 אאא،אא
אאאאא

אKאאאאF
אא"max"EK  

  

ملاحظات 
١ J  א  א  Fiterative algorithmE 

אאK 
٢ J אאאא

אאK 
٣ J אאאFzEאא

K 
٤ J אאאא

אאאאKא
 א  אא     K א  

     א א z K   
KאאאFalternative 

optimal solutionsEאאK 
٥ J אאאא،אא

אאאאא
؛   א   א א 

Funbounded LPEK 



٩٦  مقدمة في البرمجة الخطية

٦ J   א    א א א  א אא
אאאאא

א א Kא     א א  א 
א אאKאא

FdegenerateE Kא א א
         א  א  

אKאאאאא
אFcyclingEאאאK 

٧ J  א  א א  א   ≥א = א 
 א  א א אא    א   

 א K      
،אאK 



٩٧  طريقة السمبلكس
  

   الثالثالفصلتمارين 
F١}٣EאאאאW 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

max 3 2
s.t.      2 5

4 6
6

, 0.

z x x
x x

x x
x x
x x

= +

+ ≤
+ ≥
− =

≥

 

 

F٢}٣EאאאאW 
1 2

1 2

1 2

1 2

max 

s.t.      2 1
3 4
4, .

z x x

x x
x x

x x urs

= +

− ≤ −
+ ≤
≥ −

 

Fتلميح:א1xאאE 
 

F٣}٣EאאW 
max
s. t.    A

Tz =
≤
≥

c x
x b

x 0
 

אW 
2 3 1 1 60
1 , 1 1 2 , 10

1 1 1 1 60
c A b

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − = − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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F٤}٣EאאאאW  
1 2

1 2

1 2

1 2

max 3
s.t.      2 6

2 5
, 0.

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

 

 

F٥}٣E א   ،א  אא F٤}٣ Eא  א
אW 

1 2max 3 5z x x= + + 
 

F٦}٣EאאאאW 
1 2

1 2

2

1 2

1 2

min 4
s.t.      2 8

5
4

, 0.

z x x
x x

x
x x

x x

= −
+ ≤

≤
− ≤

≥

 

 

F٧}٣E١ JאאאאFinspectionEW 
1

1 2

1 3

1 4

1 2 3 4

max 
s.t.      5 4

6 8
3 3

, , , 0.

z x
x x
x x
x x
x x x x

=
+ =

+ =
+ =

≥

 

٢ JאFEאאא1min z x=K 
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F٨}٣EאאאאW 
1 2

1 2

1 2

1 2

max 2 5
s.t.      2

2 2 3
, 0.

z x x
x x
x x
x x

= + +
+ ≤
+ ≤

≥

 

 

F٩}٣EאאאאW 
1 2

1 2

1 2

1 2

max 3
s.t.    2 6

3 9
, 0

z x x
x x

x x
x x

= +
+ ≤

+ ≤
≥

 

 

F١٠}٣EאאאאאF٩}٣KE 
1 2

1 2

1 2

1

2

max 3
s.t.    2 5

3 6
0

1

z x x
x x

x x
x
x

= +
+ ≤

+ ≤
≥
≥ −

 

Fتلميح:א2xאא0E 
 

F١١}٣EאאאאW 
1 2

1 2

1 2

1 2

max 2 3
s.t.      6

2 3
, 0.

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥
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F١٢}٣EאאW 
1 2

1

2

1 2

1 2

max 2
s.t.      2

2
3

, 0

z x x
x

x
x x
x x

= +
≤
≤

+ ≤
≥

 

١ J אאאאK 
٢ J אאאK 
٣ J אאאאK 
٤ J אאאא

אאאK 
 

F١٣}٣EאאאאFinspectionEW 
1 2 3

1

2

3

min 3 2
s.t.      2 3

      0 4
             2 5

z x x x
x
x
x

= − +
− ≤ ≤

≤ ≤
≤ ≤

 

 

F١٤}٣EאאאאW 
١ Jאא אא،א

1bfsא א 
1bfsK 
٢ Jאאאאאא

FאאאzKE 



١٠١  طريقة السمبلكس

٣ Jאאאא
K 

٤ J(1,1,1)אW 

٥ J1 2

1 2 3

2
1

x x
x x x
+ =

− + + =
 

٦ JאאאאW 
 

Rhs 2s  1s  2x  1x  z 
10  0 1 -1  1 1  
2  1 0 0  0   
3 0 1 -2 0  

 

F١٥}٣E א א   א אrhs   א  
K 
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١٠٣ 

אאא  

  
 א 

 Special Cases of the Simplex Algorithm  
  

  وجود أكثر من حل •

 ة الحلمحدودالمسائل غير  •

  الحل غير المنتظم •

 الكبيرة -Mطريقة  •

 رحلتينطريقة الم •

 
אאאא

א≤א،אאאאא
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١٠٤  طيةمقدمة في البرمجة الخ
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 وجود أكثر من حل)٤,١(  
Alternative Optimal Solutions 
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١٠٥  حالات خاصة في طريقة السمبلكس
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  ).٤,١(جدول        

Ratio BV rhs 2s  1s  2x  1x  z 
  0z =  0 0 0 -1 -1  1  
5 1 5s = 5 0 1 1 1   
2L1 2 1s = 1 1 0 -1 2  

 



١٠٦  طيةمقدمة في البرمجة الخ

אא1x2x،א1x
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  ).٤,٢(جدول 
Ratio BV rhs 2s  1s  2x  1x  z 
  2L1z =  2L1  2L1 0 2L3-  0  1  
3 2L91s = 2L9  2L1- 1 3 / 2 0   

 J  2L11x = 2L1 2L1 0 2L1-  1  
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  ).٤,٣(جدول 

Ratio BV rhs 2s  1s  2x  1x  z 

  5z =  5  0 1 0  0  1  

 J  32x = 3  3L1-  3L2 1 0   

6 21x = 2 3L1 3L1 0 1  
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١٠٧  حالات خاصة في طريقة السمبلكس

z،     ي تغـيير في الـصف      أ وذلك لأننا لن نحتاج إلى عملRow 0K
2sאאאאאא1xK
אא3L1אF٤}٤KE 

  ).٤,٤(جدول 

BV rhs 2s  1s  2x  1x z 
5z =  5  0 1 0 0  1  
52x = 5 0 1 1 1   
62s = 6 1 1  0 3  
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١٠٨  طيةمقدمة في البرمجة الخ

   الحل المسائل غير محدودة)٤,٢( 
Unbounded LP 
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١٠٩  حالات خاصة في طريقة السمبلكس
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  ).٤,٥(جدول 

Ratio BV rhs  2s  1s  2x  1x  z 
  0z =  0 0 0 -1 -2 1  
 J 11s = 1 0 1  1 -1   
2 22s = 2 1  0 -2 1  
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١١٠  طيةمقدمة في البرمجة الخ

  ).٤,٦(جدول 

Ratio BV rhs 2s  1s  2x  1x z 
  4z =  4 2 0 -5 0 1  
 J 31s = 3 1 1 -1 0   
 J 21x =  2 1 0 -2 1  
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١١١  حالات خاصة في طريقة السمبلكس

25 4z x= +2xא
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١١٢  طيةمقدمة في البرمجة الخ
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١١٣  حالات خاصة في طريقة السمبلكس
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  ).٤,٧(جدول 
  

Ratio BV rhs 2s  1s  2x  1x z  
  0z = 0 0 0 -5 -6 1  Row 0 
3 1 3s = 3 0 1 1 1   Row 1 
0  2 0s = 0 1 0 -2 1  Row 2
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  ).٤,٨(جدول 
  

  

Ratio BV rhs 2s  1s  2x  1x  z  
  0z =  0 12 0 -17 0  1  Row 0 
1 1 3s = 3 -1 1 3 0   Row 1 

 J  1 0x = 0 1 0 -2 1  Row 2
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١١٤  طيةمقدمة في البرمجة الخ

2xאא1sאK3
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  ).٤,٩(جدول 

Ratio BV rhs 2s  1s  2x  1x  z  
  17z = 17 3L19 3L17 0 0  1  Row 0 
 2 1x = 1  3L1-  3L1 1 0   Row 1 
  1 2x = 2 3L1 3L2 0 1  Row 2
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١١٥  حالات خاصة في طريقة السمبلكس
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١١٦  طيةمقدمة في البرمجة الخ

،אאאאאא
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F١٠}٤KE 
 

  ).٤,١٠(جدول 

Ratio BV rhs 4s 3s  2s 1s  2x  1x  z 
  0z =  0 0 0 0 0 -2 -1 1  
1 1 1s = 1 0 0 0 1 1  -3   
2 2 2s = 2 0 0 1 0 1 -2  
3 3 3s = 3 0 1  0 0 1 -1  
15 4 15s = 15  1  0 0 0 1  5  
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  ).٤,١١(جدول 

Ratio BV rhs 4s  3s  2s 1s  2x 1x  z 
  2z =  2 0 0 0 2 0 -7 1  
 J 2 1x = 1 0 0 0 1 1 -3   
1 2 1s = 1 0 0 1 -1 0 1  
1  3 2s = 2 0 1  0 -1 0 2  

8L14 4 14s = 14  1  0 0 -1 0  8  
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١١٧  حالات خاصة في طريقة السمبلكس

אאא،אRow 2, Row 31؛א
א2 3,s sאK2sא
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  ).٤,١٢(جدول 

Ratio BV rhs 4s 3s  2s  1s  2x  1x  z 
  9z =  9 0 0 7 -5 0 0 1  
 J 2 4x = 4 0 0 3  -2  1  0   
 J 1 1x = 1 0 0 1 -1 0 1  
0 3 0s = 0 0 1  -2 1 0 0  
7L6 4 6s = 6  0  0 -8 7 0  0  
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  ).٤,١٣(جدول 

Ratio BV rhs 4s  3s  2s  1s  2x  1x  z 
  9z =  9 0 5 -3 0 0 0 1  
 J 2 4x = 4 0 2 -1  0  1 0   
 J 1 1x = 1 0 1 -1 0 0 1  
 J 1 0s = 0 0 1  -2 1 0 0  
1 4 6s = 6  1  -7 6 0 0  0  



١١٨  طيةمقدمة في البرمجة الخ
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  ).٤,١٤(جدول 

BV rhs 4s  3s  2s 1s  2x  1x z 

12z = 12 2L1 2L3 0 0 0 0 1  
2 5x = 5 6L1 6L5 0  0  1  0   
1 2x = 2 6L1 6L1-  0 0 0 1  

1 2s = 2 3L1 3L4-  0 1 0 0  

2 1s = 1  6L1 6L7-  1 0 0  0  
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١١٩  حالات خاصة في طريقة السمبلكس
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The Big M Method 
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١٢٠  طيةمقدمة في البرمجة الخ
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١٢١  حالات خاصة في طريقة السمبلكس
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١٢٢  طيةمقدمة في البرمجة الخ
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١٢٣  حالات خاصة في طريقة السمبلكس
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  ).٤,١٥(جدول        

Rhs 2a  1a  1e 1s 2x 1x z 
0 M M 0 0 -3 -2 1  
16 0 0 0  1  1  2   
20 0  1 -1 0 3 1  
10 1 0  0 0 1 1  

 



١٢٤  طيةمقدمة في البرمجة الخ

1a2aאאRow 2Row 3אא
אRow 0Kא

Row 2Row 3M−Row 0K
אF١٦}٤KE 

 

  ).٤,١٦(جدول 
Ratio BV  rhs 2a 1a 1e  1s 2x  1x  z 
  30Mz −= 30M− 0  0  M 0  4 3M− − 2 2M− − 1  
16 1 16s =  16 0 0 0  1  1  2   

20/3  1 20a = 20 0  1 -1 0 3 1  

10 2 10a = 10 1 0  0 0 1 1  
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  ).٤,١٧(جدول 
Ratio BV rhs  

2a 1a  1e  1s 2x 1x  
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28/3 
1 28 / 3s =   28/3  0 -1/3 1/3 1  0  5/3 

20 
2 20 / 3x = 20/3  0  1/3 -1/3 0  1 1/3 

5 
2 10 / 3a = 10/3  1 -1/3  1/3 0 0 2 / 3 



١٢٥  حالات خاصة في طريقة السمبلكس
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  ).٤,١٨(جدول 

Ratio BV rhs 2a 1e  1s 2x 1x  z 

  10
20

3

Mz −
+= 10

20
3
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+ 0  1

3

M−
− 0  5 

2
1

3

M−
−1 

3L28 1 28 / 3s =  3L28  0 3L1 1  5  3L5   
20 2 20 / 3x = 3L20 0  3L1- 0 1 3L1  
5 2 10 / 3a = 3L10  1 3L1 0 0 2 / 3  
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  ).٤,١٩(جدول 

Ratio BV rhs 2a  1e  1s 2x 1x z 

  25z = 25 
2 3

2

M + 2L1- 0  0  0 1  

 J 1 1s =  1 2L-5 2L1- 1  0  0   
 J  2 5x = 5 2L-1  2L1- 0 1 0  
10 1 5x = 5 3L2 1/ 2 0 0 1  
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١٢٦  طيةمقدمة في البرمجة الخ
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  ).٤,٢٠(جدول 

BV rhs 1e  1s  2x  1x z 

30z =  30 0 0  0  1 1  
1 6s =  6  0 1  0  0   
2 10x = 10 0 0 1 1   

1 10e = 10 1 0 0 2  
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١٢٧  حالات خاصة في طريقة السمبلكس

1 2 1 2min 2 3z x x Ma Ma= + + + 
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  ).٤,٢١(جدول 

rhs 2a  1a  1e  1s  2x  1x z 

0 M− M− 0 0 -3 -2 1  
16 0 0 0  1  1  2   

36 0  1  -1 0 3 1  

10  1 0  0 0 1 1  
 

א1a2aאאRow 2
Row 3אא؛אאאK
אRow 2MRow 0
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١٢٨  طيةمقدمة في البرمجة الخ

  ).٤,٢٢(جدول 
Ratio BV rhs 2a 1a 1e  1s 2x  1x  z 

  46Mz = 46M 0  0 M− 0  4 3M− 2 2M − 1   
16 1 16s =  16 0 0 0  1  1  2   
12  1 36a = 20 0  1 -1 0 3 1  
10 2 10a = 10 1 0  0 0 1 1  
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 ).٤,٢٣(جدول 
BV rhs 2a  1a 1e  1s 2x 1x  z 

6 30Mz += 6 30M + 3 4M− 0 M− 0  0  1 2M−1  
1 6s =  6 1- 0 0 1  0  1   
1 6a = 6 -3  1 -1  0 0 -2  

2 10x = 10  1 0  0 0 1 1  
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  طريقة المرحلتين) ٤,٥(
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١٢٩  حالات خاصة في طريقة السمبلكس
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١٣٠  طيةمقدمة في البرمجة الخ
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Mאאא،א،אא،
אאאW 

 

1 2 1

1 2 1 1

1 2 2

1 2 1 1 1 2

2 16
3 20

10
, , , , , 0

x x s
x x e a
x x a

x x s e a a

+ + =
+ − + =
+ + =

≥

 

 

 (Phase I)المرحلة الأولى 

،אאאאאא
אאW 



١٣١  حالات خاصة في طريقة السمبلكس

1 2min y a a= + 
 

א1 2a a+Kא
؛אאאא،א

FEKאא؛ 
 

  
ملاحظة 

،אאאאאmin yאאאא
"max""min"K 

אאאW 
1 2

1 2 1

1 2 1 1

1 2 2

1 2 1 1 1 2

min
s.t. 2 16

3 20
10

, , , , , 0

y a a
x x s

x x e a
x x a
x x s e a a

= +
+ + =

+ − + =
+ + =

≥

  

 

אאF٢٤}٤KE 
 

  ).٤,٢٤(جدول       
Rhs 2a  1a  1e  1s 2x 1x y 

0  J1 J1 0 0 0 0 1  
16 0 0 0 1 1 2   

20 0 1  J1 0 3 1  
10 1 0 0 0 1 1  

 



١٣٢  طيةمقدمة في البرمجة الخ

אאא1a2aאאRow 0
אRow 2Row 3אRow 0א،F٢٥}٤KE 

  

  ).٤,٢٥(جدول 

Ratio BV rhs 2a 1a 1e 1s 2x  1x y 

  30y = 30 0  0 -1 0  4  2 1  
16 1 16s =  16 0 0 0  1  1  1   

3L20  1 20a = 20 0  1 -1 0 3 1  
10 2 10a = 10 1 0  0 0 1 1  

 

אאאAאF٣}٤KEאא2x
א1a،3אF٢٦}٤KE 

  

  ).٤,٢٦(جدول 

Ratio BV rhs 2a 1a  1e  1s
  

2x
  

1x  y 
  3L10y =  3L100 3L4 J3L1 003L2 1

5L28 3L281s =  3L28 0 3L-1 3L1 103L5   
20 3L202x = 3L20 03L1 3L1 J1 1 3L1  
5 3L102a = 3L10 0 3L1 J3L1 0 0 2 / 3 

 

אאאBKאא1xאא2aא
א،3L2אF٢٧}٤KE 

  

  ).٤,٢٧(جدول          

BV rhs 2a  1a  1e  1s 2x 1x y 

0y =  0 -1  -1 0 0  0  0 1  
1 1s =  1 2L5- 2L1 2L1-  1  0  0   
2 5x = 5 2L1- 2L1- 2L- 1 0 1 0  

1 5x = 5 2L3 2L1- 2L1 0 0 1  



١٣٣  حالات خاصة في طريقة السمبلكس

 

אאאCKאאאRow 0
א،F٢٧}٤EאאK

אא0y =،1a2a
אKאאא

1bfsאאW1 1 2 1 1: 5, 5, 1, 0bfs x x s e= = = =K 
  

(Phase II) المرحلة الثانية 
،אאא

אאאKאא
אאאאאאא1bfsK 

אאאאRow 0אאאא
אאF٢٨}٤KE 

  

  ).٤,٢٨(جدول   

rhs 1e  1s  2x  1x z 
0 0 0  -3  -2 1  
1 2L1-  1  0  0   
5 2L1-  0 1 0  
5 2L1 0 0 1  

 

אאאא1א 2 1, , ,z s x x،
1x2xאאRow 0،אא

Row 0אRow 23אRow 0
אRow 32אRow 0،אF٢٩}٤KE 

 



١٣٤  طيةمقدمة في البرمجة الخ

  ).٤,٢٩(جدول       

Ratio BV rhs 1e  1s 2x 1x z 
  25z = 25 2L1-  0  0  0 1  
 J  11s =  1 2L1-  1  0  0   
 J  52x = 5 2L1-  0 1 0  
10 51x = 5 1/ 2 0 0 1  

 

אאאאא1eאא1x،
2L1א،F٣٠}٤KE 

  

  ).٤,٣٠(جدول   

BV rhs 1e 1s 2x 1x z 
30z = 30 0 0  0  1 1  
61s =  6 0  1  0  1   
102x = 10 0 0 1 1  
101e = 10 1 0 0 2  

 

אאא* 30z =אא
*

1 10e = , *
1 6s = , *

2 10x = , *
1 0x =K 

 

 
אאא

אאאW 
  

  ) ٤,٨(مثال 
אאאאאאאF٦}٤E

אאK 

  



١٣٥  حالات خاصة في طريقة السمبلكس

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

min 2 3
s.t.   2 16
       3 36

10
       , 0

z x x
x x

x x
x x
x x

= +
+ ≤

+ ≥
+ =

≥

 

 

Mא،א،אא
אאW 

 
  

1 2 1

1 2 1 1

1 2 2

1 2 1 1 1 2

2 16
3 36

10
, , , , , 0

x x s
x x e a
x x a

x x s e a a

+ + =
+ − + =
+ + =

≥

 

  

  المرحلة الأولى

،אא؛
אאאאאאאW 

1 2min y a a= + 
 

אאW 
 

1 2

1 2 1

1 2 1 1

1 2 2

1 2 1 1 1 2

min
s.t. 2 16

3 36
10

, , , , , 0

y a a
x x s

x x e a
x x a

x x s e a a

= +
+ + =

+ − + =
+ + =

≥

 

 

אאF٣١}٤KE 
  



١٣٦  طيةمقدمة في البرمجة الخ

  ).٤,٣١(جدول 

rhs 2a 1a 1e 1s 2x 1x y 
0 -1 -1 0 0  0  0 1  
16 0 0 0  1  1  2   
36 0  1 -1 0 3 1  
10 1 0  0 0 1 1  

 

1a2a؛אאRow 0
אRow 2Row 3אRow 0،א

F٣٢}٤EK 
 

  ).٤,٣٢(جدول 

Ratio BV rhs 2a 1a 1e 1s 2x 1x y 
  46y = 46 0  0 -1 0  4 2 1  
16 1 16s = 16 0 0 0  1  1 2   
12  1 36a = 36 0  1 -1 0 3 1  
10 2 10a = 10 1 0  0 0 1 1  

 

א،2אxא2aK
1אא،F٣٣}٤KE 

  

  ).٤,٣٣(جدول       

BV rhs 2a 1a 1e 1s 2x 1x y 

6y =  6  -4 0 -1 0  0  -2 1  
61s =  6 -1 0 1  1  0  1   
61a = 6 -3 1 -1 0 0 -2  
102x = 10 1 0  0 0 1 1  

 



١٣٧  حالات خاصة في طريقة السمبلكس

אאRow 0אאאאא
אKאא6 0y = >،1 6 0a = >

אאKאא؛א
אאאK 

א،אא
،φΩ =אאא،K 

  
  



١٣٨  طيةمقدمة في البرمجة الخ

   الرابعلفصلتمارين ا
  

F١}٤E،אאאא
W 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

max 4 2
s.t.      6

2 8
, 0.

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

 

 

F٢}٤Eאא،אאא
F،א،א،KE 

  

1 2

1 2

1 2

1 2

min 3
s.t.      2 6

2 5
, 0.

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

 

 

F٣}٤E١-،אאאאא
F،א،א،

KE 
1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

max 5 3
s. t.      4 2 12

4 10
4

, 0

z x x
x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤
+ ≤

≥

  

 

٢-אאאאF١KE 



١٣٩  حالات خاصة في طريقة السمبلكس

F٤}٤E،אאאאא
F،א،،אKE 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

max 3 5
s. t.      6 10 12

3 2 4
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

 

 
F٥}٤EאF٣٤}٤KEא

1אx،אא
؟א، 

 

  ).٤,٣٤(جدول           
Rhs 2s  1s  2x  1x  z 

0 0 0 -3 -4 1  
7 0  1 -2 2   
2 1 0 0 3  

 
F٦}٤EאאאK

،אאK 
 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

max 4
s. t.      2 3 4

1
4 2

, 0

z x x
x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤
+ ≤

≥

 

 



١٤٠  طيةمقدمة في البرمجة الخ

F٧}٤Eא،אאאא
F،א،א،KE 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

min 2 3
s. t.      4 6 12

3 2 6
, 0

z x x
x x
x x
x x

= − −
+ ≤
+ ≤

≥

 

 
F٨}٤E،אאאא

،אאאK
אאzאא،

אK 
1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

max 3 2
s. t.      4 3 12

4 8
4 8

, 0

z x x
x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤
− ≤

≥

 

 
F٩}٤Eאא،א

K 
1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

max 2 4
s. t.      4 6

2 4
2

, 0

z x x
x x
x x
x x

x x

= +
+ ≤
+ ≤
− ≤

≥

 

 



١٤١  حالات خاصة في طريقة السمبلكس

F١٠}٤Eאאאא،
אF،א،א،

KE 
1 2

1 2

1 2

1 2

min 2 3
s. t.      2 4

3
, 0

z x x
x x
x x

x x

= +
+ ≤
+ =

≥

  

 

F١١}٤Eאאאא،
אF،א،א،
KE 

1

1 2

1 2

1 2

min 2
s. t.      2 6

2 3 4
, 0

z x
x x
x x
x x

=
+ ≥
+ =

≥

 

 

F١٢}٤EאF٣٥}٤EאK 
 

  ).٤,٣٥(جدول   
rhs 2s  1s  2x  1x  z 
2 2 0 0 0 1  
2 1  -1  0  1   
3 3 -2 1 0  

 

 ١ J؟א 
 ٢ J؟אאא 

FتلميحWאא1sאאא،
Eאא؟ 



١٤٢  طيةمقدمة في البرمجة الخ

F١٣}٤Eאאאאא،
F،א،א،KE 

1

1 2

1 2

1 2

max 2
s. t.      4

1
, 0

z x
x x
x x
x x

=
− ≤

− + ≤
≥

 

 

F١٤}٤EאאאM JאאW 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

min 3 2 4
s. t.      2 3 60

3 3 5 120
, , 0

z x x x
x x x
x x x

x x x

= + +
+ + =
+ + ≥

≥

 

 

F١٥}٤EאאאMאאW 
1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

min 3 2
s. t.      2 10

3 2 6
6

, 0

z x x
x x
x x
x x
x x

= +
+ ≥

− + ≤
+ ≥

≥

 

 

F١٦}٤E،אאאאF
،א،א،،
EK 

1 2

1 2

1 2

1 2

max 2 3
s. t.      1

2 2
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
− + ≥
− + ≤

≥

 



١٤٣  حالات خاصة في طريقة السمبلكس

F١٧}٤EאF٣٦}٤EאK
rאאא،1 2 3, , , ,a a a b c
אW 

١ J אאK 
٢ J אא،K 
٣ J אאK 
٤ J אK 

 

  ).٤,٣٦(جدول 
rhs 3s  2s  1s  2x  1x  z 
r 0 0 0 2 c− 1  
4 0 0  1  1a  -1   
1 0 1 0 -4 2a  
b 1  0 0 3 3a  

 

F١٨}٤E؟אאאאW 
١ Jאא،אא

אאK 
٢ JאאMא،z

א3א 3M− +،אאאK 
٣ JאאאאאאK
אאאא

אK 
٤ Jא،אK 



١٤٤  طيةمقدمة في البرمجة الخ

٥ Jאאא،K 
٦ Jאאאא

אאאא
אK 

٧ Jאאאא
אאאאאא

אאאK 
٨ Jא،א

K 
 



١٤٥ 

אא  

 
א   א

The Revised Simplex Method  

 
  بعض الصيغ المهمة •

 طريقة السمبلكس المعدلة •

 
אאאא

אאKאאא
אא؛אאאא،א

אאאאא
אאאK 

אאאאW 
١ - אאאאאא

אא. 
٢ -  אא،אאאאאא

א.  
٣ - אאאאאאא . 



  قدمة في البرمجة الخطيةم

  

١٤٦

 אאאאא
؛אאא

אFthe revised simplex methodEKא
אאא

אאאאאK 
 ،אאאאא
Kאאאאאא 

 
بعض الصيغ المهمة) ٥,١ ( 

Some Important Formulas 
 

אאאאאא
אאאאאKא

אאאאא،
אאא،אK 

אאאאmאn
אאFאא،א،אאKE 

 

1 1 2 2

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

max ...
s.t.    ...

...

...
0 ( 1,2,..., )

n n

n n

n n

m m mn n m

i

z c x c x c x
a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b
x i n

= + + +
+ + + =
+ + + =

+ + + =
≥ =

 



  طريقة السمبلكس المعدلة

  

١٤٧

אאאאא
אאאא:   

  
)٥,١(مثال   

אאאאאאF
zאRow 0אא،אאKE 

 
1 2 3 1 2

1 2 3 1

1 2 3 2

1 2 3 1 2

max 10 20 15 0 0
s.t.    4 4 12

3 2 5 13
, , , , 0

z x x x s s
x x x s
x x x s

x x x s s

= + + + +
+ + + =
+ + + =

≥

 

 

אא2m =אא5n =K
אאאא،א

אאא0 אK 
،אאא

א4אאאא،
אW 

 

1 2 3 1 2

1 2 3 1

1 3 1 2

1 1

4 4
5 1

2 2

max 5 0 5 5 0 60

s.t.    3

3 7

z x x x s s

x x x s

x x s s

= + − − + +

+ + + =

+ + − + =

 

 



  قدمة في البرمجة الخطيةم

  

١٤٨

אאא1؛אאא
אKאאi؛

אאiאאKא،אאא
אאK 

 
 

 

אאאK( )BV iאא
אאi، 

{ }1( ) ( ),..., ( )mBV i bv i bv i= 
אא1( )bv iא،אאאא

2א ( )bv i،אאאאKKKאK( )jbv i
אאאjאiK 

אF١}٥E،אאאא0W 
{ }1 2(0) ,BV s s= 

א1אאא،W 
{ }2 2(1) ,BV x s= 

א( )NBV iאאא
אi،אאאאF١}٥Eא

0א1אא،W 
{ }1 2 3(0) , ,NBV x x x= 
{ }1 1 3(1) , ,NBV x s x= 

א,i i
N Bx xאאאאאא

אiK 

  



  طريقة السمبلكس المعدلة

  

١٤٩

1 1( ) ( )

( ) ( )
,i i

B N

m n m

bv i nbv i

bv i nbv i−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

x x 
 

א،0אF١}٥E،W 
 

1
10 0

2
2

3

,B N

x
s

x
s

x

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

x x 

 

jaאאjxאא
jxKj n+aאאjsאא

jsKאאW 
 

1 2 3 4 5

1 4 4 1 0
, , , ,

3 2 5 0 1
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= = = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

a a a a a 
 

אאאאbKאbאW 
 

12
13
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

b 
 

אiBאאiאm m×
אjאא( )jbv iאאK

אF١}٥E،אא0B1sאא،
אא2sאאKא1B

אא2אx2sא،אאאW 
 



  قدمة في البرمجة الخطيةم

  

١٥٠

0 1

1 0 4 0
,

0 1 2 1
B B⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 
 

1
1B −א1[ | ]B I
א1

1[ | ]I B −Kא1[ | ]B IאW 
 

1

4 0 1 0
[ | ]

2 1 0 1
B I

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 
 

אאאא1B
אI1א[ | ]B I،א1

1[ | ]I B −א
W 

1
1

1/ 4

1/ 2

1 0 0
[ | ]

0 1 1
I B −

−

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

אW 
1

1

1/ 4

1/ 2

0
1

B −

−

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 
 

1
1B −אא1 2,s sא1אאK،

א1
iB −1 2, ,..., ms s sאiKא

א،iאאא
אmIKאאאאiBFא

אאאאiEאא
אאiאmIKאא

א1א 2, ,..., ms s sאאא
mIKאאא[ ]|i mB I،אi



  طريقة السمبلكس المعدلة

  

١٥١

אאאאmI،אאא
1

iB −،א1|m iI B −⎡ ⎤⎣ ⎦K 
אiNא( )m n m× −אא

אאא( )NBV iאאK،
1אאF١}٥E{ }1 1 3(1) , ,NBV x s x=א،W 

1

1 1 4
3 0 5

N ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

jxjsאאאjcj nc +אאK
אאW 

1 2 3 4 510, 20, 15, 0, 0c c c c c= = = = = 
i

Bcאאאאא
אiאאאKאאאאאא

0{ }1 2(0) ,BV s s=،אא0אא
،א0א

BcW 
0 [0 0]B =c 

א1،{ }2 2(1) ,BV x s=،1
BcW 

1 [20 0]B =c 
i

Ncאאאא
אאiאאאKא،אא0،

אאא{ }1 2 3(0) , ,NBV x x x=א
10,20,15אW 

0 [10 20 15]N =c 



  قدمة في البرمجة الخطيةم

  

١٥٢

א1،{ }1 1 3(1) , ,NBV x s x=،1
Nc

W 
1 [10 0 15]N =c 

אאאא،א
אאאi؛אא

אKאאאאiא
אאאK 

אא،אאFאא0E
אאאאאאאiKאאא

אאאאW 
max

s.t.

, 0

i i i i
B B N N
i i

i B i N

i i
B N

z

B N

= +

+ =

≥

c x c x

x x b

x x

 

 

אאאאא،א
0אW 

[ ] [ ]
1

1
2

2
3

1
1

2
2

3

1
1

2
2

3

max 0 0 10 20 15

1 0 1 4 4 12
s.t.

0 1 3 2 5 13

0
0

, 0
0

0

x
s

z x
s

x

x
s

x
s

x

x
s

x
s

x

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥+ =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥≥ ≥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

 



  طريقة السمبلكس المعدلة

  

١٥٣

אאאאאא1אא،
אאW 

[ ] [ ]
1

2
1

2
3

1
2

1
2

3

1
2

1
2

3

max 20 0 10 0 15

4 0 1 1 4 12
s.t.

2 1 3 0 5 13

0
0

, 0
0

0

x
x

z s
s

x

x
x

s
s

x

x
x

s
s

x

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥+ =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥≥ ≥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

 

 
אאאKא

אאא0K 
אאאאאאi

0אאאאiK
אאW 

i i
i B i NB N+ =x x b 

אאiא،j
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The Revised Simplex Method 
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 Sensitivity Analysis  

 
 أهمية تحليل الحساسية •
  تحليل الحساسية باستخدام الرسم •
 طريقة السمبلكس باستخدام المصفوفات •
  تتحليل الحساسية بطريقة المصفوفا •
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  أهمية تحليل الحساسية) ٦,١( 

Importance of Sensitivity Analysis  
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Model Parametersمتغيرات النموذج الرياضي  ):  ٦,١(تعريف 
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Sensitivity Analysisتحليل الحساسية  ):  ٦,٢(تعريف 
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  ليل الحساسية باستخدام الرسمتح) ٦,٢( 
Graphical Sensitivity Analysis 
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1/ 3 0 1/ 9 4 1 0
20 0 10 1/ 3 1 10 / 9 5 0 0 15 0 0

1/ 3 0 4 / 9 1 0 1

1/ 3 0 1/ 9 12
= 20 0 10 1/ 3 1 10 / 9 30

1/ 3 0 4 / 9 18

x
z s

s

⎛ − ⎞ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ − − + ∆⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 

אW 
3 1 3(5 / 9 ) 10 / 3 20 / 9 80z x s s+ −∆ + + = 

 

אא1s3sKא
3xK3xאא5 / 9א

5 / 9−∆אאאא5א / 9 0−∆ ≥
5 / 9∆ ≤K 

 אאאא
אאאאאא

אאKאאW 
 

  

[ ]1
3 3 3

1/ 3 0 1/ 9 4
20 0 10 1/ 3 1 10 / 9 5 (15 )

1/ 3 0 4 / 9 1
5 / 9

Bc B c−

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − = − − + ∆⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= −∆

c a 

  
אאאא5א / 9 0− ∆ ≥F

5 / 9∆ ≤KEא3
5

9
15c ≤אאא{ }2 2 1, ,BV x s x=



١٩٩  تحليل الحساسية

*z* 80z 3c؛=
אאאRow 0K 
א∆5 / 9F3

5
915c >Eא،

אאא؛אאא
Row 0K3 16c =،Row 0 

3 1 34 / 9 10 / 3 20 / 9 80z x s s− + + = 
  

א3xאאאK 
،א5 / 9∆ ≤،א،

אW 
*
2
*
2
*
1

2
14
4

x
s
x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

 

אא* 80z =K5 / 9∆ >אא،
אאאא

אK 
 

 

  تغير معاملات دالة الهدف لمتغير أساسي) ٦,٤,٢( 
Changing the Objective Function Coefficient of a Basic Variable 

 

 ،אאBcא
،אאאא1אB − b،

אאאא1
B NB N− −c c؛א

BcKאאאא1
B B −=x b

  



٢٠٠  يةمقدمة في البرمجة الخط

אאBcאא،1
Bz B −= c bK

אאW 
 

)٦,٧(مثال  
אאאF٤}٦E

א1אxK 
 

الحل 
אא1x،b1B −،א

אאאאKא
אאאאאK1c10

10+ ∆[ ]20 0 10B = + ∆cKאאאא
אW 

[ ] [ ]

[ ]

3

1

3

1/ 3 0 1/ 9 4 1 0
20 0 10 1/ 3 1 10 / 9 5 0 0 15 0 0

1/ 3 0 4 / 9 1 0 1

1/ 3 0 1/ 9 12
= 20 0 10 1/ 3 1 10 / 9 30

1/ 3 0 4 / 9 18

x
z s

s

⎛ − ⎞ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + ∆ − −⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ ∆ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  

אאאW 
3 1 3(5 / 9 8 / 9 ) (10 / 3 1/ 3 ) (20 / 9 4 / 9 ) 80 4z x s s+ − ∆ + − ∆ + + ∆ = + ∆ 

  

،אאאאאא
،W 



٢٠١  تحليل الحساسية

5 / 9 8 / 9 0 5 / 8
10 / 3 1/ 3 0 10
20 / 9 4 / 9 0 5

− ∆ ≥ ⇒ ∆ ≤
− ∆ ≥ ⇒ ∆ ≤
+ ∆ ≥ ⇒ ∆ ≥ −

 

 

אאאאא5א 5 / 8− ≤ ∆ ≤K
1 10c = + ∆1אcאאאא

15 10 5 / 8c≤ ≤ +Kאא
אW 

*
2
*
2
*
1

2
14
4

x
s
x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

 

   

אאא* 80 4z = + ∆K 
  

1א 10 5 / 8c > +1 5c <אא،
אאא،א

אאאKאאK 
  

  تغير الطرف الأيمن من القيود) ٦,٤,٣(
Changing the Right-Hand side of a Constraint 

  

،אאא bאאא
،אא1אB − bא،

אאא1
B NB N− −c cKא

אא1א
B B −=x bאא،

1
Bz B −= c bKאאW 

  



٢٠٢  يةمقدمة في البرمجة الخط

)٦,٨(مثال  
אאאF٤}٦Eא

אאאK 
 

الحل 
אאאאRow 0א

א،אאאאK 
אאאאאא

אאאKא
אא،K 

א1b1212+ ∆א
אאאW 

   

1

12 1/ 3 0 1/ 9 12 2 / 3
30 = 1/ 3 1 10 / 9 30 14 / 3
18 1/ 3 0 4 / 9 18 4 / 3

B −

+ ∆ − + ∆ + ∆⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− = + ∆⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − ∆⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  

אאאאא،א
،W 

2 / 3 0 6
14 / 3 0 42
4 / 3 0 12

+ ∆ ≥ ⇒ ∆ ≥ −
+ ∆ ≥ ⇒ ∆ ≥ −
−∆ ≥ ⇒ ∆ ≤

 

אאא6 12− ≤ ∆ ≤K16 24b≤ ≤K
1 24b >1 6b <אא

K 



٢٠٣  تحليل الحساسية

אאאא16 24b≤ ≤
אא،אאאאאא

אאאKאאאא
אא1bא∆6 12− ≤ ∆ ≤K
אא1אB b−z  1

B B −c b 
bאאאאאz .אא

אW 
  

*
2
* 1
2
*
1

1/ 3 0 1/ 9 12 2 / 3
= 1/ 3 1 10 / 9 30 14 / 3

1/ 3 0 4 / 9 18 4 / 3

x

s B

x

−

⎡ ⎤ − + ∆ + ∆⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − = + ∆⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − ∆⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

b 

*zW 

* 1

2 / 3
[20 0 10] 14 / 3 80 (10 / 3)

4 / 3
Bz B −

+ ∆⎡ ⎤
⎢ ⎥= = + ∆ = + ∆⎢ ⎥
⎢ ⎥− ∆⎣ ⎦

c b 

،1b21) 9∆ =E،
،אאא،אאא
W 

*
2
* 1
2
*
1

2 9 / 3 5
= 14 9 / 3 17

4 9 / 3 1

x

s B

x

−

⎡ ⎤ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

b 

*zW 
* 1 80 9(10 / 3) 110Bz B −= = + =c b  



٢٠٤  يةمقدمة في البرمجة الخط

אאאאאאא
אאאK 

 
 אאאא

Kא،אא
אאאאאRow 0،   معامـل أي 

   KאRow 0 متغير في الصف
  
  

  



٢٠٥  تحليل الحساسية
  

   السادسالفصلتمارين 
  

F١}٦EאאאW 
1 1 2

1 2

1 2

max 2
s. t.         3 4 12

5 2 10

z c x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

 

  

א1 2c =1 28 / 7 , 15 / 7 , 46 / 7x x z= = =
א1cאאא1 8 / 7x =،

2 15 / 7x =W 
  

١- [ ]5 , 3− −                      ٢- [ ]3/ 2 , 5    
٣- [ ]5 / 2 , 3 / 4− −              ٤- [ ]4 , 2− − 

  

F٢}٦EאאאW 
1 2

1 2 1

1 2

max 2 2
s. t.         3 4

5 2 10

z x x
x x b
x x

= +
+ ≤
+ ≤

 

  

א1 12b =1 28 / 7 , 15 / 7 , 46 / 7x x z= = =
א1bאאא

W 
  

           ١- [ ]6 , 20                 ٢-[4 , )∞      
           ٣- [ ]12 ,18                ٤- [ ]4 ,12  

  



٢٠٦  يةمقدمة في البرمجة الخط

F٣}٦EאK
א،אKא

אא40א،5
،אאא50

6אKאF١}٦Eאא
אאאא،אK 

  

  ).٦,١(جدول 

  ٢الحقيبة   ١الحقيبة   
אאא  א  
אאא    א  

אאא 5  4  

א 25 ً  22 ً 
  

١ JאאאW 
אאאא1 :  x = 

אאאא2 :  x = 
   

אאW             
                       

1 2

1 2

1 2

1 2

max 3 2
s. t.      2 40

2 50
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

  

 
 
 



٢٠٧  تحليل الحساسية

٢ JאK 
٣ Jאאאאא

אאK 
٤ Jאאאאא

אאK 
٥ Jאא30אK

אאאאא؟K 
٦ Jאא60אK

אאאאא؟K 
 

F٤}٦E אאאאW                

1 2

1 2

1 2

1 2

max 3 2
s. t.         2 6

4
, 0

z x x
x x

x x
x x

= +
+ ≤

+ ≤
≥

 

  

אא* 10z =* * * *
1 2 1 22, 2, 0, 0x x s s= = = =K

אא∆אאא1 2{ , }BV x x=
אאאאא،אאK 

 

١- 2b  2 4b = + ∆ .א4∆                                ؟      =
٢ - 1c  1 3c = + ∆ .א4∆  ؟  =

  
  



٢٠٨  يةمقدمة في البرمجة الخط

F٥}٦E אאאאW                                                                  
1 2

1 2

1 2

1 2

max 2
s. t.         3 15

3 2 18
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

 

  

אאא* 11z =* * * *
1 2 1 24, 3, 0, 0x x s s= = = =K

אא1 2,∆ ∆אאא
1 2{ , }BV x x=אאא،אא

אאK 
  

١- 1b  1 115b = + ∆ .       
٢-  2c  2 21c = + ∆ .       
٣- א1 8∆ = 1؟ − 3∆ 1؟ = 5∆   ؟=
٤- א2 2 / 3∆ = 2؟ − 0∆ 2؟ = 3∆   ؟=

  

F٦}٦Eאאאא:  
   

1 2

1 2

1 2

1 2

max 2
s. t.         6

4 12
, 0

z x x
x x

x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

 

 

אאא* 8z =* * * *
1 2 1 22, 4, 0, 0x x s s= = = =K

،אא∆אאא



٢٠٩  تحليل الحساسية

1 2{ , }BV x x=א،אאאא
אאK 

١- 1b  1 6b = + ∆. 
٢- 2b  2 12b = + ∆. 
٣- 1c  1 2c = + ∆. 
٤- 2c  2 1c = + ∆. 
٥- אאאא1 23z x x= +אא،

 ؟
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



٢١٠  يةمقدمة في البرمجة الخط

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



٢١١ 

אא
 

 א 

 Duality 
  

  إيجاد المسألة المرافقة •

  لمسألة الثنائيةالاقتصاديالمعنى  •

  النظرية الأساسية للثنائية •

 
،

אאאאא،א(dual problem)K
אאאאאאאאא

אאK 
אאאאא

א،אאאKא
אאאאאאא

א،אאK 
אא،אאא

אא(primal problem)Kאאא
"max"אאא"min" ،אK 



٢١٢  مقدمة في البرمجة الخطية

אא،אאאא
1 2, , ,..., nz x x xאאאא
1 2, , ,..., nw y y yK 

  
   المسألة المرافقةإيجاد) ٧,١( 

Finding the Dual Problem 
 

אאאمسألة قيمة عظمى"max" طبيعية (normal 

max problem)אאאא،
אא≤KאאאW 

   

       (1)                

1 1 2 2

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 2

max ...
s.t.    ...

...

...
, ,..., 0

n n

n n

n n

m m mn n m

n

z c x c x c x
a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b
x x x

= + + +
+ + + ≤
+ + + ≤

+ + + ≤
≥

 

  

אאאאW 
  

     (2)          

1 1 2 2

11 1 21 2 1 1

12 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 2

min ...
s.t.    ...

...

...
, ,..., 0

m m

m m

m m

n n mn m n

m

w b y b y b y
a y a y a y c
a y a y a y c

a y a y a y c
y y y

= + + +
+ + + ≥
+ + + ≥

+ + + ≥
≥

 

 

אאאאאאא
א≥ "min"(normal min problem)K



٢١٣  الثنائية

אאא(2)אאא،אא
א(1)אKאאא"max"  

"min"  אK 
  

   المسألة المرافقة لمسألة طبيعيةإيجاد) ٧,١,١(
Finding the Dual Problem of a Normal LP 

 

 אאאאאא
(1)א(2)،אאאאאאאK

אאאאא،
אאא،אאאKא

אא،אא،
אאאאא،אא

אאא،W 
  

)٧,١(مثال  
 

אאאאW 
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

max 10 20 15
s.t.    4 4 12

3 2 5 30
3 3 18

, , 0

z x x x
x x x
x x x
x x x
x x x

= + +
+ + ≤
+ + ≤
+ + ≤

≥

 

الحل 
אאאאא

F١}٧KEאאאאא،אאא



٢١٤  مقدمة في البرمجة الخطية

א،אאאא
אאאאK 

 

  ).٧,١(جدول 
    max z      
  3( 0)x ≥ 2( 0)x ≥ 1( 0)x ≥  
  3x  2x  1x   
12≤ 4 4 1   
30≤ 5 2 3  
18≤ 1 3 3  

  15  20  10   
  

 

אאאאא،אאאא
א،אאאאא

א؛אאא،אאא
אא≥،≥ אאא

אאאא،אאF٢}٧KE 
 
 

 ).٧,٢(جدول 
    max z      
  3( 0)x ≥ 2( 0)x ≥ 1( 0)x ≥  

min w  

  3x  2x  1x      

12≤ 4 4 1  1y 1( 0)y ≥ 
30≤ 5 2 3 2y 2( 0)y ≥ 
18≤ 1 3 3 3y 3( 0)y ≥ 

  15≥  20≥  10≥      
  



٢١٥  الثنائية

א،אאאKאא
אאאאאאKאא

אKאאאאW 
   

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

min 12 30 18
s.t.    3 3 10

4 2 3 20
4 5 15

, , 0

w y y y
y y y
y y y
y y y
y y y

= + +
+ + ≥
+ + ≥
+ + ≥

≥

 

 

אאאאאאאא1אxא
אאאא،2אxאK 

 
אאאא

?min?Kאאא،
אא،אא،

אאאאKאא
א،אאK

אאW 
 

  )٧,٢(مثال 
Wאאאא 

  

  



٢١٦  مقدمة في البرمجة الخطية

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

min 3 4 6
s.t.    2 3 5 10

5 2 4 12
7 3 15

, , 0

w y y y
y y y
y y y
y y y
y y y

= + +
+ + ≥
+ + ≥
+ + ≥

≥

 

  

الحل 
אאאF٣}٧E،

אאאאא،אא،
אאאאאK 

 אאאאאא
אאאאאאא

Kאא؛≥ 
 

  ).٧,٣(جدول 
    max z     
  3( 0)x ≥ 2( 0)x ≥ 1( 0)x ≥  

min w  

  3x  2x  1x      
3≤ 7 5  2  1y 1( 0)y ≥ 

4≤ 3 2 3 2y 2( 0)y ≥ 
6≤ 1 4 5 3y 3( 0)y ≥ 

  15≥  12≥  10≥      
 

،אאאא،א
אאW 



٢١٧  الثنائية

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

max 10 12 15
s.t.    2 5 7 3

3 2 3 4
3 4 6

, , 0

z x x x
x x x
x x x
x x x
x x x

= + +
+ + ≤
+ + ≤
+ + ≤

≥

 

 

אK 
  

إيجاد المسألة المرافقة لمسألة غير طبيعية) ٧,١,٢(  
Finding the Dual of a Nonnormal LP 

 

אאא(nonnormal 

LP)Kאאאאאא
אאW 

 

)٧,٣(مثال  
אאאאW 

1 2

1 2

1 2

1 2

2

max 3 5
s.t.    2 3

3
3 5 4

0

z x x
x x

x x
x x

x

= +
+ ≤

− =
+ ≥
≥

 

  

  الحل

אא=≥1x
אK،אאאא

  



٢١٨  مقدمة في البرمجة الخطية

،אאאא
K 

 

  الطريقة الأولى
  

،אW 
١ J≥≤א1−Kאא

1 2(3 5 4)x x+ ≥≤א1−אא
1 23 5 4x x− − ≤ −K 

٢ J=א≥≤≥≤1−K
א1א 2( 3)x x− =אא1 2 3x x− ≤

1 2 3x x− ≥א1 2 3x x− ≥1−א
1 2 3x x− + ≤ −K 

٣ Jאix' ''
i i ix x x= −

' '', 0i ix x ≥K1xאאא1 1 1
' ''x x x= −

1 1
' '', 0x x ≥K 

 

אא،אאאאW 
  

1 1 2

1 1 2

1 1 2

1 1 2

1 1 2

1 1 2

' ''max 3 3 5
' ''s.t.    2 2 3
' '' 3
' '' 3
' ''3 3 5 4
' '', , 0

z x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

= − +

− + ≤

− − ≤

− + + ≤ −

− + − ≤ −

≥

 



٢١٩  الثنائية

 

א،אאאאא
אאאKא

"min"אאאא≥K 
 

  يقة الثانيةالطر
  

אאאאאא
אאאKאאא

"max"אאאאא
W 

  

١- אאiא≤،אאאא
iy0iy ≥KאF٤}٧Eא،א

≤،1אyK 
 

٢- אאiא≥אאא،א
iy0iy ≤KאF٤}٧Eאא،

≥،3אyK 
 

٣-אאiא=אא،אא
iyאKאF٤}٧Eא،

א=،2אyאK 
 



٢٢٠  مقدمة في البرمجة الخطية

٤-אאאא،=K
אF٤}٧E،1x،אאא1אx

=K 
 

  ).٧,٤(جدول 
   max z      
   2( 0)x ≥ 1( urs)x  

min w  

   2x  1x      

3≤  1  2  1y 1( 0)y ≥ 
3=  -1 1  2y 2( urs)y 

4≥  5 3 3y 3( 0)y ≤ 
   5≥  3=      

 

אאאאאW 
   

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

min 3 3 4
s.t.    2 3 3

5 5
0, urs, 0

w y y y
y y y

y y y
y y y

= + +
+ + =

− + ≥
≥ ≤

 

  

אאאK 
 
 
 
 
 
 

 

אאא"min" אאW 
١ J≥،אאאix
0ix ≥K 
٢ J≤،אאאix
0ix ≤K 

  



٢٢١  الثنائية

٣ J=א،אאix
אFursixKE 

٤ Jא،אאא
א=K 
 

   لمسألة الثنائيةالاقتصاديالمعنى ) ٧,٢(
Economic Interpretation of the Dual Problem 

 

אאאאאאא؛
،אאאאא،

אאKאאא
אאK   

  

  )٧,٤(مثال 
א،אKא

٦٥،אאאאא٣
٤אאאKא١٠٠

٨٠،אאאא
،א٤٠،٣٠K 

؛אאא
אא1 2,x xW 

אא1 :  x = 
אאא2 :  x = 



٢٢٢  مقدمة في البرمجة الخطية

אאאאאאW 
 

1 2

1 2

1 2

1 2

max 40 30
s.t.    6 3 100

5 4 80
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

 

 

אאא،אאאאא
אאאאKאאאא

אאאאאא،W 
 

1 2

1 2

1 2

1 2

min 100 80
s.t.    6 5 40

3 4 30
, 0

w y y
y y
y y
y y

= +
+ ≥
+ ≥

≥

 

אאאאאאאאא
אאK1yא2yאאK

،אא
אא،אאא

אאאK
1 2,y yW 

    

אא1 :  y = 
אאאאא2א :  y = 

  



٢٢٣  الثنائية

אא1א 2100 80y y+א،
،אאא1 2min 100 80w y y= +אא

אאKאאאאא
KאאK

،40אא
65אאאKא

א40Kא
1 26 5y y+א،א1אy

2y אאא1 26 5 40y y+ ≥K 
א،א30

אא34
אאאK1אy2y אאא 

1 23 4 30y y+ ≥KאאאFאאKE 
אא1אy2y א،
אאאK 

 
 

  النظرية الأساسية للثنائية) ٧,٣( 
Fundamental Theorem of Duality 

 

אאאאאאא
،אאنظرية الثنائية(Dual Theorem)،

אאאאKא

  



٢٢٤  مقدمة في البرمجة الخطية

אאאאאא
אK 

אאאאאאא
א،אmאn

אאK 
 

1 1 2 2

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 2

max ...
s.t.    ...

...

...
, ,..., 0

n n

n n

n n

m m mn n m

n

z c x c x c x
a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b
x x x

= + + +
+ + + ≤
+ + + ≤

+ + + ≤
≥

 

 

אאאא،
mאאn אW 

  

1 1 2 2

11 1 21 2 1 1

12 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 2

min ...
s.t.    ...

...

...
, ,..., 0

m m

m m

m m

n n mn m n

m

w b y b y b y
a y a y a y c
a y a y a y c

a y a y a y c
y y y

= + + +
+ + + ≥
+ + + ≥

+ + + ≥
≥

 

  

  الصيغة الثنائية الضعيفة) ٧,٣,١(
Weak Duality  

 

،אאאאא
אאwאאא

אאz אאK 



٢٢٥  الثنائية

אא،אאא
אK 

 

 Weak Duality نائية الضعيفة  الث): ٧,١(تمهيدية
[ ]1 2 ... T

nx x x=x،א،
[ ]1 2 ... my y y=yאא،K

אzx w  yKW 
( ) ( )z w≤x y  

  

  البرهان
אi אאW 

1

n

ij j i
j

a x b
=

≤∑ 
  

0iy ≥،אאאiy
אW 

1
( 1,..., )

n

i ij j i j
j

y a x y b i m
=

≤ =∑ 
  

1,...,i m=، W 

         ( )
1 1 1

3
m n n

i ij j i i
i j i

y a x y b
= = =

≤∑∑ ∑  
  

אjאאא0jx ≥،W 

1

m

j ij i j j
i

x a y c x
=

≥∑ 

1,2,...,j n=W 



٢٢٦  مقدمة في البرمجة الخطية

        ( )
1 1 1

4
n m n

j ij i j j
j i j

x a y c x
= = =

≥∑∑ ∑  
 

( )3 ( )4،W 

1 1 1 1

n n m n

j j j ij i i i
j j i i

c x x a y y b
= = = =

≤ ≤∑ ∑∑ ∑ 

W 
( ) ( )z w≤x y 

אK 
  
  
  

ملاحظة 
אאאאאא

אאF١}٧E(bound)אאא
אKאאא

אאאאאא
אאK 
 

  )٧,٥(مثال 
אF٤}٧E،1 22, 4x x= =

אאא،(2)40א 30(4) 200z = + =K
F١}٧E،1 2( , )y yאא

1 2100 80 200y y+ ≥Kאאא"min"،א*w
FאאאwאEW 

* 200w ≥ 

  

  



٢٢٧  الثنائية

אאאW 
  

[ ] [ ]

1 1

2 2

1 2 1 2... ...

m n

n m

b x
b x

b x

c c c y y y

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= =

b x

c y

 

  

אאא،אאאאאא
אW  

( )z =x cx 
( )w =y yb 

،אאאאאא
אאאK 

 

)٧,٢(تمهيدية  
1 2 ...

T

nx x x⎡ ⎤= ⎣ ⎦x،א
1 2 ... my y y⎡ ⎤= ⎣ ⎦yאאK

אW 
( ) ( )z w=x y 

x אyאאK  
  

نالبرها 
א،אאx 

≤ *cx y bK*xא=* *cx y b،א*x



٢٢٨  مقدمة في البرمجة الخطية

Fא؟KE،*xא،א
אאy≤*cx ybK =* *cx y b،א*y

K 
אאאאאF٢}٧E

אאK 
  

  

)٧,٦(مثال  
אF٤}٧E[ ]16 0 T=*xאאא

אW 
  

[ ] 16
( ) 40 30 640

0
z ⎡ ⎤

= = =⎢ ⎥
⎣ ⎦

* *x cx 
  

[ ]0 8=*yאאאאא
W 

   

[ ] 100
( ) 0 8 640

80
w ⎡ ⎤

= = =⎢ ⎥
⎣ ⎦

* *y y b 
  

640= =* *cx y b،א*xא*y
אאK 

 
  نظرية الثنائية) ٧,٣,٢( 

The Dual Theorem  

،אאאאא
אאאאאאא،א

אאאK 

  

  



٢٢٩  الثنائية

 

 )٧,٣(تمهيدية 

١ Jאאא،אאאK 
٢ Jאאאא،אאK

  

  ملاحظة
אאאאאא،

אאאKא
אKאאW 

 

)٧,٧(مثال  
אאW 

  

1 2

1

1 2

1 2

max
s.t.    1

2 2
, 0

z x x
x
x x
x x

= − +
≤ −

− ≤
≥

 

 

אאאאאאאW 
   

1 2

1 2

2

1 2

min 2
s.t.    2 1

1
, 0

w y y
y y

y
y y

= − +
+ ≥ −
− ≥

≥

 

  

אאFא؟KE 
 

 אאא
א،אאאK

  



٢٣٠  مقدمة في البرمجة الخطية

*zאאא*wאאאאK
אאאאא،אא

אאאאאK 
 

  The Dual Theoremنظرية الثنائية ): ٧,١(نظرية

*BV אאאאKא
1 *( )B B −c،אא* *z w=K 

  

  البرهان
"max"،mאn

אא،*BVאK1א 2, ,..., my y y
W 

  

[ ] 1
1 2 ... :m By y y B −= c 

  

א 1
B B −cK 

   

1 أن إثبات: الخطوة الأولى
B B −c مقبولحل   

  

BV،אאאאRow 0א
אKאjcFjxEאRow 0

1,2,...,j n= 
  



٢٣١  الثنائية

[ ]

1

1

2
1 2

1 1 2 2

...

...

j B j j

j

j
m j

mj

j j m mj j

c B c

a
a

y y y c

a

y a y a y a c

−= −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

= + + + −

c a

 

  
  

0jc ≥،1,2א,...,j n=W 
 

1 1 2 2 ...j j m mj jy a y a y a c+ + + ≥ 
  

  

1
B B −cאאאK،is

אRow 0אאi1
B B −c،iy،

אאKאאאis،א
0iy ≥1,2,...,i m=،1

B B −cאK1א
B B −c 

אאK 
 

1 أن إثبات: الخطوة الثانية
B B −c حل أمثلي للمسألة المرافقة  

  

אאאא1א
B B −c א

אאאא BVKאא
אאאאאאאBV 1

B B −c bKא
אאאא1

B B −cK  
 



٢٣٢  مقدمة في البرمجة الخطية

[ ]

1
1 1 2 2

1

2
1 2

1

( ) ...

...

B m m

m

m

B

w B b y b y b y
b
b

y y y

b

B

−

−

= + + +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

=

c

c b

 

  

אאאא1
B B −cאאא

אאא BV،אF٧ J٢E1
B B −c

אא* *z w=K 
 

 אאא
،אאאאאא

1
B B −cK 

 

  )٧,٨(مثال

אF٤}٧Eאא،W 
>> 

1 2

1 2

1 2

1 2

max 40 30
s.t.    6 3 100

5 4 80
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

 

   

אאאאא1 1{ , }BV s x=א،[ ]0 40B =c،
W 

   

1 6
0 5

B ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

  



٢٣٣  الثنائية

אא،W 
  

  

1 1 6 / 5
0 1/ 5

B − −⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

  

אאאאW 
  

[ ] [ ]* * 1
1 2

1 6 / 5
0 40 0 8

0 1/ 5By y B − −⎡ ⎤⎡ ⎤ = = =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
c 

 
 

אi1
B B −cא isאRow 0،

W 
  

 ١قاعدة

אא"max"אאא،
אW 

iyאאאאisא
Row 0  אאK  

  

٢قاعدة  
אא"min" אאא،

אW 
ixאאאא ie

אRow 0  אאK  
 

  



٢٣٤  مقدمة في البرمجة الخطية

אאאאאאא
אאאK 

 

  )٧,٩(مثال
אאאאאF٤}٦EK 

  

  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

max 10 20 15
s.t.    4 4 12

3 2 5 30
3 3 18

, , 0

z x x x
x x x
x x x
x x x

x x x

= + +
+ + ≤
+ + ≤
+ + ≤

≥

 

 

אאאW 
  

3 1 3

2 3 1 3

3 1 2 3

1 3 1 3

5 / 9 10 / 3 20 / 9 80
11/ 9 1/ 3 1/ 9 2
47 / 9 1/ 3 10 / 9 14
8 / 9 1/ 3 4 / 9 4

z x s s
x x s s

x s s s
x x s s

+ + + =
+ + − =

+ + − =
− − + =

 

  
  

אאאאאאאאK 
 

  الحل
Wאאאא 
  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

min 12 30 18
s.t.    3 3 10

4 2 3 20
4 5 15

, , 0

w y y y
y y y
y y y
y y y

y y y

= + +
+ + ≥
+ + ≥
+ + ≥

≥

 



٢٣٥  الثنائية

אאאאאא
،אiy isאRow 0  א

،א* *z w=Kאאאא
* * *
1 2 310 / 3, 0, 20 / 9,y y y= = = * 80w =K 

  
  نظرية متممة المكملة) ٧,٣,٣( 

The Complementary Slackness Theorem 
 

 אאאאאא
אאאאKאא

nאאm א،1 2, ,..., ms s s
אאאאKאאא،א

mאאnא،1 2, ,..., ne e e
אאאאאאKאא

W 
 

  Complementary Slackness متممة المكملة  ): ٧,٢(نظرية
[ ]1 2 ... T

nx x x=x ،א
[ ]1 2 ... my y y=yאאK

xאyאאאאW    
0 ( 1, 2,..., )
0 ( 1, 2,..., )

i i

j j

s y i m
e x j n

= =
= =

  
 

אF٢}٧EאאאK 
  

  

  



٢٣٦  مقدمة في البرمجة الخطية

)٧,١٠(مثال  
אאאאאא،אא

F٤}٧E،אאאאW 
1 2

1 2

1 2

1 2

max 40 30
s.t.    6 3 100

5 4 80
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

 

  

الحل 
אאא* * * * *

1 2 1 2640, 16, 0, 36, 0z x x s s= = = = =K
אאאאW 

   

1 2

1 2

1 2

1 2

min 100 80
s.t.    6 5 40

3 4 30
, 0

w y y
y y
y y
y y

= +
+ ≥
+ ≥

≥

 

אאW 
  

1 2

1 2 1

1 2 2

1 2

min 100 80
s.t.    4 5 40

3 4 30
, 0

w y y
y y e
y y e
y y

= +
+ − =
+ − =

≥

 

  

،אאאאאאא
* * * * *

1 2 1 2, , , ,w y y e eKא* * 640w z= =אאא،
W 

* * * * * * * *
1 1 2 2 1 1 2 2 0s y s y x e x e= = = = 



٢٣٧  الثنائية

*
1 0x ≠،*

1 0s ≠א*
1 0y =،*

1 0e =K
אא* *

1 1,y eאאא
אW 

   

*
2
* *
2 2

5 40

4 30

y

y e

=

− =
 

   

*א *
2 28, 2y e= =K 

 
 

  



٢٣٨  مقدمة في البرمجة الخطية

   السابعالفصلتمارين 
  

F١}٧EאאאאW 
  

١ J            

1 2

1 2

1 2

1 2

max 2 3
s. t.      1

2 3 2
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
− + ≤
− + ≤

≥

 

  

٢ J
1 2

1 2

1 2

1 2

max 2
s. t.     2 5

4 4
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
− + ≥

+ ≥
≥

 

  

٣ J          

1 2 3

1 2

1 2 3

1 2 3

1

max 3
s. t.      5 1

2 3 4 2
6 7 4

0

z x x x
x x
x x x
x x x

x

= + −
+ ≤
+ + ≥
+ − =

≥

 

  

٤ J
1 2

1 2

1 2

1 2

min 4
s. t.      2 4 1

5 2
, 0

w y y
y y
y y
y y

= − +
− ≥
+ ≥

≥

 

  

٥ J      

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2

min 5 2 6
s. t.      3 4 1

2 3 2
, 0

w y y y
y y y
y y y
y y

= + −
+ + ≤
− + =

≥

 



٢٣٩  الثنائية

F٢}٧EאאאW 
1 2

1 2

1 2

1 2

max 3
s. t.      2 2

4
, 0

z x x
x x
x x

x x

= +
− ≤

− + ≤
≥

 

  

אאא1 2{ , }BV x x=Kא،אא
K 

  

F٣}٧EאאאW 
1 2

1 2

1 2

1 2

max
s. t.      2 4

2
, 0

z x x
x x
x x
x x

= − +
+ ≤
+ ≤

≥

 

  

אאא2 1{ , }BV x s=K،אאא
K 

 

F٤}٧EאאאW 
                                                          

1 2

1 2

1 2

1 2

max 4
s. t.         3 2 6

6 3 10
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

  

  

אאאאאא
אRow 0אא2 22 20 / 3z x s+ + =،

אאאאK
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F٥}٧EאאאW 
1 1 2 2

1 2

1 2

1 2

max
s. t.      3 4 6

2 3 4
, 0

z c x c x
x x
x x

x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

 

אאאW 
  

1 2

1 1 2

2 1 2

2 14
3 4 2
2 3 0

z s s
x s s

x s s

+ + =
+ − =
− + =

 

  

1 2,c cK 
  
F٦}٧E١-אאW 

               

1 2

1 2

1 2

1 2

max 2 6
s. t.       2

1
, 0

z x x
x x
x x

x x

= − +
+ ≥

− + ≤
≥

  

  

א  
  

٢- אאF١E،אא
אאW 

      

1 2

1 2

1 2

1 2

min 2
s.t.    2

6
, 0

w y y
y y
y y
y y

= − +
+ ≤

− + ≥
≥

 

 



٢٤١  الثنائية

F٧}٧EאאאW 
                                                               

1 2

1 2

1 2

1 2

max 5
s. t.         2 0.5

3 0.5
, 0

z x x
x x
x x
x x

= − +
+ ≤

− + ≤
≥

  

  

אRow 0אא1 20.4 1.4z s s a+ + =،
aאK 

 

F٨}٧EאאאW 
   

1 2 3

2 3

1 3

1 2

1 2 3

max 3 2
s. t.                  2 3

3 1
2 3 2

, , 0

z x x x
x x

x x
x x
x x x

= − + +
+ ≤

− + ≤ −
− − ≤ −

≥

  

  

١- אאאאאK 
٢-אאאאאאK 

 
F٩}٧EאאאW 

                                                               

1 2

1 2

1 2

1 2

max 3
s. t.       2 8

4 10
, 0

z x x
x x

x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

  

  

אא* * *
1 21, 6, 9x x z= = =א،

،אאאאאאאאאK 
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F١٠}٧E אאW 
  

1 2 3

1 3

1 2

3

1 2 3

min 5 6
s. t.         2 4 50

2 30
10

, ,

w y y y
y y
y y

y
y y y urs

= − +
+ ≥

+ ≥
≥

  

 

١- אאאאK                                             

٢- אאאK 

٣- F٢EאFK،
،،א،KE                 

٤- א1 2 3, ,y y y אאK 

٥- אאאFK،
،א،،KE  

  
 
  
  
  
  
  
  
  
  



٢٤٣ 

אא 


א   א

 Transportation and Assignment Problems  
  

  مسائل النقل •

 مسائل التوظيف •

 
אאאא

אאKאא
،אאא،א
אאK 

אאא
אאKאא

אK 
  

  مسائل النقل) ٨,١(
Transportation Problem 

   

א،אאא(supply 

points)  mא،(demand points)  nK



٢٤٤  مقدمة في البرمجة الخطية

אiאאאisאאאK
אjjdאאאK

אאאiא
jijc،ijc K 

אאKאאא
אאאאאא

אKאאאאijxW 
 

אאאאiאj  :ijx = 
 

،אאאאאא
"min"KאאאאKא

אiאjij ijc xK،
אאW 

1 1

m n

ij ij
i j

c x
= =
∑∑ 

אאאאאKא
אiאא،אאisאא

،אW 
     

                             
1

 ( 1, 2,..., )
n

ij i
j

x s i m
=

≤ =∑     

אאj، אj
jdאא،אW  



٢٤٥  مسائل النقل والتوظيف

                             
1

( 1, 2,..., )
m

ij j
i

x d j n
=

≥ =∑   

  

אאאאW  
  

  

                         

1 1

1

1

min

s.t.     ( 1, 2,..., )

( 1, 2,..., )

0 ( 1,..., ;

1,..., )

m n

ij ij
i j

n

ij i
j

m

ij j
i

ij

c x

x s i m

x d j n

x i m

j n

= =

=

=

≤ =

≥ =

≥ =

=

∑∑

∑

∑ 

  

אW  

1 1

m n

i j
i j

s d
= =

=∑ ∑  

  

אאא،    مـسألة نقـل
אאאאK(balanced transportation problem)متوازنة 

אאאא
אK 

 א،אאאK
1,2,...,i m=1,2,...,j n=،W 

 

1 1
 ,

n m

ij i ij j
j i

x s x d
= =

= =∑ ∑ 
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אאאאW 
  

1 1

1

1

min

s.t.     ( 1, 2,..., )

( 1, 2,..., )

0 ( 1,..., ;

1,..., )

m n

ij ij
i j

n

ij i
j

m

ij j
i

ij

c x

x s i m

x d j n

x i m

j n

= =

=

=

= =

= =

≥ =

=

∑∑

∑

∑ 

 

אאא
،אאא

؛
א

K 
אאK 

   

  ) ٨,١(مثال 
،א

אKא٢٠א א
אFKKEאא٣٠ KKאא
٤٠א KK .אאאW

א١٥אKKאא،١٨
KKא،א٢٥KK،אאאא



٢٤٧  مسائل النقل والتوظيف

٣٢ KKKKKאאא
١٠א אא،٨ אא٧ 

אאא٩ Kאאאא
אאW 

 

  ).٨,١(جدول     

    
  

  
 العرض        

 مليون  ٤المدينة ٣المدينة ٢المدينة ١المدينة    
 س.و.ك

 20 9 7 8 10 ١المحطة   

 30 14 12 11 5 ٢المحطة   

 40 8 6 15 13 ٣المحطة   

 الطلب       
 مليون 

   32  25  18  15 س.و.ك

  
 

אK 
 

  الحل
אאאFE

FE؛אאאאW 
  

KKאאiאj  :ijx = 
  

אאאW 
  

     Fאא١E11 12 13 1410 8 7 9z x x x x= + + + 
     Fאא٢E21 22 23 245 11 12 14x x x x+ + + + 



٢٤٨  مقدمة في البرمجة الخطية

     Fאא٣E31 32 33 3413 15 6 8x x x x+ + + + 
 

א،אאKא،א
قيود العرضא(supply constraints) ،אאא

אאK،א
20KKאאKW 

11 12 13 14 20x x x x+ + + ≤ 
אא30א،

40KאאאאW 
  

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

20
30
40

x x x x
x x x x
x x x x

+ + + ≤
+ + + ≤
+ + + ≤

 

אאقيود الطلبא(demand constraints)،
אאKאא

15KK،אW 
11 21 31 15x x x+ + ≥ 

אאאאW 
   

11 21 31

12 22 32

13 23 33

14 24 34

15
18
25
32

x x x
x x x
x x x
x x x

+ + ≥
+ + ≥
+ + ≥
+ + ≥

 

ijx؛0אijx ≥Kא
W 

   



٢٤٩  مسائل النقل والتوظيف

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

11 21 31

12 22 32

13 23 33

14 24 34

min 10 8 7 9
5 11 12 14
13 15 6 8

s.t. 20
30
40

15
18
25
32

0 ( 1, 2,3;ij

z x x x x
x x x x
x x x x

x x x x
x x x x
x x x x

x x x
x x x
x x x
x x x

x i

j

= + + +
+ + + +
+ + + +

+ + + ≤
+ + + ≤

+ + + ≤

+ + ≥
+ + ≥
+ + ≥
+ + ≥

≥ =

=1, 2,3, 4) 
 

אאW 
 

١المحطة  

٢المحطة  

٣المحطة  

٤المدينة  

٣المدينة  

٢المدينة  

١المدينة  

1 20s =

1 40s =

2 30s =

1 15d =

2 18d =

4 32d =

3 25d =

 
  )٨,١(شكل 



٢٥٠  مقدمة في البرمجة الخطية

אאא20 30 40 90+ + =א،
15 18 25 32 90+ + + =Kאאא

אאKא
א≤≥K  

 
 
  

 

W،אאא
א،אאאmnא(cell)

א( , )i j  אאאא
אiאjאא،

אאא( , )i jijcKא
אאאKאאא

אאW 
 

  ).٨,٢(جدول       

13 15 6 8

1412115

١المحطة  

٣المحطة  

٢االمحطة  

١المدينة   ٢المدينة  ٣المدينة  ٤المدينة   العرض
10 8 7 9

20

30

40

15 الطلب322518
 

  



٢٥١  مسائل النقل والتوظيف

אF٢}٨Eא؛
אאK 

   

  إيجاد حل أساسي مقبول لمسألة النقل) ٨,١,١(
Finding a Basic Feasible Solution for TP 

  

mאאn אאK
אm n+אK

אאM -א
אא،אאאKאא

א،Kאא
אK 

 

)  ٨,١(تمهيدية  
אאאאijxא

אאאאאאא،א
אאK 

 

אאא
אאאאKא،א

אא1א 2 3 90s s s+ + =KKK
אאא1א 2 3 60d d d+ + =

KKKאאא90א 60 30− =KKK
אאK،



٢٥٢  مقدمة في البرمجة الخطية

א،א1m n+ −אK
אאאK1m n+ −

אאm nאא،א
אאא،F١}٨KE

א،אאא(loop)K 
 

   Loop الدائرة المغلقة): ٨,١(تعريف 

א(loop)الدائرة المغلقة 
אאW 

١ J  (consecutive cells)
אאK 

٢ JאאK 
٣ Jאאאאא
Kאאא 
  

אאאאאא
אאF٢}١}٨EאKאא،אא

אאאאK 
 

  )٨,٢ (مثال
אF٢}٨Eא،FEא؛א

(1,2) (2,3) א
אK 



٢٥٣  مسائل النقل والتوظيف

אFEא؛
אK 

אאFEFEאK 
  

(ب)(أ)

(د)(ج ـ) 
  )٨,٢(شكل 

 

،אאאאאK 
  

 )٨,١(نظرية  

אאא Jאmאאn
אא J1m n+ −אאא

אאK 

  



٢٥٤  مقدمة في البرمجة الخطية

אאאאF١}٨E
אKא،

אאאאאאאאK 
 

  طريقة الركن الشمالي الغربي) ٨,١,٢(
Northwest Corner Method 

  

אאאא
אKאאאאFאאאE

א11xFא1s1d 
KEא11 1x s=אאא،

אאK1d
1 1d s−Kא11 1x d=א،אא

1s1 1s d−Kא11 1 1x s d= =،א
אאאFKEאאא

1 0d =אאא،1 0s =K 
 אאאאאא

אאאאאאא،K
אא

אאאאא؛
אאא،

KאאאK 



٢٥٥  مسائل النقل والتوظيف

אאאא
K 

 

  )٨,٣(مثال 
  

אF٣}٨EאאKאא
אאK 

אF٣}٨E،אijc؛א
אאאאאאאK 

 

  
  ).٨,٣(جدول     

 

1 4s =

3 5s =

2 3s =

4 3d =3 2d =2 4d =1 3d =

العرض
 

الطلب 
  

  

  الحل
،אאאא

אאF٣}٨Eא،(1,1)،W 
 

11 1 1min{ , } min{4,3} 3x s d= = = 
  



٢٥٦  مقدمة في البرمجة الخطية

אא1s1 1 4 3 1s d− = − =،
אF٤}٨KE 

 

  ).٨,٤(جدول        

1

5

3

324×

3

 
 

א(1,2)אאאאא،א
א12 1 2min{ , } min{1,4} 1x s d= = =Kא

אא1،אאאא4
א4א 1 3− =،אF٥}٨KE 

 

  ).٨,٥(جدول 
  

5

3

323×

3 1 ×

 
א(2,2)א،אאא

א22 2 2min{ , } min{3,3} 3x s d= = =،א



٢٥٧  مسائل النقل والتوظيف

אא3K2 2s d=،אאא
אאאאא،

אK،אאא
F٦}٨KE 
 

  ).٨,٦(جدول 
  

5

0

32×

3 1 ×

×

3

 
 

א(2,3)א،אאא
א23 2 3min{ , } min{0,2} 0x s d= = =Kא

אא0אא2אא
2 0 2− =א،F٧}٨KE 

 

  ).٨,٧(جدول 
  

5

32×

3 1 ×

×

3 ×0

 



٢٥٨  مقدمة في البرمجة الخطية

33א min{2,5} 2x = =،55 2 3− =،
אF٨}٨EK 

  

  ).٨,٨(جدول 

3×

3 1 ×

×

3 ×0

×

32

  

34א 3 4 3x s d= = =א،F٩}٨KE 
  

  ).٨,٩(جدول 

×

3 1 ×

×

3 ×0

×

3 ×

×

2

  
אא،

11א 12 22 23 33 343, 1, 3, 0, 2, 3x x x x x x= = = = = =K
אאאאK 

 

 אאאאאא
אא،Kא

  



٢٥٩  مسائل النقل والتوظيف

אאK،אא
א1m n+ −אאאא،

،אF١}٨Eאא
K 

  
  طريقة السمبلكس لحل مسألة النقل) ٨,١,٣(

The Transportation Simplex Method 
  

  אאאאא
אא،אאאאW 

 

١ Jאאא
אאאאאF٢}١}٨EאK 

٢ Jאא،אאא
אאאאאאאK 

٣ J. 

٤ JאאF٢EF٣E
،אאא

אK 
 

אאא
אאאאF١}٨KE 

 



٢٦٠  مقدمة في البرمجة الخطية

  )٨,٤(مثال 
אאאאF١}٨Eא،

אF١٠}٨EK 
 

  ).٨,١٠(جدول 

13 15 6 8

1412115

١المحطة  

٣المحطة  

٢االمحطة  

١المدينة   ٢المدينة  ٣المدينة  ٤المدينة   العرض     
10 8 7 9

20

30

40

15 الطلب     322518
 

 

،אאא
אאאאאK 

  

إيجاد حل أساسي مقبول: الخطوة الأولى 
אאא؛

אאאאא،
אF١١}٨KE 

 
 



٢٦١  مسائل النقل والتوظيف

  ).٨,١١(جدول 

20

30

40

15 18 25 32

15 5

13 17

8 32

 
  

אF١١}٨Eאא،אא
אאאW 

1 11 12 22 23 33 34: 15, 5, 13, 17, 8, 32bfs x x x x x x= = = = = = 
 

  لتحديد المتغير الداخ: الخطوة الثانية
  

אאאא،אאא
Row 0 ،א "min"،אא

אאאאאKאא
אK 

  

אijxאRow 0אאW 
1

ij B ij ijc B a c−= −c 
  

ijcijxאאאK 
         ijaijxאאK 



٢٦٢  مقدمة في البرمجة الخطية

אאאאאאijc
Kא0ijc >، אאאאא

ijcKijc1
B B −cK

אאאא1אB ؛−
1

B B −cK 
  

אאאאא،א
אאKא،

אאKאאKא
1

Bc B − 1m n+ − א،W 
[ ]1

2 3 1 2... ...B m nB u u u v v v− =c 
  

2 3, ,..., mu u u1
Bc B −  אאF1m −

אE1 2, ,..., nv v v1
B B −c  אאFn

אKE 
1

B B −c אאK 
  

١قاعدة  
،ijx 

אRow 0 KW 
0ijc =K 

 

אאאאF1m n+ −אאEW 
1 0B ij ijB a c− − =c 



٢٦٣  مسائل النقل والتوظيف

אאא2 3 1 2, ,..., , , ,...,m nu u u v v v،א
1m n+ −א1 0B ij ijB a c− − =cK 

  

אF١١}٨Eאijc
אF١٢}٨EK 

 

  ).٨,١٢(جدول 

13 15 6 8

1412115

10 8 7 9

20

30

40

15 322518

15 5

13 17

8 32

 
 

אאאא: 

1 11 12 22 23 33 34: 15, 5, 13, 17, 8, 32bfs x x x x x x= = = = = = 
  

אאאW 
 

11 12 22 23 33 34{ , , , , , }BV x x x x x x= 
 

 

אijcאאW 
 



٢٦٤  مقدمة في البرمجة الخطية

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

11 2 3 1 2 3 4 1

12 2 3 1 2 3 4 2

22 2 3 1 2 3 4 2 2

23 2 3 1 2 3 4 2

0
0
1

10 10 0
0
0
0

0
0
0

8 8 0
1
0
0

1
0
0

11 11 0
1
0
0

1
0
0

12
0
1
0

c u u v v v v v

c u u v v v v v

c u u v v v v u v

c u u v v v v u

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= − = − =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= − = − =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= − = + − =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= − =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

3 12 0v+ − =

 



٢٦٥  مسائل النقل والتوظيف

[ ]

[ ]

33 2 3 1 2 3 4 3 3

34 2 3 1 2 3 4 3 4

0
1
0

6 6 0
0
1
0

0
1
0

8 8 0
0
0
1

c u u v v v v u v

c u u v v v v u v

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= − = + − =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= − = + − =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

  

ijxFא1i =EW 
1 0B ij ij i j ijB a c u v c− − = + − =c 

  

i j iju v c+ =K1א 0u =א،W 
i j iju v c+ = 

   

אKא1
B B −c 

אאW 
  

1 1 1

1 2 2 2

2 3 3 3

3 4

0, 10
8, 11
12, 6
8

u u v
u v u v
u v u v
u v

= + =
+ = + =
+ = + =
+ =

  



٢٦٦  مقدمة في البرمجة الخطية

אאW 
1 2 2 3 3 410, 8, 3, 9, 3, 11v v u v u v= = = = = − = 

  

 אאאאאא
אאRow 0KאאW 

 

1
ij B ij ij i j ijc B a c u v c−= − = + −c 

  

אאאאW 
 

13

14

21

24

31

32

0 9 7 2
0 11 9 2

3 10 5 8
3 11 14 0

3 10 13 6
3 8 15 10

c
c

c
c
c
c

= + − =
= + − =

= + − =
= + − =
= − + − = −
= − + − = −

*

 

  

21אc21אx
אאאK 

אאאאאאא،
א×אאאK

אאivאאiu. 
,i ju v،1 0u =،

אאאi ju v+ijc אא
×K 

 



٢٦٧  مسائل النقل والتوظيف

  ).٨,١٣(جدول 

13 15 6 8

1412115

10 8 7 9

×

××

×

×

×

1v 2v 3v 4v

1u

2u

3u

          
  

1א 0u =،א(1,1)،א
1v1 1 10u v+ =،1א 10v =K 

   

2vFא(1,2)
E1 2 8u v+ =،2א 8v =K 

  

2u2 2 11u v+ =،2א 3u =K
א3 9v =،2 3 12u v+ =،3 3u = −،

3 3 6u v+ =،4א 11v =،3 4 8u v+ =K 
  

אא,i ju v אא
F١٤}٨KE 

 
 



٢٦٨  مقدمة في البرمجة الخطية

  ).٨,١٤(جدول 
  

13 15 6 8

1412115

10 8 7 9

×

××

×

×

×

1 10v = 2 8v = 3 9v = 4 11v =

1 0u =

2 3u =

3 3u = −

 
  

Wאijcא 
ij i j ijc u v c= + − 

  

ijcאא×Kא
(1,3)אW 

13 1 3 13 0 9 7 2c u v c= + − = + − = 
   

א(1,4)אW 
14 1 4 14 0 11 9 2c u v c= + − = + − = 

  

21 24 31 328, 0, 6, 10c c c c= = = − = −K 
  

א،אאאF١٥}٨KE 
  
  



٢٦٩  مسائل النقل والتوظيف

  ).٨,١٥(جدول 

13 15 6 8

1412115

10 8 7 9

×

××

×

×

×

1 10v = 2 8v = 3 9v = 4 11v =

1 0u =

2 3u =

3 3u = −

2

6− 10−

08 *

2

 
  

אijc( )*ijc
ijxאאאKאF١٥}٨Eא8

(2,1)אאאא21xK 
 

   للانتقال إلى حل أساسي مقبول آخر(pivot)عمل تحوير : الخطوة الثالثة
    

١ Jאא(loop)א
אאאFא
אאKE 

 

א21xאאאKא
(2,1)אאאא،

Fאא(2,1)EאK 
אאא(2,1) (2,2) (1,2) (1,1)− − −K

אאאא



٢٧٠  مقدمة في البرمجة الخطية

אאאKא(2,1) א0א،(2,2)
א1KKKאK 

 

אخلايا زوجيةא(even 

cells)אא خلايا فرديـة(odd 

cells)Kאאא(2,1)(1,2)
،א(2,2)(1,1)K

אW 
 

E O E O
(2,1) (2,2) (1,2) (1,1)− − −

 
    

  

٢ JEHFאאF
אאθE،F JEאא

FאאθKEא
אF١٦}٨Eאאאא( )*

אאאKאאK 
 

٣ Jאθאא
אאאאאFאאאא
אKEאאmin{13,15} 13θ = =K 

  

13אθ =אאאF
אאאאE،13θ =אא

אFאאאאKEא
F١٧}٨KE 



٢٧١  مسائل النقل والتوظيف

  
 ).٨,١٦(جدول 

13 15 6 8

1412115

10 8 7 9

20

30

40

15 322518

15 5

13 17

8 32

+ -

+-

*

 
  

  ).٨,١٧(جدول 

13 15 6 8

1412115

10 8 7 9

20

30

40

15 322518

2 18

13 17

8 32

 
 



٢٧٢  مقدمة في البرمجة الخطية

אF١٧}٨E،0א(2,2)
22אxאKالخلية الفردية  א

א. ذات أصغر عدد هي الخلية التي تحتوي على المتغير الخارج     
22xאאא

אW  
  

2 11 12 21 23 33 34: 2, 18, 13, 17, 8, 32bfs x x x x x x= = = = = =  
 

  تكرار الخطوتين الثانية والثالثة حتى نصل للحل الأمثل: الخطوة الرابعة
  

 

אאא2bfsאא،
אאKא
אאאW 

ij i j ijc u v c= + − 
  

א,i ju vK 
אF١٨}٨Eא×

K,i ju vאW 

i j iju v c+ =  
  

ijxKאא1 0u =،
2 38, 17v v= =KאאאF١٨}٨EK 

 
 



٢٧٣  مسائل النقل والتوظيف

  ).٨,١٨(جدول 

13 15 6 8

1412115

10 8 7 9

×

××

×

×

×

1 10v = 2 8v = 3 17v = 4 19v =

1 0u =

2 5u =−

3 11u =−

 
  

אij i j ijc u v c= + −א
אאK 

  
  ).٨,١٩(جدول 

13 15 6 8

1412115

10 8 7 9

×

××

×

×

×

1 10v = 2 8v = 3 17v = 4 19v =

1 0u =

2 5=−

3 11u =−

10* 10*

8− 0

14− 18−

u 

 



٢٧٤  مقدمة في البرمجة الخطية

13 14 10c c= =،،א13x
14x אאK13xאאאKא

אאא(1,3)،
אKאא

(1,3) (1,1) (2,1) (2,3)− − −،EHFאא
(1,3), (2,1)،F JEאא (1,1), (2,3)،

אF٢٠}٨KE  
  

  ).٨,٢٠(جدول 

13 15 6 8

1412115

10 8 7 9

20

30

40

15 322518

2 18

13 17

8 32

+

+-

-

 
אθאW 

min{2,17} 2θ = = 
2אθ =אאאא 2θ =

אאאKאF٢١}٨KE 
 



٢٧٥  مسائل النقل والتوظيف

 .)٨,٢١(جدول 

13 15 6 8

1412115

10 8 7 9

20

30

40

15 322518

218

15 15

8 32

 
11xאאאאW 

3 12 13 21 23 33 34: 18, 2, 15, 15, 8, 32bfs x x x x x x= = = = = =K 
  

  ).٨,٢٢(جدول      

   

13 15 6 8

1412115

10 8 7 9

×

××

×

×

×

1 0v = 2 8v = 3 7v = 4 9v =

1 0u =

2 5u =

3 1u = −

            
  



٢٧٦  مقدمة في البرمجة الخطية

,i ju v،×
אF٢٢}٨E،אאi j iju v c+ =

אK 
  

אאאאאאW 
ij i j ijc u v c= + − 

  
ijcא( , )i jאא

×אF٢٣}٨KE 
 

  ).٨,٢٣(جدول 

13 15 6 8

1412115

10 8 7 9

×

××

×

×

×

1 0v = 2 8v = 3 7v = 4 9v =

1 0u =

2 5u =

3 1u = −

10− 0

2 * 0

14− 8−

 
  

22cא22x
אאK 



٢٧٧  مسائل النقل والتوظيف

אאא،אא(2,2)א
א،אאאKאא

אW 
(2,2) (2,3) (1,3) (1,2)− − − 

  

  

EHFאא(2,2), (1,3)،F JEא
(1,2)א, (2,3)א،F٢٤}٨KE 

 

  ).٨,٢٤(جدول 

13 15 6 8

1412115

10 8 7 9

20

30

40

15 322518

218

15 15

8 32

*
+

+-

-

 
א،אאθאW 

min{15,18} 15θ = = 
  

א15θ =،אאאא15θ =
אאאKאF٢٥}٨KE 

 



٢٧٨  مقدمة في البرمجة الخطية

  ).٨,٢٥(جدول 

13 15 6 8

1412115

10 8 7 9

20

30

40

15 322518

173

15 15

8 32

 
 

23xאאאאW  

4 12 13 21 22 33 34: 3, 17, 15, 15, 8, 32bfs x x x x x x= = = = = =  
  

  ).٨,٢٦(جدول      

13 15 6 8

1412115

10 8 7 9

×

××

×

×

×

1 2v = 2 8v = 3 7v = 4 9v =

1 0u =

2 3u =

3 1u = −

              
 

,i ju v،×
אF٢٦}٨E،אאi j iju v c+ ؛=

אK 



٢٧٩  مسائل النقل والتوظيف

  

אאאאאאW 
ij i j ijc u v c= + − 

ijcא( , )i jא
F٢٧}٨KE 

  

  

  ).٨,٢٧(جدول 

13 15 6 8

1412115

10 8 7 9

×

××

×

×

×

1 2v = 2 8v = 3 7v = 4 9v =

1 0u =

2 3u =

3 1u = −

8− 0

2− 2−

12− 8−

 
 

0ijc ≤،אאאאאא4אbfs
zW 

8(3) 7(17) 5(15) 11(15) 6(8) 8(32) 687z = + + + + + = 
אא14 0c =،אK

،א14xאאK
אא(1,4)א

א،W 
(1,4) (3,4) (3,3) (1,3)− − − 



٢٨٠  مقدمة في البرمجة الخطية

  ).٨,٢٨(جدول 

13 15 6 8

1412115

10 8 7 9

20

30

40

15 322518

173

15 15

8 32

+-

+ -

*

 
  

،אאאאθ،
אW 

min{17,32} 17θ = = 
17אθ =אאאא،17θ =

אאאKאF٢٩}٨E 
 

13 15 6 8

1412115

10 8 7 9

20

30

40

15 322518

3

15 15

25 15

17

 

 ).٨,٢٩(جدول
 



٢٨١  مسائل النقل والتوظيف
  

אF٢٩}٨Eאאא،W 
5 12 14 21 22 33 34: 3, 17, 15, 15, 25, 15bfs x x x x x x= = = = = = 

  

אאא5אbfsאאא،
אאאא4bfs687K 

8(3) 9(17) 5(15) 11(15) 6(25) 8(15) 687z = + + + + + = 
  
  

אא4bfsאF٣}٨KE 
  

  حظةملا
 אאאאא4،

אא6אK 
 

١المحطة 

٢المحطة 

٣المحطة 

٤المدينة 

٣المدينة 

٢المدينة 

١المدينة 

1 20s =

1 40s =

2 30s =

1 15d =

2 18d =

4 32d =

3 25d =

12 3x =

13 17x =

21 15x =

22 15x =

33 8x =

34 32x =

11 0x =

14 0x =

23 0x =

24 0x =

31 0x =

32 0x =

 
  ).٨,٣(شكل 

  



٢٨٢  مقدمة في البرمجة الخطية

  التوظيفمسائل ) ٨,٢( 
   Assignment Problems 

 

 אאF٣}١}٨Eאא
א،א

אא،אK 
  

 אאאאא،
אאאאW 

 

   )٨,٥(مثال 
  

א٤٤Kאא
אK 

  

אF٣٠}٨Eאאא
אK 

 

  ).٨,٣٠(جدول 

  ١א ٢א  ٣א  ٤א  
١א 3 11  6 9 

٢א 7 6 12 4 

٣א 14 2 6 3 

4 8 2 7  ٤א 
  

  

אאאאאK 



٢٨٣  مسائل النقل والتوظيف

   الحل
אאאאKא

אאאijx, 1, 2,3, 4i j =א،W 
  

אאij ,    : 1ijx =  

אאij ,  : 0ijx =  

אאW 
11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

min 3 11 6 9
7 6 12 4
14 2 6 3
7 2 8 4

z x x x x
x x x x
x x x x

x x x x

= + + +
+ + + +
+ + + +
+ + + +

  

  

FאE    

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

s. t.         1
1
1
1

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

+ + + =
+ + + =
+ + + =
+ + + =

 

 

FאE    

11 21 31 41

12 22 32 42

13 23 33 43

14 24 34 44

1
1
1
1

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

+ + + =
+ + + =
+ + + =
+ + + =

 

  
0, ( , 1: 4)ijx i j≥ =  

  

אאאא،
אאK 

   



٢٨٤  مقدمة في البرمجة الخطية

אאאא
אאאK

אאא1K 
 אאאאא(The Hungarian 

Method)אאאK 
 

  الطريقة الهنغارية) ٨,٢,١(
The Hungarian Method 

  

אאאא"min"
אKאאאא

אאW 
 

)٨,٦(مثال  
 

אאאאF٥}٨KEאא
،אאF٣١}٨E،

אא،אאאא
אאK 

 

  ).٨,٣١(جدول       

3 11 6 9

7 6 12 4

14 2 6 3

7 2 8 4
 



٢٨٥  مسائل النقل والتوظيف

  
  الخطوة الأولى

אאאijcאא،
،אאאאF٣٢}٨KE 

 
  

  ).٨,٣٢(جدول 

3 11 6 9

7 6 12 4

14 2 6 3

7 2 8 4

3

4

2

2 
  

אאאאKא
אא3אאאא،

א4א،אאKKKא
א،אאאאF٣٣}٨KE 

  

  ).٨,٣٣(جدول       

0 8 3 6

3 2 8 0

12 0 4 1

5 0 6 2
 

  
  



٢٨٦  مقدمة في البرمجة الخطية

  الخطوة الثانية
אאאא

א،אF٣٤}٨KE 
 

  ).٨,٣٤(جدول       

0 8 3 6

3 2 8 0

12 0 4 1

5 0 6 2

0 0 3 0 
אאאאKא

א3א،אאF٣٥}٨E 
 

  ).٨,٣٥(جدول       

0 8 0 6

3 2 5 0

12 0 1 1

5 0 3 2
 

  

   الخطوة الثالثة
 أقل عددאאאא

אאאF٣٥}٨KEאא4Fm



٢٨٧  مسائل النقل والتوظيف

אאE،אא4
אא

אKא4،אא
אאאK 

  

אאא،
אאאF٣٧}٨EK

אF٣٦}٨EK 
  

  ).٨,٣٦(جدول       

0 8 0 6

3 2 5 0

12 0 1 1

5 0 3 2
 

  

الخطوة الرابعة 
אאאאא

،אאאאאא
אאאאאK 

  

אF٣٦}٨Eא1،1
א68א،1 אאאא،

אF٣٧}٨KE 



٢٨٨  مقدمة في البرمجة الخطية

  ).٨,٣٧(جدول  

0 9 0 7

2 2 4 0

11 0 0 1

4 0 2 2
 

  

אאKא
F٣٧}٨Eאאא4

אF٣٨}٨KE 
 

  ).٨,٣٨(جدول 

0 9 0 7

2 2 4 0

11 0 0 1

4 0 2 2
 

  

אא4 
Kאאא 

  

א(1,1) (2,4) (3,3) (4,2)− − −،א
11א 24 33 42 1x x x x= = = =،אz

3 4 6 2 15+ + + =K 



٢٨٩  مسائل النقل والتوظيف

  

אאאא
אKאאKא

אK   



٢٩٠  مقدمة في البرمجة الخطية

   الثامنالفصلتمارين 
  

F١}٨E،30
אKאאא،40

אאא50א
F٣٩}٨EאאאאK 

 

 ).٨,٣٩(جدول 
        

 ٣الزبون  ٢الزبون  ١الزبون   
 4  8 7  ١ المخزن

  4 6 5  ٢ المخزن
  

א،א
אK 

 

F٢}٨Eאא4א،
4KאF٤٠}٨Eאא

אאK 
  

אאא
א،K 

 
 



٢٩١  مسائل النقل والتوظيف

 
  ).٨,٤٠(جدول 

  ٤المهمة   ٣المهمة   ٢المهمة  ١المهمة   
 12 8  5 12  ١الموظف 

 4 14 8 7  ٢الموظف 

 6 9 6 10  ٣الموظف 

 4 13 5 3  ٤الموظف 

  
F٣}٨EאאW 

 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

41 42 43

11 12 13

21 22 23

31 32 33

41 42 43

11 21 31 41

12 22 32 42

13 23 33 43

min 3 6 4
5 7 9
2 10 6
11 4

s. t.         10
12
11
14

20
10
17

0, ( 1: 4;ij

z x x x
x x x
x x x
x x x

x x x
x x x
x x x
x x x

x x x x
x x x x
x x x x

x i

j

= + +
+ +
+ +
+ +

+ + ≤

+ + ≤
+ + ≤
+ + ≤

+ + + ≥
+ + + ≥
+ + + ≥

≥ =

1: 3)=
  



٢٩٢  مقدمة في البرمجة الخطية

F٤}٨EאW 
   

11 12 13

21 22 23

11 12 13

21 22 23

11 21

12 22

13 23

min 3 6 4
5 7 9

s. t.         10
12

6
8
8

0, ( 1: 2, 1: 3)ij

z x x x
x x x

x x x
x x x
x x
x x
x x

x i j

= + +

+ +
+ + ≤
+ + ≤

+ ≥
+ ≥
+ ≥

≥ = =

  

 
F٥}٨E١ JאאW

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

11 21 31

12 22 32

13 23 33

14 24 34

min 2 4 6 5
3 11 12
6 5 3 7

s. t.         8
10
20

5
7
9
17

0, ( 1: 3, 1:ij

z x x x x
x x x x
x x x x

x x x x
x x x x
x x x x

x x x
x x x
x x x
x x x

x i j

= + + +

+ + +
+ + +

+ + + ≤
+ + + ≤

+ + + ≤

+ + ≥
+ + ≥

+ + ≥
+ + ≥

≥ = = 4)

  

٢ J؟א 



٢٩٣  مسائل النقل والتوظيف

 
F٦}٨E،אאאW 

                                            
  

11 12 13 14 15

21 22 23 24 25

31 32 33 34 35

41 42 43 44 45

51 52 53 54 55

11 12 13 14 15

21 22 23 24 25

31 32 33 34 35

min 4 6 7 2 3
2 5 4 4
5 9 2 5 7
4 6 2 9

3 6 7 2

s. t.         1
1
1

z x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

x x x x x

x x x x x
x x x x x
x x x x x
x

= + + + +

+ + + +
+ + + +

+ + + +

+ + + +

+ + + + =
+ + + + =

+ + + + =

41 42 43 44 45

51 52 53 54 55

11 21 31 41 51

12 22 32 42 52

13 23 33 43 53

14 24 34 44 54

15 25 35 45 55

1
1

1
1
1
1
1

0, ( , 1:5)ij

x x x x
x x x x x

x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

x i j

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =
+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

≥ =

  



٢٩٤  مقدمة في البرمجة الخطية

F٧}٨Eאאא،W 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

min 3 5 8 6
6 4 9
4 6 11 2

4 5 6

z x x x x
x x x x
x x x x

x x x x

= + + +
+ + +
+ + +
+ + +

 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

s. t.         1
1
1
1

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

+ + + =
+ + + =
+ + + =
+ + + =

 

11 21 31 41

12 22 32 42

13 23 33 43

14 24 34 44

1
1
1
1

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

+ + + =
+ + + =
+ + + =
+ + + =

 

0, ( , 1: 4)ijx i j≥ = 
 
 



٢٩٥ 

אא  

 
 א 

 Networks Problems 
    

  تعاريف أساسية •

 مسألة المسار الأقصر •

 مسألة التدفق الأعظم •

 
אאאאKא

אאא،א
אאK 

אאאאא
،אאאא

אK 
  

  تعاريف أساسية) ٩,١(
Essential Definitions 

 

  א،
אאאאא

אאאאאאK 



٢٩٦  مقدمة في البرمجة الخطية

  

 א(vertices)
Fא(nodes)E(arcs)Kאא

V،A،W  
    

  Arcالضلع  ):  ٩,١(تعريف

אאאאא،
אאK 

 

אאא( , )i jאאא،i
אjKאiאא(initial vertex) אj

א(terminal vertex)K 
 

  )٩,١(مثال
אאאF١}٩Eאא،:  

{1,2,3,4,5}V = 
אW 

{(1,3), (2,1), (2,4), (3,5), (4,5), (5,3)}A =  
  

 

4

1

2

3

5  
  .)٩,١(شكل 

  



٢٩٧  مسائل الشبكات

אאF١}٩Eא،
אKאא1א3،

א3 א1Kאא
3 א 5K 
 

 א(chain)א،(path)K 
 

  Chain  السلسلة):  ٩,٢(تعريف

אאالسلسلة
אאK 

  

  Path  المسار):  ٩,٣(تعريف

אאאالمسار
אK 

 

אF١}٩Eאא،(2,1) (2,4) (4,5)− −،
אאKא(2,1) (1,3) (3,5)− −

אKאאאא2א5K 
 

  مسألة المسار الأقصر) ٩,٢(
Shortest Path Problem 

 

 אאא،א
א1אא،א

  



٢٩٨  مقدمة في البرمجة الخطية

אאא(shortest path problem)K،אאא
אא(Dijkstra's Algorithm)K 

  

طريقة دايجكسترا) ٩,٢,١( 
Dijkstra's Algorithm 

 

 אאא1
אKאאא

אאא،1א
אKאאא1 א0K
i1 אאאא

אiא1Kאא1
∞Kאאאj א

אאKאאjאk
jאאW 

١ JאאאkK 
٢ Jאאj +א( , )j kK 

  

אאא،אאK 
 

  )٩,٢(مثال
אאא1א

6Kא1א6،
אאKאF٢}٩Eאאאא



٢٩٩  مسائل الشبكات

אKאאאא6א
K 

 
4

1

2

3 5

6

2

2

5

3

1
4

4

1

3

 
  .)٩,٢(شكل

  الحل
אאא1 א0،

א1אF23Eאאא
א1א23Kא22

3א4Kא∞K 
  

אאאi
אאאiKאאאW 

  

[ ]0 2 4 ∞ ∞ ∞ 
  

*אאא
(permanent label)Kא1א،א

אW 
*0 2 4⎡ ⎤∞ ∞ ∞⎣ ⎦  



٣٠٠  مقدمة في البرمجة الخطية

אאאFאא
אEאW 

* *0 2 4⎡ ⎤∞ ∞ ∞⎣ ⎦  
א2אKאא

אאא3,4,5،א
אאW 

   

١ JאאK 
٢ Jא2אאאאאא2 א

אK 
אא3,4,5Kאא34א،

א2א2א(2,3)1Kאאא
3אW 

min{4,2 1} 3+ = 
4אא∞אאא،2

2א(2,4)3Kאאא4א
W 

min{ ,2 3} 5∞ + =  
אאא،5W 

min{ ,2 5} 7∞ + =  
אאW 

* *0 2 3 5 7⎡ ⎤∞⎣ ⎦  



٣٠١  مسائل الشبكات

א3 . 
* * *0 2 3 5 7⎡ ⎤∞⎣ ⎦  

א3،
אאא5אKא

5א7אאא،3 3 
(3,5)א 2Kאא5אW 

min{7,3 2} 5+ = 
אאW 

* * * *0 2 3 5 5⎡ ⎤∞⎣ ⎦ 
אא45א،4K

א4אא{5,6}Kא
5א4Kא6W 

min{ ,5 3} 8∞ + = 
אאW 

* * * * *0 2 3 5 5 8⎡ ⎤⎣ ⎦ 
אא5אא

6אא،6K 
min{8,5 1} 6+ = 

אאאW 
* * * * * *0 2 3 5 5 6⎡ ⎤⎣ ⎦ 

א1א6 6K 



٣٠٢  مقدمة في البرمجة الخطية

 א1א6
Kאא6

אאא،אאא
אא1K6א

א651א(5,6)Kא5אא
6K5אא،532

א(3,5)Kא3אא5K
א3א21א(2,3)Kא2א

א3Kא،1אא2،
א1א6א1 2 3 5 6− − − −.  

  
  
  

  

  مسألة التدفق الأعظم) ٩,٣( 
Maximum Flow Problem 

 

אאא(capacity) 
אאאאK،א

(source) (sink).א
אאאא(maximum flow problem) .א

،אא
(Ford-Fulkerson Method) אאאK    

  

   )٩,٣(مثال 
א

אsoאsi1,2,3,4אKאF٣}٩E،

  



٣٠٣  مسائل الشبكات

אאאijc א
אאאKא

K 
 

 

3

so

1

2 4

si

1

2

5

4

4
2

1

3
5

 
  .)٩,٣(شكل 

  

  الحل
אא0a אsiאsoא

F٤}٩KEאאאאא
אאא ضــلع اصــطناعي

(artificial arc)Kאאא،W 
אאא( , )i jאאא:ijx = 

 

 
3

so

1

2 4

si

1

4

5 5

4

2

2

1

3

0a 
  .)٩,٤(شكل 



٣٠٤  مقدمة في البرمجة الخطية

אאאאsiאאא
0xאא،0aאא

אאאKאא
א0xאא

ijcאאאא،iאא
אאFאאא0aKEאא

אW 
   

0

,1

,2

,3

13

14

24

3,

34

4,

0 ,1 ,3 ,2

,1 13 14

,2 24

,3 13 34 3,

14 24 34 4,

3, 4, 0

max
s.t. 1

4
5

4
5
2
3

2
1

0

so

so

so

si

si

so so so

so

so

so si

si

si si

ij

z x
x
x
x
x
x
x
x
x
x

x x x x
x x x
x x
x x x x
x x x x
x x x

x

=
≤

≤

≤

≤
≤
≤
≤

≤
≤

= + +

= +

=

+ = +

+ + =

+ =

≥

 

  



٣٠٥  مسائل الشبكات

אאאא
K 

 
  طريقة فورد فولكرسون) ٩,٣,١( 

Ford-Fulkerson Method 
 

 אsoאsi
אFא

Eאא،K
،אאא

،KKKאK
אK 

 

   )٩,٤(مثال 
אאF٣}٩EאK 

  

   الحل
אF٣}٩Eא0aאאK

( , )i j אאאא( )ijx ijc
אא( , )i jKאא

0אKאאאאF٥}٩E
K 

 
 



٣٠٦  مقدمة في البرمجة الخطية

 
3

si

1

2 4

so

)0(1

)0(4

)0(5 )0(5

)0(4

)0(2

)0(2

)0(1

)0(3

0
(0)a 

  .)٩,٥(شكل 
  

אאאאא( , )i k
אאKאאאiא

א،אא0אaא
אאא0אaKא0a 

אאא؛א
אא0aK 

אאא
אCWאميـة الأضـلاع الأما א(forward arcs)،

אאالأضلاع العكسية(backward arcs)KאאCא
אאאאאsoאא،K

אאאאאאאsi،
אKאאא

( , 2) (2,4) (3,4) (3, )so si− − −אאא،
(3, 4)K 



٣٠٧  مسائل الشبكات

אאאא
אאW 

١- אאאK 
٢- אאאאK 

  

אא
KאאאK 

 אאא
אאKאאאאא

ij ijc x−אאאא،ijxKא
אθאאאאC

אאij ijc x−אא،ijxאאK 
( ,1) (1,3) (3, )so si− −א،

אא
min{1,4,3} 1=Kאאא

1ijx =אאKא( ,1)so
،אאאאא،אא

אא
Kא،

אאאאK
0aאKאF٦}٩EאK 

  
  



٣٠٨  مقدمة في البرمجة الخطية

 
3

so

1

2 4

si

)1(1

)1(4

)0(5 )0(5

)0(4

)0(2

)0(2

)0(1

)1(3

0
(1)a 

  ).٩,٦(شكل 
  

אאאא،א
אאאא

אאKאא( ,3) (3, )so si−،
אא

אmin{5,3 1} 2− =Kא
2אא( ,3)so،1+2(3, )siK

3)א, )siאאא
אK0aאF٧}٩KE 

 

 
3
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