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  تأليـف

  إبراهيم بن صالح العليان.د
  الأستاذ المساعد بقسم الرياضيات بكلية العلوم
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  م٢٠٠٧ /هـ ١٤٢٨جامعة الملك سعود،      ح  

 
  فهرسة مكتبة الملك فهد الوطنية أثناء النشر

   
  
  
  
  
  
  
  
  

 
 

 אאW٠٠٠٠٠٠٠٠ 
 W٠–٠٠٠–٠٠ J٩٩٦٠ 

  
،אא،אא

א ،א   א א     
 אאא  א١٤٢٧١١L١٤٢٨א   

٢L١L١٤٢٨אא٢١L١L٢٠٠٧K 
 

  
  
  
  

 
  

  
  هـ١٤٢٨النشر العلمي والمطابع 
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אא،אאאאא
אאאא
אא

אאK 
אאאאא

אK 
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،אאא،אא

،W 
 אאאא

F٤٥٦Eאאא١٤٢٥
١٤٢٧Kאא
Kאא،

אאאאא
אK 

 אאאאאא
א،אאאאא
אאאאאאא

אKאאאאאאK
אא،א١٩٤٧א

אאא،אאא
אאKאא

אאאאKאא
אא،אאאאאא

אK 



  مقدمة في البرمجة الخطية

  

ح 

 אאאאאא
אאאKאאK

אאאאK
אא،אא

אאאKאא
אאאKאאא

א؛אא
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  هـ...................................................................... إهداء
  ز........................................................................ مقدمة

  
  البرمجة الخطية تعاريف وأمثلة:  الأولالفصل

  ١............................................................. لمحة تاريخية) ١,١(
  ٤................................................... تعريف البرمجة الخطية) ١,٢(
  ٧................................مسائل يمكن حلها باستخدام البرمجة الخطية) ١,٣(
  ٨............................................. صياغة مسائل البرمجة الخطية) ١,٤(

  ١٣............................................ مسألة الإنتاج) ١,٤,١(          
  ١٥............................................. مسألة التغذية) ١,٤,٢(          

  ١٩.....................................................  الأولالفصل     تمارين 
  

  حل مسائل البرمجة الخطية باستخدام الرسم: ثاني الالفصل
  ٢٤.................................................... أساسيات هندسية) ٢,١(

  ٢٤............................................ اموعة المحدبة) ٢,١,١(         
  ٢٦.............................. المستوى الفوقي واسم المضلع) ٢,١,٢(        
  ٣٠............................................... النقاط الحدية) ٢,١,٣(        

  ٣٢............................................. منطقة الحل والحل الأمثل) ٢,٢(
  ٣٤............................................... )Ω( رسم منطقة الحل) ٢,٣(
  ٣٨............................. باستخدام الرسم  مسائل البرمجة الخطيةحل) ٢,٤(



 مقدمة في البرمجة الخطية
  
ل 

  ٤٦....................................................... حالات خاصة) ٢,٥(
  ٤٦...................................... وجود أكثر من حل) ٢,٥,١(           
  ٤٩........................................ عدم إمكانية الحل) ٢,٥,٢(           
  ٥٠.................................  الحلةالمسائل غير محدود) ٢,٥,٣(           

  ٥٥...................................................... الثاني الفصل     تمارين 
  

  طريقة السمبلكس:  الثالثالفصل
  ٦٤...................................................... الصيغة القياسية) ٣,١(

  ٦٥.............. إلى معادلات " ≥"تحويل المتراجحات من النوع ) ٣,١,١(        
  ٦٦.............. إلى معادلات"  ≤"تحويل المتراجحات من النوع ) ٣,١,٢(        
  ٦٦....... خطوات تحويل مسألة البرمجة الخطية إلى الصيغة القياسية) ٣,١,٣(        

  ٦٩....................................  الأساسية والحل الأساسيالمتغيرات) ٣,٢(
  ٧٦.................................................... طريقة السمبلكس) ٣,٣(

  ٩٧.................................................... لث الثاالفصل     تمارين 
  

  حالات خاصة في طريقة السمبلكس:   الرابعالفصل
  ١٠٤................................................ وجود أكثر من حل) ٤,١(
  ١٠٧............................................ المسائل غير محدودة الحل) ٤,٢(
  ١١١.................................................... الحل غير المنتظم) ٤,٣(
  ١١٩...................................................  الكبيرةMطريقة ) ٤,٤(
  ١٢٨.................................................... طريقة المرحلتين) ٤,٥(

  ١٣٨................................................... لرابع االفصل     تمارين 
  



  المحتويات

  

م 

  طريقة السمبلكس المعدلة:  الخامسالفصل
  ١٤٦................................................. بعض الصيغ المهمة) ٥,١(
  ١٥٥........................................... لمعدلةطريقة السمبلكس ا) ٥,٢(

  ١٦٦................................................. الخامس الفصل     تمارين 
  

  تحليل الحساسية:  السادسالفصل
  ١٧٠............................................... أهمية تحليل الحساسية) ٦,١(
  ١٧٢.................................... تحليل الحساسية باستخدام الرسم) ٦,٢(

  ١٧٧............ تحليل تغير معاملات دالة الهدف على الحل الأمثل) ٦,٢,١(       
  ١٨١................... تحليل تغير الطرف الأيمن على الحل الأمثل) ٦,٢,٢(       

  ١٨٥............................ طريقة السمبلكس باستخدام المصفوفات)  ٦,٣(
  ١٩٢................................ تحليل الحساسية باستخدام المصفوفات) ٦,٤(

  ١٩٥................ تغير معاملات دالة الهدف لمتغير غير أساسي) ٦,٤,١(         
  ١٩٩................... تغير معاملات دالة الهدف لمتغير أساسي) ٦,٤,٢(         
  ٢٠١............................. تغير الطرف الأيمن من القيود) ٦,٤,٣(         

  ٢٠٥................................................. لسادس االفصل     تمارين 
  

  الثنائية: بع الساالفصل
  ٢١٢.................................................  المسألة المرافقةإيجاد) ٧,١(

  ٢١٣.........................  المسألة المرافقة لمسألة طبيعيةإيجاد) ٧,١,١(         
  ٢١٧.....................  المسألة المرافقة لمسألة غير طبيعيةإيجاد )٧,١,٢(         

  ٢٢١.......................................  لمسألة الثنائيةالاقتصاديالمعنى ) ٧,٢(



 مقدمة في البرمجة الخطية
  
ن 

  ٢٢٣............................................ النظرية الأساسية للثنائية) ٧,٣(
  ٢٢٤................................... الصيغة الثنائية الضعيفة) ٧,٣,١(         
  ٢٢٨............................................ نظرية الثنائية) ٧,٣,٢(         
  ٢٣٥....................................  المكملةمتتممةنظرية ) ٧,٣,٣(         

  ٢٣٨..................................................  السابعالفصل     تمارين 
  

  مسائل النقل والتوظيف:  الثامنالفصل
  ٢٤٣.......................................................مسائل النقل ) ٨,١(

  ٢٥١....................  حل أساسي مقبول لمسألة النقلإيجاد) ٨,١,١(           
  ٢٥٤............................. طريقة الركن الشمالي الغربي) ٨,١,٢(          
  ٢٥٩...................... طريقة السمبلكس لحل مسألة النقل) ٨,١,٣(          

  ٢٨٢.................................................... مسائل التوظيف) ٨,٢(
  ٢٨٤................................................. يةالطريقة الهنغار) ٨,٢,١(

  ٢٩٠................................................... الثامن الفصل     تمارين 
  

  مسائل الشبكات:  التاسعالفصل
  ٢٩٥.................................................... تعاريف أساسية) ٩,١(
  ٢٩٧................................................ مسألة المسار الأقصر) ٩,٢(

  ٢٩٨....................................... طريقة دايجكسترا) ٩,٢,١(          
  ٣٠٢............................................... مسألة التدفق الأعظم) ٩,٣(

  ٣٠٥................................... فورد فولكرسونطريقة ) ٩,٣,١(        
  ٣١٤.................................................. سع التاالفصل     تمارين 

  



  المحتويات

  

س 

  ٣١٧................................................................... المراجع
  ٣١٩....................................................... كشاف الموضوعات
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אא  
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Linear Programming: Definitions and Examples 
 

  لمحة تاريخية •

   تعريف البرمجة الخطية •

  البرمجة الخطيةمسائل يمكن حلها باستخدام  •

  صياغة مسائل البرمجة الخطية •
 

אאאאא
אאאאK
א،Kאאא،א

אאאאK 
 

  لمحة تاريخية) ١,١( 
Historical Sight 

  

 אא
FLinearProgrammingEא
FOperations ResearchEאאאאאאK 



٢   الخطية البرمجةمقدمة في 

 א،א
א١٨٨٥א،אאא

אאKאאא،
אאאF١٩٤٥-١٩٣٩EKאאא

אא،אאאאא
Kאא
אאK 

 אא،א
אאאאKאא
אאאא

אאאאאאK
Wאא،א،K 

 אאאא
אאאא،אא،א

אKאאאאאK
אאאאאא?

אK? 
 אא،אאא

אאאאאאאאא
אKאאאא

אאאאK 
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 אא
אFMathematical ProgrammingEאW

FLinear ProgrammingEFNonlinear ProgrammingEKא
אאאאK 

 אאFLPEאאאא
אאK١٩٣٥،

אאאאאK
אאאאאKאא

אאאא،א
،אאאאאאאאא

אאKא،א
אאאא،אא

אאא،١٩٤٧
אאFDantzigEK 

،אאאאא
אאKאאא

אאאאאאא
א،אאאאא

אאאאKאא
אאאאאK

אאאאK 
  



٤   الخطية البرمجةمقدمة في 

  تعريف البرمجة الخطية) ١,٢(
Definition of Linear Programming 

 

אאאאאאFoptimization 

problemsEאא
אFאאאאKKKEK 

אאאאאא
אאFobjective functionE

FconstraintsEאאFvariablesEאא
אאK 

אאאאאאאא
א؛אאא

،Kאאא
Kאאאא

אK،אאא
אאאK 

 

Linear Functionالدالة الخطية  ):  ١,١( تعريف 

אא: nf →R RخطيةאאאW 
١K( ) ( ) ( ) , nf f f+ = + ∀ ∈x y x y x y R 
٢K( ) ( ) ,nf fα α α= ∀ ∈ ∈x x x R R 

אא1( ,..., )nf x xאא
1 2, ,..., nc c c ∈W 

 1 1 1 2 2( ,..., ) ...n n nf x x c x c x c x= + + + 
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אאאf،b ∈א1( ,..., )nf x x b=
Flinear equalityE،א1( ,..., )nf x x b≥

F1( ,..., )nf x x b≤EאFlinear inequalityEK 
אFmathematical programming 

problemEאאאאאK 
 

  )١,١(مثال 
אאW 

 
1 2

1 2

1 2

1 2

Maximize 2 3
subject to   6

2 3 4
, 0,

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

 

אאא1 22 3z x x= +  دالـة
ــدف ،אאאאאFobjective functionEاله

אא1 2 6x x+ ≤1 22 3 4x x+ ≤אFconstraintsEא
1א 2, 0x x ≥ אFsign restrictionEKאא
אאK 

 

אאא،א
ix،،אאא  غـير

אx  אFunrestricted in signEKمحدد الإشارة
xאW' ''x x x= −' '', 0x x ≥K 

،אאאאK 

  



٦   الخطية البرمجةمقدمة في 

Linear Programming Problemالبرمجة الخطية  ة مسأل): ١,٢( تعريف 

EאFאאمسألة البرمجة الخطية  
אאאK

אK
 

F٢}١Eאא،F١}١EK
אאאאאא

nאאmאאW 

 

1 1 2 2

11 1 12 2 1 1

1 1 2 2

1 2

max ...
s.t.    ...

...
, ,..., 0

n n

n n

m m mn n m

n

z c x c x c x
a x a x a x b

a x a x a x b
x x x

= + + +
+ + + ≤

+ + + ≤
≥

 

, ,ij i ja b c ∈1,..., ; 1,...,i m j n= =K
אאW 

 
max
s.t.   

Tz
A
=
≤
≥

c x
x b
x 0

 

, n∈c x R،m∈b R،Aאm n×K
אא"min"

"max"،א1 1 ...i in n ia x a x b+ + ≥
1 1 ...i in n ia x a x b+ + =K 

 
 



٧  أمثلةتعاريف و: البرمجة الخطية

 الخطيةمسائل يمكن حلها باستخدام البرمجة ) ١,٣(
Problem situations to which LP Methods Apply 

 

אאאאאאאK
אאKאאא

א
،אK 

 

  A Product-Mix Problem مسألة الإنتاج  -١
אאאא

אאKאאא
Fmaximum profitsEK 

 
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א٤٠٠Kא
אאKאK 

 

  الحل
אאאאאאKא

אאאאאKא،א



١٠   الخطية البرمجةمقدمة في 

אאאא٢٠؛א
אאא٢٥K 

אאWאאא،אא
אKאאKאא

אאא،אא
אאKאא

אאאאאאאK 
אאאאאא

אאאKאאאאא
K 

אאא
؛אאא،אא

אאאאאK 
  

   Decision Variablesات القرار متغير
אאאאא

KאאאאאKاا دقيقً وصفً
אא؛

אאא1 2,x xW 
אא1 :  x = 

אא2 :  x = 
  



١١  أمثلةتعاريف و: البرمجة الخطية

  ملاحظة
،אאא1xאא؛

1xאאאאאK  
  

  Objective Functionدالة الهدف 
،אאאאK

אאאאzאאFtotal profitEא
אאאKאאא

٢٠אא،1xאא
א120אx،אאא225xKא

אאאא
،אאאאאא

אW 
?אאא?1 2: 20 25z x x= + 

א،אאאא
אאאKאW 

1 2max : 20 25z x x= +  
  

  Constraintsالقيود 
אאאאאא

Wאאא،אאאK 
 

 



١٢   الخطية البرمجةمقدمة في 

ثمن الورق: لالقيد الأو 
אא٢٠٠K

אא٣א،אאא
13אxKאא24x؛

אא٤אKאאא
1 23 4x x+Kאאאא

א؛אאאאW 
 

?אא?1 23 4 200x x+ ≤ 
 

  ثمن الحبر: القيد الثاني
אאאא

٤٠٠Kאאא
אא؛אאאאאאא

18xאאא210xKאאא
W 

?אא?1 28 10 400x x+ ≤ 
 

א،W 
 

 1 2, 0x x ≥ 
 

  A Formal Statement of the Modelالصيغة النهائية 
אאאאא

אא،אW 



١٣  أمثلةتعاريف و: البرمجة الخطية

  

?אא?1 2max : 20 25z x x= + 
 

אא1 :  x = 
אא2 :  x = 
Subject to              

?אא?1 23 4 200x x+ ≤ 
?אא?1 28 10 400x x+ ≤ 

                                           1 2, 0x x ≥  
 

W 
1 2

1 2

1 2

1 2

max : 20 25
s. t. 3 4 200

8 10 400
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

 

  

 

אאאאאאא
אK   

  
  مسألة الإنتاج) ١,٤,١(

Production Problem 
  

،אאאn א،א
mאKאא،

אאKאKא
אK 

  



١٤   الخطية البرمجةمقدمة في 

  )١,٣( مثال
אא،א

٤א٥אאא٦
٣אKאאא

אאא،א٧٨
אאא١٢٠١٠٠

א،אאK 
 

  الحل  
אאאאK

א"max"Kאאא
אאאW 

 

אאאא1 :x = 
אאאא2 :x = 

 

אאאאאאKא
א17xאא28xאאK

אאאW 
 

?אאאא?1 2: 7 8z x x= + 
 

אאאאאא
אKאא،א٤

א،א٦Kאאא



١٥  أمثلةتعاريف و: البرمجة الخطية

א1 24 6x x+Kאא
120،אאאא  

?א?1 24 6 120x x+ ≤ 
 

אא،א٥
אא،٣אאKאאא

1 25 3x x+Kאא100،אאא
אW 

 

?אאא?1 25 3 100x x+ ≤ 
 

אאא،W 
1 2, 0x x ≥ 

 

אאW 
1 2

1 2

1 2

1 2

max 7 8
s.t      4 6 120

5 3 100
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

 

  
  
  
  
  

  مسألة التغذية) ١,٤,٢(
Diet Problem 

  

،אאאאא
n ،אא



١٦   الخطية البرمجةمقدمة في 

FmאאE،אK
אאאW  

  

  )١,٤(مثال 
אאאא

A, C, Dאאא
،،Kאאא،

אF١}١Eאאא١،
אאא،אאא
אK  

  

  ).١,١(جدول 

  الفيتامين   كجم1كمية الفيتامين في 
  تمر موز تفاح

A 5  2 10 30 
C 3  6 2 35 
D 5  7 9 20 

   8 4 5 تكلفةالكيلو
 

אא
؟אאאK 

 

الحل 
אאאאא،

אאאאKאאאאא

 توفرها الواجب الفيتامين كمية
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؛אאא"min"Kאא
אאאאאW  

אא1 :x = 
אא2 :x = 

אא3 :x =  
 

אאאא،
א15xא،24x،א

38xKאאאW 
 1 2 3: 5 4 8z x x x= + + 

אאאA٣٠אא،
אאא15xא22xא310x،

אAW 
 1 2 35 2 10 30x x x+ + ≥ 

 

אCW 
 1 2 33 6 2 35x x x+ + ≥ 

  

אאDאW 
 1 2 35 7 9 20x x x+ + ≥ 

 

אאא،Wא 
 1 2 3, , 0x x x ≥ 

אאW 
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3
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min 5 4 8
s.t      5 2 10 30

3 6 2 35
5 7 9 20

, , 0

z x x x
x x x
x x x
x x x

x x x

= + +
+ + ≥
+ + ≥
+ + ≥

≥

 

 

 

אאאאאא
KאאFthe transportation problemE

אFthe assignment problemEKא
אאאאK 
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 

 الأولفصلتمارين ال 
F١}١EאאאKאK 

 

١ J 

2
1 2

1 2

1 2

1 2

max 2
s.t.      2

4 3
, 0.
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= +
+ ≤
+ ≤
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 

 
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2
1 2

1 2

1 2

max 2

s.t.      cos 2
4sin 3
, 0.

z x x
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x x
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= +

+ ≤
+ ≤

≥

 

 

٣ J 
1 2

1 2

1 2

1 2

max 2

s.t.      2
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, 0.
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= +

+ ≤
+ ≤
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 

  

F٢}١E،אא٤٠
א٣٠אאKא،
،אאאF٢}١KE
אא٠٠٠}١٠٠א

٠٠٠}٢٠٠א٠٠٠}٣٠٠אKא
אאאאאK

אK 
  



٢٠   الخطية البرمجةمقدمة في 

  )١,٢(جدول 

  بترين  زيت  غازولين  
 0.1 0.3 0.2  زيت خفيف

 0.4 0.2 0.1  زيت ثقيل
 

F٣}١EאאW،،
Kא٣}٠א

،א٤}٠א
،א٢}٠אא

٤Kאא١٠،א١٢،א
٨א،٤٠٠Kא

١٥אKא
אאא،٤،

א٥א،٣Kא
K 

 

F٤}١E٣אאאK
אאאF٣}١KE 

 

  )١,٣(جدول 

  سعر البيع  تكلفة الإنتاج عدد الساعات سعر المواد الخام النوع
  70,000 50,000 20,00010 الأول
  80,000 66,000  15 30,000 الثاني
  120,000 90,000 20 55,000 الثالث

 
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אא٠٠٠}٠٠٠}١אאאא١٢٠
Kאאא

KFWאZא–אKE 
 

F٥}١Eא،אאK
א١٠٠אאא١}٠א،
٢٠٠אאא٢}٠אKאא

٩٠،א٢٠٠א،א
אא٣}٠אא٤}٠K

אאאK 
 

F٦}١EאאאאABK
אA٣אB٥K

א١٠אאאA٧א
אאBKא،אאא

١٠٠אKאA٤א،אאאB٦
אאאKאאאAB

אא
؟אאK 

 

F٧}١E١٢אא١٨אא
אK،אא

אאKאאאא



٢٢   الخطية البرمجةمقدمة في 

אאKאאאאא
٣אאאKא

אK 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



٢٣  

אא  
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Graphical Method for Solving LP 
    

  أساسيات هندسية •

 منطقة الحل والحل الأمثل •

  )Ω (رسم منطقة الحل •

  حل مسائل البرمجة الخطية باستخدام الرسم •

 حالات خاصة •
  

אאאא
Kאא،

אאאאא"max"،
אאאא"min"K 

אאאאאאאK
אא،אאאא

אאאאאאא
KאאאאאW 

 .تحديد منطقة الحل والتي تحقق جميع القيود - ١
 . منطقة الحلإيجاد الحل الأمثل من بين جميع النقاط الموجودة في - ٢



٢٤  مقدمة في البرمجة الخطية

אא؟
אא؟א؟ 

אאאאאאאא
א،אאאK

א،אאאא
אאאאאאאK 
   

 أساسيات هندسية) ٢,١(
Geometric Principles 

 
אאאאאא،

אאאאאאK
אאאאא

אאKא،אאאא
אאK 

 

  اموعة المحدبة) ٢,١,١(
Convex Set 

  

،א
א،אאאK 



٢٥  الخطية باستخدام الرسمحل مسائل البرمجة 
 

  Convex Setاموعة المحدبة  ):  ٢,١( تعريف
אSאאאW 

،אאאא
S،W 

( ) [ ], : 1 , 0,1α α α∀ ∈ − + ∈ ∀ ∈x y S x y S 
 

  אאאאK 
 

  )٢,١( مثال
א F١}٢Eא،FaE،FbE؛

S،אSKאFcE،
FdEKF؟אE 

  
  

  

(d)(c)(a) (b)

F٢,١(  
  

  ملاحظة

אאאאא, ∈x y S
[ , ]x yKאW 

( ) [ ][ , ] { | : 1 , 0,1 }.α α α= = − + ∈x y v v x y 
 

  

S



٢٦  مقدمة في البرمجة الخطية

אא
K 

 

  Convex Setاموعة المحدبة  ):  ٢,١( مبرهنة
 

א1 2, n⊂S S \،k ∈\א،
אW 

١ J 1 1{ : , }k ks s= = ∈S x x S 
٢ J 1 2 1 2 1 1 2 2{ : , , }s s s s+ = = + ∈ ∈S S x x S S 
٣ J 1 2S S∩ 

  

  البرهان
אאאאאF١}٢E،

K 
 

  المستوى الفوقي واسم المضلع) ٢,١,٢( 
Hyperplane and Polyhedron 

 
אאFhyperplaneEאאא،

אFlineEאא2\אFplaneEא
3א\K،אאאאא
אFlinear varietyEK 

 

  Linear Varietyالمتعدد الخطي ): ٢,٢( ريفتع

אnV ⊂ \متعددا ا خطيא1 2,v v V∈W 

1 2(1 ) ,v v Vλ λ λ+ − ∈ ∀ ∈\ 

  



٢٧  الخطية باستخدام الرسمحل مسائل البرمجة 

אאאאאא
אאאאאאא

אאאאKאא،3\،
אאאאW،א،א،אא

א3\K 
אאFdimensionEאV

dim( )VKא،אאK
אאאK

אאאא
אאFsubspaceEn\FLn\

א,L r∈ ∈m,n \r L+ ∈m nKEאא
אאאאK 

 

  Hyperplaneالمستوى الفوقي  ):  ٢,٣( تعريف
 المستوى الفوقيH nR1n −K

W 
dim( ) 1H n= − 

 
אאn\K

אאאאאאא،א
אK 

 
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)٢,٢( مبرهنة 
א0 n≠ ∈a \،c ∈\W 

: { : }n TH c= ∈ =x a x\ 
n\K 

  

  البرهان
1 2, H∈x x،1 2

T T c= =a x a x،1א 2( (1 ) )T cλ λ+ − =a x x
λ ∈\K1 2(1 ) Hλ λ+ − ∈x xλ ∈\K

HאKאאMאא
Hא1−x،W 

1 1{ : }.TM H c= − = − =x x x a x 
 

− 1y = x xא،MW 
{ : 0}n TM = ∈ =y a y\ 

 

אMn\אא
aKאW 

dim( ) 1M n= − 
 

dim( ) 1H n= −،Hn\K  
  

 )٢,٣( مبرهنة

אH0 n≠ ∈a \،c ∈\
 

{ : }n TH c= ∈ =x a x\ 
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  البرهان
  1 H∈x،MאאHא1−x

1M H= − xKאאdim( ) 1M n= −K≠a 0 
MKא{ : 0}n TM = ∈ =x a x\K1

Tc = a x،
2 H∈xא،2 1 M− ∈x x،2 1 0T T− =a x a x

א2
T c=a xK 

אH∈x،T c=a xKאW 
{ : } :n TH c K⊂ ∈ = =x a x\ 

 

H،אdim( ) 1H n= −אא،
dim( ) 1K n= −אH K=K  

  
  

אF٢}٢EF٣}٢Eאא،
אT c=a xKאאא

אאאאK 
  

 Closed Half Spacesنصف الفضاء المغلق  ):  ٢,٣( تعريف

0 ,n c≠ ∈ ∈a \ \،{ : }n TH c= ∈ =x a x\
،     نصف الفضاء المغلـق الموجـبH + والـسالبH −

W 
{ : }n TH c+ = ∈ ≥x a x\ 
{ : }n TH c− = ∈ ≤x a x\ 
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אא,H H+ −Hאא،
n\Kאאאאא

אאאK 
 

 Polytopeمتعدد السطوح  ): ٢,٤( تعريف

  متعدد الـسطوحאא
אK 

 

אאאFboundedE
אאW  

  

 Polyhedronاسم المضلع   ): ٢,٥( تعريف

אא
אאאKאאK

  
  النقاط الحدية) ٢,١,٣( 

Corner Points 
 

אא،אא
אא،א النقاط الحديـةFcorner pointsEK

אK 
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   Corner Pointsالنقاط الحدية ):  ٢,٦( تعريف

S،א∈s Sא
אW 

אSאsא،
sאאK 

  

א∈s SSאא،
1 2 ∈s ,s S،0 1α< <،1 2(1 )α α= + −s s sK  

  

  )٢,٢( مثال
אF٢}٢EFaEאA, B, C, Dא،F

FאאABאF
אאKFbEא،אאאK 

 

(a) (b)

A B

    CD

F

  
  )٢,٢(شكل 

  

  ملاحظة
nאאאא،

nאאK  

  



٣٢  مقدمة في البرمجة الخطية

 منطقة الحل والحل الأمثل) ٢,٢(
Feasible Region and Optimal Solution 

 

אאאא
אK
אK 

 

  )Feasible Region  Ω ( منطقة الحل): ٢,٧( تعريف

א( )Ωאאא
אאK 

  

  ملاحظة
א،אφΩ =K

אאK 
אאאא

אאKאא
K 

 
)٢,٣( مثال 

אאאW 
 
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 

 

אא(1,1)אא،؛א
אΩKא(3,4)،אאΩK 

 

 ،
אאאאאKאאالحـل الأمثـل  א

Foptimal solutionEKW 
 

  Optimal Solutionالحل الأمثل ):  ٢,٨( تعريف

אאאאאא
"max"אאאא

Kאא"min"،אא
אאאא

K 
  

  ملاحظة
אאKא

،Kאא
אאK 

  



٣٤  مقدمة في البرمجة الخطية

  )Ω(رسم منطقة الحل ) ٢,٣(
Plotting the Feasible Region 

  

אאKאא
אKא1 2( , )x x 

אאאאKאא
אאאK א

אאאK  
  

  )٢,٤( مثال
אאW 

  1 23 4 12x x+ ≤ 
1 2( , )x xאאאKאאא

1א 1 2: 3 4 12x x+ =L،אאK
אא2 0x =1 4x =א
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 حل مسائل البرمجة الخطية باستخدام الرسم) ٢,٤( 
Graphical Method for Solving LP 

  

אאא،
אאF

אא"max"אא"min"KE
אאאאאאא
zא،cz =cKאא مستقيم

مستقيم التكلفة"max"אאFisoprofit lineEالربح
Fisocost lineEאא"min"K 

א،אאאא
אאאאKאא

אאאKאא
אאKאא،

אאאאאא
אאאאKא

אאאK 
 

אאאאא
"max"،אאאאא

אK 
 

  ) ٢,٦( مثال
אאאאW 
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  الحل 
אאא1 0x ≥2 0x ≥،א

אאKאאאאW 
 

1 1 2

2 1 2

: 2 6
: 3
x x
x x
+ =
− =

L
L

 
  

א1L2LKא
אFאא1−א

2 1x =אא1 4x =KEאא
(4,1)אF٥}٢KE،אאא

(0,0)،(0,3)،(3,0)(4,1)K 
 

א،א
zאKאא(0,1)5z =Kאא

(0,1)א5z =Kאא5z =
אW 
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  )٢,٥(شكل 

  

1 23 5 5z x x= + =،א2 1
3 1

5
x x−

= +Kא

5z =3
5
−Kא1 23 5 cx x+ =א،

אאא
KאF٦}٢E،א5z =15z =K 

אאאאאאאK
א،א

אאאzFא
"max"E،אא؛א

אאאאzKא
אא1א 23 5z x x= +א1x2x؛



٤١  الخطية باستخدام الرسمحل مسائل البرمجة 

אאאאz
1א 23 5 5z x x= + =K 

1x

2x

5z =

15z =

 
  )٢,٦(شكل 

 

אF٧}٢Eא،z c=א
א(4,1)א،

אK 
 

1x

1L 2L

Ω

2x

5z =

10z =

17z =

 
  )٢,٧(شكل



٤٢  مقدمة في البرمجة الخطية

אz c=3
5
−א1L

1
2
−Kאz c=א1L،א

(4,1)א2xאz c=
(4,1)2xא1L،א

אz c=א1LK 
،אאא(0,3)(4,1)K

אאz c=א(4,1)K
אz c=2xא(0,3)

אאF٧}٢KEאאא(4,1)،
* *

1 24, 1x x= =אאא
* * *

1 23 5 3.4 5.1 17z x x= + = + =Kאאא* 17z =K 
 
 
 
 

 

א(4,1)،אא    نقطة تكبير دالة الهـدف)maximizer(K
אא"min "zאא

אאنقطة تصغير دالة الهدفFminimizerEKא
*zאא)optimal solution(. 

 

אאאאK 
  

  ) ٢,٧( مثال
אאW 
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1 2

1 2

1 2

1 2

min 2
s.t.    3 4 12

2 2
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≥

≥

 

 

  الحل
אאאאאאא

אW 
 

 1 1 2

2 1 2

: 3 4 12
: 2 2

x x
x x
+ =
+ =

L
L

 

אF٨}٢Eא،Ωא،
z c=cK 

 
 

1x

1L

2L
Ω

2x

1z =

3z =

5z =

1

1

2

2

3

3 4

 
  )٢,٨(شكل 

  



٤٤  مقدمة في البرمجة الخطية

אאא(1,0), (4,0), (0,3), (0,2)אאK
א،א

zאKאא(3,0)3z =Kא
אא3z =אא

zKאF٨}٢Eא1z =،3z =،
5z =Kאאאא1 22z x x= +

1x2x؛א
1 22 3z x x= + =K 

 

אאKא
אאאאzKא

z c=אא(1,0)،
אאK 

אz c=1
2
−א2L

2−Kאz c=א2L،אא
z c=2xFא(1,0)Eא(0, 2)

אאF٨}٢KEאאא(1,0)א
* *

1 21, 0x x= =אאא
* * *

1 22 1 2.0 1z x x= + = + =Kאאא* 1z =K 
 

 

  ،אאאא
אאאW 

  

  



٤٥  الخطية باستخدام الرسمحل مسائل البرمجة 

 Extreme Points Theoremنظرية النقاط الحدية ): ٢,٢(نظرية 

אא،א
אא،א

אאK 
  

  )٢,٨( مثال
אאאאF٦}٢E،

א(0,0)א،(0,3)،(3,0)،(4,1)אא1 23 5z x x= +K
אאאא

אאW 
 

*

(0,0) 0
(0,3) 15
(3,0) 9
(4,1) 17

z
z
z
z

=
=
=

=

 

 

(4,1) 17z =אאא* 17z =א
אK 

 

 
א،אאאא

א)binding constraint( 
)nonbinding constraint(K 

  

  



٤٦  مقدمة في البرمجة الخطية

   Binding Constraintsالقيود الملزمة ): ٢,٩( تعريف

אاملزمאאאאא
אאאאאאKא  غير ملزم

אאאאאאאK 
 

אF٧}٢Eאאא،(1,0)Kא
1 22 2x x+ ≥2 0x ≥،אא1 23 4 12x x+ ≤1 0x ≥
K 
 

 حالات خاصة) ٢,٥(
Special Cases 

  

אאאאאK
אאאאא

K 
١ JאאאאK 
٢ JאאK 
٣ JאאאK 
 

 
  وجود أكثر من حل) ٢,٥,١( 

Alternative Optimal Solutions 
 

אאאאאK
אאאW 



٤٧  الخطية باستخدام الرسمحل مسائل البرمجة 

  ) ٢,٩( مثال
אאW 

 
1 2

1 2

1 2

1 2

max
s.t.   5

2 1
, 0

z x x
x x
x x

x x

= +
+ ≤
− ≤
≥

 

  

  الحل 
א1 2,L LW 

 

1 1 2

2 1 2

: 5
: 2 1
x x

x x
+ =
− =

L
L

  
 

אא3z =א
(0,3)א،F٩}٢EK 

 

1x

2x

1L
2L

5

     (2,3)

     1/2

Ω

3z =

5z =

 
  )٢,٩( شكل

  



٤٨  مقدمة في البرمجة الخطية

אz c=אKא1L
אz c=1−،א

5אz =Kאאאא
אאאא(0,5)(2,3)Kאאz c=

אא1LK 
אאאאאאא(0,5)(2,3)

אF٩}٢KEאאK 
אאאאא،

אאzאאW 

*

*

(0,0) 0
(1/ 2,0) 1/ 2
(2,3) 5
(0,5) 5

z
z
z
z

=
=

=

=

 

אאאאz5،
אא(0,5)(2,3)Kz5א

،אאאאאאא5אz =
،אאאאאא(0,5)(2,3)K 

 

 

 

אF٩}٢EאFalternative optimal 

solutionsE،אאא،
אאאא(0,5)(2,3)،אאאא

א(0,5)א(2,3)Kא* *,x y
،אא* * *(1 )α α= − +t x y0 1α≤ ≤K 
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אאא
אאאא،K 

 
  عدم إمكانية الحل) ٢,٥,٢( 

Infeasible LP 
 

אא،א
אאKא

אאW 
 

)٢,١٠( مثال 
אאW 

1 2

1 2

1 2

1 2

max 3
s.t.    2 4

3 4 24
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≥

≥

 

  

  الحل
א1 2,L LW 

 

1 1 2

2 1 2

: 2 4
: 3 4 24

x x
x x
+ =
+ =

L
L

  
 

אאF١٠}٢KE 



٥٠  مقدمة في البرمجة الخطية

1x

2x

1L
2L

φΩ =

2

4

6

8642

 
  )٢,١٠(شكل

 

אKא
אאΩ =∅א،Kאא

א،
Finfeasible LPEK 

  
  

   

   الحلمحدودةالمسائل غير ) ٢,٥,٣(
Unbounded LP 

  

אא"max"אאא
אאאאKא

א"min"אאאאא
אאK 

א"max"א
א،אאאאא
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אאאא
אW 

 

)٢,١١( مثال 
אאW   

1 2

1 2

1 2

1 2

max 2
s.t.    3 6

4
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z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≥
+ ≥

≥
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  الحل
א1 2,L LW 

1 1 2

2 1 2

: 3 6
: 4
x x
x x
+ =
+ =
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 
 

אאאΩאF١١}٢EΩ
FunboundedEK،א7z =12z =،
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אא1 2,x xKאאK 
 
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א* *

1 2( , ) (0, 4)x x =אא* 4z =Kאאא
* 4z =K 
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 

אF١٢}٢EאΩאאאא
א(0, 4)(3,1)Kאא(3,1)،

zא8Kא8אz =א
(3,1)Kאאאאאא

8z =2אLKאא8z =א
אKאאKאא

אאz81 2( , )x xאאK   
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F١٠}٢Eאא،אאאF
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אאאאאK
אK 

١ Jאאאא(3,3)
(0,2)א(6,3)א،(3,3)אא
אK 

٢ Jאא(3,3)،
א(0,2)(6,3)K 

٣ J(0,0)אK 
 

F٢٥}٢Eאאאא؟W 
١ Jאאאאא،

K 
٢ JאאאאK 



٦٢  مقدمة في البرمجة الخطية

 

٣ JK 
 

F٢٦}٢Eאא"max"אא
אF١٥}٢E،( ) 0z x ≥x ∈Ωא،z c=

1/ 5−א1L2 / 5−،א2אL
3/ 4−K 
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 
  

  )٢,١٥( شكل
  

١ Jא, ,A B Cא،K 
٢ Jאאאאא* 40z =،

אאאאאK 
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אא
  

 
 

 �j����	א�����hn 
 The Simplex Algorithm 

  
 

 الصيغة القياسية   •
   المتغيرات الأساسية والحل الأساسي •
 طريقة السمبلكس •

 
אא،אאא

אאKאאא
אאא،K 

אאאאא
 אא طريقة السمبلكسFThe Simplex MethodE K  א 

אאFGeorge DantzigE١٩٤٧K
א א     א   ،א K 

אFAlgebraic ProcedureE
אאK 

 
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  ،    א  אא  
אאאKאא

אאאאאא
אאאאאKאא
 אא  א≤،،אא

אאא Kא
אאאK 

 
  الصيغة القياسية) ٣,١( 

Standard Form 
  

،אאאא
א،אאאK

אאא،א
א،لصيغة القياسيةبا
W 

 

   Standard Formالصيغة القياسية ):  ٣,١( تعريف

אאالصيغة القياسية،אא
 אא   ،  א    

K 
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)٣,١( مثال 
אאW 

1

1 2

1 2

1 2

max
s.t. 3

3 5
, 0

z x
x x
x x
x x

=
+ ≥
+ =

≥

 

אא؛אאאK 
אאW 

2

1 2

1 2

1

max
s.t. 5

3 2
0

z x
x x
x x

x

=
+ = −
+ =

≥

 

،אאאאאא
א2xאK 

  

    א א     
אא     ،  א    

אאאKאאאW
אא،؟אאكيف نحول متراجحة إلى معادلة

א" "≤אאא" "≥K 
 

"تحويل المتراجحات من النوع ) ٣,١,١(  "≤إلى معادلات  
אאא 1 2 3x x+ ≤א،K

אאאs (slack variable) אא
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،אאאאא1 2x x+،אא3،אs
W 

1 23s x x= − − 
  1 20, 1x x= =  ،2s = K  1x 2x

אאא0אs ≥KאW 
1 2 3 , 0x x s s+ + = ≥ 

W 
1 2 1 23 3, 0x x x x s s+ ≤ ⇔ + + = ≥ 

   

"تحويل المتراجحات من النوع ) ٣,١,٢( "≥إلى معادلات 
 א אא 1 2 3x x+ ≥ ، K

אאאאe (excess variable) אאאאא
3KW 

1 2 3e x x= + − 
1 22, 3x x= =2e = K אא1 2 3x x+ ≥

W 
1 2 3, 0.x x e e+ − = ≥ 

  
 )خطوات تحويل مسألة البرمجة الخطية إلى الصيغة القياسية) ٣,١,٣  

אא ،אאא 
אאאאאאאW 

١ JאאאKא
א1−K 
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٢ Jאא،אאא
K 

٣ Jאאאאאא
אאKאא1 1 2 2 ... n nz a x a x a x= + + +

1 1 2 2 ... 0n nz a x a x a x− − − − =K 
  

  

)٣,٢( مثال 
אאאאW 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

max 14 9
s.t.   10

2 5
2 3

, 0

z x x
x x
x x
x x

x x

= +
+ ≤
+ ≤
+ ≥
≥

 

  

الحل 
אאאאאאא
 ،א א       ،א א

،אאאW 
 

1 2

1 2 1

1 2 2

1 2 1

1 2 1 2 1

max 14 9 0
s.t.   10

2 5
2 3

, 0 , , 0 , 0

z x x
x x s
x x s
x x e

x x s s e

− − =
+ + =
+ + =
+ − =
≥ ≥ ≥

 
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)٣,٣(مثال 
אאאאW 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

max 4 3
s.t.   2

2 1
0, urs

z x x
x x
x x
x x

= +
+ =
− ≤ −
≥

 

  
  الحل

      א א  א א  
 א א1− א  1 22 1x x− + ≥Kא 2x

،אW 
 

2 2 2 2 2
' " ' ", , 0x x x x x= − ≥ 

 

2אx،W 
 

1 2 2

1 2 2

1 2 2

1 2 2

' "max 4 3( )
' "s.t.     ( ) 2

' "2( ) 1
' "0, , 0

z x x x

x x x

x x x

x x x

= + −

+ − =

− + − ≥

≥ ≥

 

 

  אא    K    
אאאאאW 
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1 2 2

1 2 2

1 2 2 1

1 2 2 1

' "max 4 3 3 0
' "s.t.      2
' "2 2 1

' ", , 0, 0

z x x x

x x x

x x x e

x x x e

− − + =

+ − =

− + − − =

≥ ≥

 

 
  

  ملاحظة
 ،א א    אא    

א        K    א 
אאKא 

≥א≤אאK،
 1א 22 4x x+ = א   א 1א 22 4x x+ ≤

1 22 4x x+ ≥K 
  

 المتغيرات الأساسية والحل الأساسي) ٣,٢( 
Basic Variables and Basic Solution 

  

אאאאאאא
א،אKאאאא

אאW 
max 0
s.t.   

Tz
A
− =
=
≥

c x
x b
x 0

 

 
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אאאאאאא 
 א A =x b K ،אא אא ،א א  
אA =x bK 

 

Basic Solution الحل الأساسي  ):  ٣,٢(تعريف 

א (system)  A =x b A  
אm n× ( )n m≥ Kالحل الأساسيאא א

 n m−    אא  المتغيرات غير
אאאNonBasic Variables, NBV( ، (الأساسية

المتغيرات الأساسية)Basic Variables, BV( . 
 

אF٢}٣E ،אא 
m א،nאאאא،

  ،א ( )n m≥ K  ،אא n m−  אא 
mאmאאFאאאE،

אאK 
 

)٣,٤( مثال 
W 

 

1 2

2 3

3
1

x x
x x

+ =
− + = −

 
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  الحل
  א 3א  א K א א 

3 2 1− =אאKאא
א K אאא  א  { }1NBV x= ،F 

1 0x =Eאאא،{ }2 3,BV x x= Kא
א2 33, 2x x= =אא،W 

 

1

0
3
2

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

v 

 

אאאא{ }2NBV x=אאא
{ }1 3,BV x x=،אאאW 

2

3
0
1

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

v 

 
א،אאא

א،אאאW 
  

)٣,٥( مثال 
אאW 

 1 2 3

1 2 3

5 2 3 9
10 4 2 13

x x x
x x x
+ + =
+ + =

 
 
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3xאאF3 0x =E،א 
אW 

 1 2

1 2

5 2 9
10 4 13

x x
x x
+ =
+ =

 

   א Eא؟Fא       ،
  3אx   K א  1x  א

אא،W 

1

0
21/ 8
5 / 4

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

v 

 
  א א     א   

،אאאא،אאW 
  

   Basic Feasible Solutionالحل الأساسي المقبول  ):  ٣,٣(تعريف

Ax b=אא
ًمقبولاًاً أساسيحلا Fbasic feasible solutionEאא)bfs(.   

 

 א F٤}٣E  ،א א1v ،א 
2אvK 

אאF٢}٢Eא،אאא
א، Kאא

אאאאאK 
 
 
 
 
 
 
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)٣,١(نظرية  

       א    ،
).bfs(א،
א )bfs( K 

 

אאאאאאאאW 
 

)٣,٦( مثال 
אאאW 

 

  

1 2

1 2

1 2

1 2

max 3 2
s.t.   2 4 8

2
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

 

 

אאא،אאא
אאW 

 
1 2

1 2 1

1 2 2

1 2 1 2

max 3 2 0
s.t.   2 4 8

2
, , , 0.

z x x
x x s
x x s

x x s s

− − =
+ + =
+ + =

≥

 

 

א،אאΩאF١}٣KE 
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1x

2x

Ω

A

B

C

1

2

3

1 2 3 4

 
  )٣,١( شكل

  

א אאA, B, CKא
אאא،אאKאא

א1 2,x x،א1 2 0x x= =א،
 א א  1 8,s = 2 2s =K אF١}٣ E א

אאאאאW 
 

 

  ).٣,١(جدول 
  المتغيرات الأساسية
(BV) 

المتغيرات غير الأساسية
(NBV) 

  (bs)الحل الأساسي 

1 2 1 2x x s s
النقطة الحدية مقبول؟ هل الحل

(EP)  

1 2,s s  1 2,x x 0 0 8   A  نعم 2

1 1,x s  2 2,x s 2 0 4  C  نعم0

1 2,x s 2 1,x s  4 0 0   _  لا−2

2 1,x s 1 2,x s  0 2 0   B  نعم 0

2 2,x s 1 1,x s  0 2 0  B نعم 0

1 2,x x 1 2,s s  0 2 0  B  نعم 0

 
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א א           
א، א אB אאא1 20, 2,x x= = 

1 20, 0s s= =K 
 

אF١}٣E،א
A =x b،א אאA =x b،

A =x bFאאz
אא"max"

אא"min"KE 
 א  ،א       

אאאאK 
 

 Adjacent bfsالحل الأساسي المقبول ااور ): ٣,٤(تعريف

mאnאא،
    متجاورين  )adjacent( ،א  א

1m −،אאאאא 
 אא Fא  א אא    א  

אאKE 
  

)٣,٧( مثال 
אאW 

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

4 6
4 3 8
8 7 3 14

x x x x x
x x x x x
x x x x x

+ + + + =
+ + + + =
− + + + =

 
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אאW 
 

1 2 3

1 0 0
1 2 0

, ,1 1 1
0 0 4
0 3 1

bfs bfs bfs

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

   א 1אbfs 2bfs   א
3 1 2− =א אא   Fאא 2x 3xEK

אא2bfs3bfsאKאא1bfs
3bfsK 

 
 אF٦}٣E،אא

   א   Kא  ، א א 
אאאאK 

 
  طريقة السمبلكس) ٣,٣( 

The Simplex Method 
  

אאא
א(initial basic feasible solution)  1bfs א ،

 א א א   Kא א  א  ،א  
 K א א ،

2( )bfsאאאאא
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אאאאא1bfsK
 א א  2bfsא א ،  2bfsא  
א،2bfsא

KKKא،אאK 
 אא א   א  

א אא א  
אאK 

 

   Optimality Testمثلية قاعدة اختبار الأ): ٣,٢(نظرية 

אkbfsא
א ،א

אאאאאאK 
 

א   א   א א 
אW 

١ JאאאאK 
٢ J،אאאFinitial bfsEK 
٣ J א א  א   K      א

אא א   z א א 
אאK 

٤ Jא٣אאאK 
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אאאmאnאא

 א א mא אא n
m
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

א    ،

  א אn
m
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

א  K  ؛א
25

 3,268,760
10
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

Kאאאא

אא3mאאאK 
 ،א  אא  א א א  
א א א   ؛    אא

אא،الشكل القياسيK 
    

  Canonical Formالشكل القياسي ): ٣,٥(تعريف

      الشكل القياسي  א
1א0אK 

 

אאאא
אK 

 

) ٣,٨(مثال 
אאאאW 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

max 2
s.t.   1
       2 3

6
2 10

, 0

z x x
x x
x x

x x
x x

x x

= +
− + ≤
− + ≤
+ ≤
+ ≤
≥

 
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  الحل
אאאאאא

F٢}٣KEאאאאאK 
 

1x

2x

        A

B
C

D

E

F
1 2 3 4

1

2

3

5

4

 
  )٣,٢(شكل 

  

אא؛א
אאאאאK 
  

تحويل المسألة للصيغة القياسية 
אא   " "≤، אא

אא؛אא،
אאW 

 

1 22 0z x x− − = 
 
 
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1 2

1 2 1

1 2 2

1 2 3

1 2 4

max 2 0
s.t.   1
       2 3

6
2 10

, 0 1,2;

1,2,3,4
i j

z x x
x x s
x x s
x x s
x x s

x s i

j

− − =
− + + =
− + + =

+ + =
+ + =

≥ ∀ =

=

 

 

אא א  FtableauE 
אF٢}٣KE 

 

  )٣,٢(جدول 
rhs 4s  3s  2s  1s  2x  1x  z  
0 0 0 0 0 -2 -1  1 Row 0  
 1 0 0 0 1 1 -1     Row 1   
3 0 0 1 0  2 -1  Row 2  
6 0 1 0 0 1 1  Row 3 
10  1  0  0 0 1  2    Row 4  

 

،א Fright hand sideEKאאאrhsא
 א א   א א  א א   

zאRow 01אאK
1s א Row1 1  א  א Kא 

2s،3s4sאRow 2،Row 3Row 4אK
אאאאא؛אאW 

1 2 3 4BV { , , , , }z s s s s= 
 
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אא،W 
 

1 2NBV={ , }x x 
 

אאאאאאא
  1א 2 0x x= =א א  א   ،

1 2 3 4, , ,s s s sKisאאאiK
אאאאאאא؛

אאא1K1sאא
אRow1אאאא1 1s =K 

 א F٣}٣E  ،   א  א אא
KRow 0אאz

     א א א אא  א 
K 

 
 

  )٣,٣(جدول 
BV rhs 4s  3s  2s  1s  2x  1x  

z  

0z =  0 0  0 0 0 -2 -1  1 Row 0 

1 1s = 
 1 0 0 0  1 1 -1   Row 1  

2 3s = 
3 0 0 1 0 2 -1  Row  2 

3 6s = 
6 0 1 0 0 1 1  Row 3 

4 10s = 
10  1 0 0 0 1  2   Row 4 

 

אאאא1(bfs )אא0z =،1 1s =،
2 3s =  ،3 6s =،4 10s =،1 0x =،2 0x =  K  א א  

אAK 

2x 1x
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Is the Current BFS Optimal  ?؟ أمثليالمبدئيهل هذا الحل الأساسي  
      א  א     ،

אאא؛א،
Kאאאא 

אא א ،
אאאא0א،

 א  אא   K א א  1 22z x x= +
1x2xK1xא12x

א،zאא1K،א2x
 א1 1x ، z א א2 K 0zא =

K 
2bfs

א 1bfsאאא K،
  א  אא א  المتغير الداخل FEntering 

VariableE ، א אא       א
 المتغير الخارجFLeaving VariableEKאאא

אאאאאK 
 

  Determining the Entering Variable تحديد المتغير الداخل 
 א א   אא א 1 22z x x= +א 

אאא1xאאאzאא
2xאאK 
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אא2xא K وباختصار فإننا نختار
ليكون المتغير غير الأساسي الذي معامله في )  ?max?في مسألة القيمة العظمى (المتغير الداخل 

Rowالصف  F يمكن بإشارة سالبة  أكبر ما0      א 
،אאאאKEא

2xאRow 02−،K
 2xא א K א 

אKكيف نحدد المتغير الخارج؟ 
 

 Determining the Leaving Variableتحديد المتغير الخارج
،אא 2x

אאאאK  2x
אאא1 2 3 4, , ,s s s sKא2x

 א אא    K א    Row1،
Wאא 

1 2 1 1x x s− + + = 
1x،א1 0x =Kא2 1 1x s+ =K

2xא1sK2xא1
1sK2xא21s

1−،KKKאK 
א     1sא

K1 0s ≥KW 
1 2 21 0 1s x x= − ≥ ⇒ ≤ 
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אאאאW 
2 2 2

3 2 2

4 2 2

Row 2 : 3 2 0 3/ 2
Row 3: 6 0 6
Row 4 : 10 0 10

s x x
s x x
s x x

= − ≥ ⇒ ≤
= − ≥ ⇒ ≤
= − ≥ ⇒ ≤

 

 

      2xא min{1, 3/ 2, 6, 10} ؛=1
   2x   א 11sא א   
אK 

 

  א  2x א i   א 
אW 

rhsRatio =
معامــل المتغــير الــداخل  

 
 

א  א א   i אא א  
אiאאאFאאא

אאאא
    א א       ،אא א 

      אא א KEא א א 
  אFRatio TestE Kא    א  א אא א
،אW 

אRow 1אא2x1=1/1 
אRow 2אא2x3/2 
אRow 3אא2x6= 6/1 
אRow 4אא2x10 10 /1= 
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אאאאאאאK
  א א א 1s Kא  א א  א 

F٤}٣KE 
 

  )٣,٤(جدول 
Ratio BV rhs 4s  3s  2s  1s  2x 1x z 

 0z =  0 0 0 0 0 -2 -1 1  
1  1 1s =  1 0 0 0  1 1  -1   
2/3 2 3s = 3 0 0 1 0 2 -1  

6 3 6s = 6 0 1 0 0 1  1  
10 4 10s = 10  1  0 0 0 1  2   

 

 2xא אאא 1sאא אא 
א Kאאאא א،العمود المحوريFpivot columnE

אאאא،الصف المحوريFpivot rowEKא،
 א א  א א  א א   العنصر

Fpivot termEKالمحوري 
אF٤}٣E،אאא

אאאאKאא1bfs
2bfs2xאאF

א א E א א  Row1 Kא  ، 
אאFrow operationsE2xאא

Row12x0אא Kא،تحوير
FpivotEK 
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א
FGauss- Jordan eliminationEאW 

١ Jא אא      
1אK 

٢ J א א     א א 
אאאאאK 

 

،2xאRow11אאאK
2xאאRow 0אRow1
א2 אRow 0،אRow12−

 א  Row 2 א    ،Row 11− 
 אRow 3 ، א   אRow 11−א  
Row 4 ، א  F٥}٣E   א ،2x א
אRow11K 

 
  ).٣,٥(جدول  

BV rhs 4s  3s  2s  1s  2x 1x  z 
2z =  2 0 0 0 2 0 -3 1  

2 1x =  1 0 0 0 1 1 -1   
2 1s = 1 0 0 1 -2 0 1  

3 5s = 5 0 1 0 -1 0 2  

4 9s = 9  1  0  0 -1 0 3   
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،אא2xאאאא
א א  א א1s אא  א אא 

אK 
 

1 1

2 2

3

4

BV NBV
s x
s x
s
s

→
← 

 
  א   א אא  2 2 3 4BV { , , , , }z x s s s=،

אאא1 1NBV={ , }x sKאאאא2אbfs
אאאאW2z =،1 0s =،2 1s =،3 5s =،

4 9s =،1 0x =،2 1x =KאאאBK 
 

  ملاحظة
אא A 
אF٢}٣Eא،،אא

אBאFKאא،אאB2x
אא1 22z x x= +1xKאא

אא2xאאBK 
א א 2bfs  ،z Kא

א،1 12 3 2z x s= + −،1s
z،1xzFא1x
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א Row 0 KE Kאאא1xא
אאאאאF٦}٣KE 

 

).٣,٦(جدول  
Ratio BV rhs 4s  3s  2s  1s  2x 1x z 

 2z =  2 0 0 0 2 0 -3 1  
-  2 1x = 1 0 0 0 1 1 -1    
1 2 1s = 1 0 0 1 -1 0 1  
5/2 3 5s = 5  0 1 0 -1 0 2  

3 4 9s = 9  1  0 0 -1 0 3   
  

ملاحظة 
   אא?- ?אא

א א1x1xא Kא
  א    1x  א א 1 2 1 1x x s− + + =،

 1s     0 ،  א א 
2 11x x= +،1 0x ≥א2x1x؛א

 א 1xF1xא
 אא1xא،אא א

1אxKE 
אאאא1אxאא
،אא،אאאא2אsאאK

   א א  1אxF   1x א 
،אאאאEאF٧}٣KE 
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 
  ).٣,٧(جدول 

Ratio BV  rhs 4s  3s  2s  1s 2x  1x  z 
 5z =  5 0 0 3 -4 0 0  1  
-  22x = 2 0 0 1 -1 1 0   
- 11x = 1 0 0 1 -2 0 1  
1 33s = 3 0 1 -2 3 0 0  
5/6 64s = 6  1  0 -3 5 0 0   

 

אא1xאאאא
אאאאא2sאאאאא

אK 

2 1

2 1

3

4

BV NBV
x x
s s
s
s

←
→ 

 

 א אא  א  2 1 3 4BV { , , , , }z x x s s=،
 א  אא2 1NBV={ , }s s Kא א א א א 3bfs

 אא    א א  W5z = ،1 0s =،2 0s =،
3 3s =،4 6s =،1 1x =،2 2x =KאאאCK 

א א א 1sאRow 0
אF٧}٣E،אאאz1s،

1sאאא Kאא א א
אאאRow 1Row 2
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א1sאRow 31s1א
Row 4 1s5L6 Kא Rowא 3אא

 3sאא KRow 3
1sא،F٨}٣KE 

 
  ).٣,٨(جدول 

BV rhs 4s 3s  2s  1s  2x 1x  z 
9z =  9 0 3/4 3/1 0 0 0 1 
32x = 3 0 3/1 3/1 0 1 0   
31x = 3 0 3/2  3/1-  0 0 1  
11s = 1 0 3/1 3/2-  1 0 0  

4 1s = 1  0  3/5-  3/1 0 0 0   
 

אא1sאאאא
אאאאא3sאאאאא

אא4bfsאאאאאאא؛
 אא W9z = ،1 1s = ،2 0s =،3 0s = ،4 1s = ،1 3x =،

2 3x =KאאאDK 
אאאهل هذا الحل أمثليאא؟Kא

אאאRow 0KW 
 

2 3
1 49
3 3

z s s= − − 
 
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א2s3szKאאא
* 9z =،אKאאW* 9z =،*

1 1s =،
*
2 0s =،*

3 0s =،*
4 1s =،*

1 3x =،*
2 3x =K 

 א F٨}٣E؛      
zK 

  

  max"(  Optimal Tableau"(الجدول الأمثلي ): ٣,٦(تعريف

אאא"max"א
אאאאRow 0K 

 

אאאאאא
"max" K  א    "min" 

אאאW 
 

  )٣,٩ (مثال
אא،אאW 

 

  

1 2

1 2

1 2

1 2

min 3
s.t.   5

2 8
, 0

z x x
x x
x x
x x

= − +
+ ≤
+ ≤

≥

 

  

  الحل
אאאא؛

   א   א א  אKא א
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אא א א 
אאK 

 

  الطريقة الأولى  
אא א1א 2( , )x xא

 אא  א 1א 23z x x= − +  Kא   אא 
אא1 23z x x− = −Fא؟KEא

אz−אW 
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 

  

אאא אא
אאאRow 0z− Kאא

אאF٩}٣EK 
 

  .)٣,٩(جدول 

Ratio BV rhs 2s  1s  2x  1x  z−  
  0z− = 0 0  0 1 -3 1  
5 1 5s = 5 0 1 1 1   
4 2 8s = 8 1 0 1 2  

 

אא1xאא،2s
אK2KאF١٠}٣EK 



٩٣  طريقة السمبلكس

  ).٣,١٠(جدول 
BV rhs 2s  1s  2x  1x  z− 

12z− = 12  2L3 0 2L5 0  0  
11s = 1 2L1-  1 2L1 0   
41x = 4 2L1  0 2L1 1  

 
אF١٠}٣E،אאאא

 * 12z− = ،*
2 0s =  ،*

1 1s =،*
2 0x = ،*

1 4x = Kא א  א
* 12z = −،*

2 0s =،*
1 1s =،*

2 0x =،*
1 4x =K 

 

אא،
אא1−אmax z−Kאא

אאאאאאא1−KW 
 

min maxz z= − − 
  

  الطريقة الثانية 
אאאא

אאאذا الإشارة الموجبة الأكبرאאRow 0 Kא
אאאRow 0אK 

 

א  א א   א  Kא  
      א א    

אF١١}٣EK 
  
  



٩٤  مقدمة في البرمجة الخطية

  ).٣,١١(جدول 

Ratio BV rhs 2s  1s  2x  1x  z 
  0z =  0 0 0 -1 3 1  
5 1 5s = 5  0 1 1 1   
4 2 8s = 8 1 0 1 2  

 

אF١٠}٣E،1x، 1xא
אא،2sאאא4

K2KאF١٢}٣EK 
 

  ).٣,١٢(جدول 

BV rhs 2s  1s  2x  1x  z 

12z = −  12 J 2L3 J 0 2L5 J  0  1  
11s = 1  2L1-  1 2L1  0   
41x = 4 2L1 0 2L1 1  

 
אF١٢}٣Eאאא

 א Row 0  K א  א  א א
* 12z = −،*

2 0s =،*
1 1s =،*

2 0x =،*
1 4x =K 

  

  ) min"Optimal Tableau"(الجدول الأمثلي ): ٣,٧(تعريف

אאא"min"א
אאאאRow 0K 

 



٩٥  طريقة السمبلكس

 אאא،אא
אאאאא

אKאאאאF
אא"max"EK  

  

ملاحظات 
١ J  א  א  Fiterative algorithmE 

אאK 
٢ J אאאא

אאK 
٣ J אאאFzEאא

K 
٤ J אאאא

אאאאKא
 א  אא     K א  

     א א z K   
KאאאFalternative 

optimal solutionsEאאK 
٥ J אאאא،אא
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٥ J1 2

1 2 3

2
1

x x
x x x
+ =

− + + =
 

٦ JאאאאW 
 

Rhs 2s  1s  2x  1x  z 
10  0 1 -1  1 1  
2  1 0 0  0   
3 0 1 -2 0  

 

F١٥}٣E א א   א אrhs   א  
K 
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 



١٠٣ 

אאא  

  
 �j����	א�����hn�1
���%��a7%� 

 Special Cases of the Simplex Algorithm  
  

  وجود أكثر من حل •

 ة الحلمحدودالمسائل غير  •

  الحل غير المنتظم •

 الكبيرة -Mطريقة  •

 رحلتينطريقة الم •

 
אאאא

א≤א،אאאאא
=x 0Kאאאא

אאאאK 
אאא

א،א،K
אאאא≥=K 

א،
אאאא
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אKאאא
אא،אאKא

אאאא
א؛אאאא

K 
אאא≥=א،

אאאKאM−א
אK 

  

 وجود أكثر من حل)٤,١(  
Alternative Optimal Solutions 

 

 אאF١}٥}٢E،א
אאKאאאאא

אאאK 
אאא

אאאFzEאאK
אאאאאא

אאK 
אאאאאא

א،אאא
אאאאאאאא
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אz،אא
Falternative optimal solutionsEK 

  

)٤,١( مثال 
אאF٩}٢Eאאא،א

אאW 

  

1 2

1 2

1 2

1 2

max
s.t.   5

2 1
, 0

z x x
x x
x x
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 

 

אאאאK 
 

  الحل
אאF٩}٢Eאא،

אא(2,3)א(0,5)K 
אאאא

א،אF١}٤KE 
 

 

  ).٤,١(جدول        

Ratio BV rhs 2s  1s  2x  1x  z 
  0z =  0 0 0 -1 -1  1  
5 1 5s = 5 0 1 1 1   
2L1 2 1s = 1 1 0 -1 2  

 
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אא1x2x،א1x
אאא2אsאK

א2אF٢}٤KE 
  

  ).٤,٢(جدول 
Ratio BV rhs 2s  1s  2x  1x  z 
  2L1z =  2L1  2L1 0 2L3-  0  1  
3 2L91s = 2L9  2L1- 1 3 / 2 0   

 J  2L11x = 2L1 2L1 0 2L1-  1  
 

אא2xאאא1sא
א،אא2L3،אF٣}٤EK 

  

  ).٤,٣(جدول 

Ratio BV rhs 2s  1s  2x  1x  z 

  5z =  5  0 1 0  0  1  

 J  32x = 3  3L1-  3L2 1 0   

6 21x = 2 3L1 3L1 0 1  
 

 

אאאאאא5*z =א
אא* * * *

1 2 1 22, 3, 0, 0x x s s= = = =אאא
(2,3)K 

אאאא
Row 0Kא2( )sא
Row 00K2אsאא
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z،     ي تغـيير في الـصف      أ وذلك لأننا لن نحتاج إلى عملRow 0K
2sאאאאאא1xK
אא3L1אF٤}٤KE 

  ).٤,٤(جدول 

BV rhs 2s  1s  2x  1x z 
5z =  5  0 1 0 0  1  
52x = 5 0 1 1 1   
62s = 6 1 1  0 3  

 

* * * *
1 2 1 20, 5, 0, 6x x s s= = = =

אאא(0,5)،*zאא5K 
אא،K

א(2,3)(0,5)،אאאא
אאK،אאאא

אW 
{( , ) : ( , ) (1 )(2,3) (0,5), 0 1}x y x y α α α= − + ≤ ≤ 

  
א( , )x yباً محـد اًتركيبFconvex combinationEא(2,3)

F5,0EKא0.5α =א،
1 2( , ) (1, 4)x x =K 

 
 
 
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   الحل المسائل غير محدودة)٤,٢( 
Unbounded LP 

  

אאF٣}٥}٢Eאאאא
אאאKאא

אאאאאאz
אK 

אאאאא
אאאKאא،

אאאאאאאא،
אאאאKא

אאאFRatioEKאאאא
אאא،א

،אאאאא
אFunbounded LPEK 

אאאW  
  

  )٤,٢(مثال

אאאאK 
 

1 2

1 2

1 2

1 2

max 2
s.t.   1

2 2
, 0

z x x
x x

x x
x x

= +
− + ≤
− ≤

≥

 
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  الحل

אאאאאF١}٤KE
،אאאאא

K 
 

1x

2x

21

1

2

 
  )٤,١ (شكل

  

אאאאK
אאאא،

F٥}٤KE 
 

  ).٤,٥(جدول 

Ratio BV rhs  2s  1s  2x  1x  z 
  0z =  0 0 0 -1 -2 1  
 J 11s = 1 0 1  1 -1   
2 22s = 2 1  0 -2 1  

 

אאאאא1xאא2sK
1אא،F٦}٤KE 

 
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  ).٤,٦(جدول 

Ratio BV rhs 2s  1s  2x  1x z 
  4z =  4 2 0 -5 0 1  
 J 31s = 3 1 1 -1 0   
 J 21x =  2 1 0 -2 1  

 

א2xאאאKאאא
אא2אx؛אא

אKאאW 
 

2 2

2 1 2

1 2 2

1 2

max 5 2 4
s.t.   3

2 2
, 0

z x s
x s s

x x s
x x

= − +
− + + =
− + =

≥

 

 

2s،א2א 0s =א،
אW 

 

2

2 1

1 2

1 2

max 5 4
s.t.   3

2 2
, 0

z x
x s

x x
x x

= +
− + =
− =

≥

 

 

אאא2xW 
 

1 2

1 2

3
2 2

s x
x x
= +
= +

 
 

א2xאא1x1sK
אא2xKאאא
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25 4z x= +2xא
K 

  
الحل غير المنتظم) ٤,٣( 

Degeneracy 
 

אאא،
אאKאאאאאK

אאאאאאK 
،אאzאFz

אEאאאאz
אKאאאzאאW 

zאZzא–FאאאאאEC
Fאאאא

0RowאKE 
אאאאא،אאא

אאzא−Fאאאא0Row
אKEFאאאא0RowאE0 >،

FאאאאאE0 ≤KW 
١ JאFאאאאאE0 <، 

FzאE<FzאKE 
٢ JאFאאאאאE0 =، 

FzאE=FzאKE 
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 

אאאאאאאK
אאא مسألة منتظمـةFnondegenerate LPEKא

،אzאאא
؛،אא،אא

אאK18z =א
א1אbfsא،2bfs،

zאא18z >Kא
z،אאאאא1bfsKא

אא،אא
אאKא،אא

אאK 
 

  Degenerateعدم الانتظام  ): ٤,١( تعريف

אא،אא
אאאK 

 

אאK 
  

)٤,٣(مثال  
אאW 

 
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 

  الحل
אאא

אא2s؛אאKא
אאא،אאא

אK 
 

  

  ).٤,٧(جدول 
  

Ratio BV rhs 2s  1s  2x  1x z  
  0z = 0 0 0 -5 -6 1  Row 0 
3 1 3s = 3 0 1 1 1   Row 1 
0  2 0s = 0 1 0 -2 1  Row 2

 

אאאאא1xאא2sK
א1אאRow 2 א،F٨}٤KE 

 

  

  ).٤,٨(جدول 
  

  

Ratio BV rhs 2s  1s  2x  1x  z  
  0z =  0 12 0 -17 0  1  Row 0 
1 1 3s = 3 -1 1 3 0   Row 1 

 J  1 0x = 0 1 0 -2 1  Row 2
 

אאא،אאz1s،א
אאאאKאF٨}٤E،
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2xאא1sאK3
אאF٩}٤KE 

 

  ).٤,٩(جدول 

Ratio BV rhs 2s  1s  2x  1x  z  
  17z = 17 3L19 3L17 0 0  1  Row 0 
 2 1x = 1  3L1-  3L1 1 0   Row 1 
  1 2x = 2 3L1 3L2 0 1  Row 2

 

،אאאאאאא
* 17z =אאK 

 
אאאא

K 
אא

* 15z =Kאאאאא1bfsאא
אא10z =Kאאאאא

א2bfsאאא،
10אz =،3bfsא،

אא10אz =א،KKK،אאא
אאאא1bfsאFcyclingEK

א،א
אאאאאא؛אא

* 15z =K 

  



١١٥  حالات خاصة في طريقة السمبلكس

אאא
אאאK 
 

  ) ٤,٤(مثال 

אאW 
1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

max 2
s.t.   3 1
       2 2

3
      5 15

, 0

z x x
x x
x x
x x
x x
x x

= +
− + ≤
− + ≤
− + ≤

+ ≤
≥

  

الحل 
אאאאאא
F٢}٤KEאCK 

 

1x

2x

A
B

C
D

E
21 3

1

2

3

4

5

 
  )٤,٢(شكل 

  



١١٦  طيةمقدمة في البرمجة الخ

،אאאאאא
אאא،א

F١٠}٤KE 
 

  ).٤,١٠(جدول 

Ratio BV rhs 4s 3s  2s 1s  2x  1x  z 
  0z =  0 0 0 0 0 -2 -1 1  
1 1 1s = 1 0 0 0 1 1  -3   
2 2 2s = 2 0 0 1 0 1 -2  
3 3 3s = 3 0 1  0 0 1 -1  
15 4 15s = 15  1  0 0 0 1  5  

 

אאא1אbfsאAאא
F٢}٤KEאא2xאאא1s

אK1א،F١١}٤KE 
  

  ).٤,١١(جدول 

Ratio BV rhs 4s  3s  2s 1s  2x 1x  z 
  2z =  2 0 0 0 2 0 -7 1  
 J 2 1x = 1 0 0 0 1 1 -3   
1 2 1s = 1 0 0 1 -1 0 1  
1  3 2s = 2 0 1  0 -1 0 2  

8L14 4 14s = 14  1  0 0 -1 0  8  
 

אאאא1bfs2bfsאא
אBK،אאא1x

אRow 0،1אxאאאKאא



١١٧  حالات خاصة في طريقة السمبلكس

אאא،אRow 2, Row 31؛א
א2 3,s sאK2sא

،1א،F١٢}٤KE 
  

  ).٤,١٢(جدول 

Ratio BV rhs 4s 3s  2s  1s  2x  1x  z 
  9z =  9 0 0 7 -5 0 0 1  
 J 2 4x = 4 0 0 3  -2  1  0   
 J 1 1x = 1 0 0 1 -1 0 1  
0 3 0s = 0 0 1  -2 1 0 0  
7L6 4 6s = 6  0  0 -8 7 0  0  

 

אא3 0s =א،K
אא3bfsאCK،אא

1אsאא3sאKאא
0؛אאאאא

אCאאאא،1 2 3, , ,z x x sא
אאאא1sKא

1א،F١٣}٤KE 
 

  ).٤,١٣(جدول 

Ratio BV rhs 4s  3s  2s  1s  2x  1x  z 
  9z =  9 0 5 -3 0 0 0 1  
 J 2 4x = 4 0 2 -1  0  1 0   
 J 1 1x = 1 0 1 -1 0 0 1  
 J 1 0s = 0 0 1  -2 1 0 0  
1 4 6s = 6  1  -7 6 0 0  0  



١١٨  طيةمقدمة في البرمجة الخ

אאאאא
zKאאא4bfsאC؛אC

אאF٢}٤KEא،א
2sאא4sאKא6،

אF١٤}٤KE 
 

  ).٤,١٤(جدول 

BV rhs 4s  3s  2s 1s  2x  1x z 

12z = 12 2L1 2L3 0 0 0 0 1  
2 5x = 5 6L1 6L5 0  0  1  0   
1 2x = 2 6L1 6L1-  0 0 0 1  

1 2s = 2 3L1 3L4-  0 1 0 0  

2 1s = 1  6L1 6L7-  1 0 0  0  
 

אאאRow 0א،
אאא* 12z =אDK 
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− − =
+ + =
+ − + =
+ + =

≥

 

 

אאאא1bfsא
אאא1 1 1 2: 0, 16, 20, 10bfs z s a a= = = =.  

אא1a2a؛א
אאאאאאK
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אא،אאא
אאאK 

אאא
iMaאאאiaFאmin
iMaאאאiaKEאM

אKאאאאאW 
1 2 1 2max 2 3z x x Ma Ma= + − − 

אRow 0W 
1 2 1 2max 2 3 0z x x Ma Ma− − + + = 

אאiMaא،א
אאאא؛א1a2aא

z؛א1 1a =, 2 0a =, 

1000,000M =1000,000z ≈ −Kאא
אאאKאMא

FThe Big M-MethodEK 
אאאאאMאW 

١ J אאאKא
אאאא،1−K 

٢ J אא،אאא
א" "≥" "=K 
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٣ J אiMa−אאאiaא
אmax،iMaאאminK 

٤ J ،אאאאא
אRow 0אאKאאא

א،אא
אMאK300 2 500M M+ < −K 

٥ J אאאKאאא
،אאא

אKאאאא
אK 

 

ملاحظة 
،אא؛א

אאאא،
אא،אאאאK 

אאאKאאא
אF١٥}٤KE 

 

  ).٤,١٥(جدول        

Rhs 2a  1a  1e 1s 2x 1x z 
0 M M 0 0 -3 -2 1  
16 0 0 0  1  1  2   
20 0  1 -1 0 3 1  
10 1 0  0 0 1 1  

 
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1a2aאאRow 2Row 3אא
אRow 0Kא

Row 2Row 3M−Row 0K
אF١٦}٤KE 

 

  ).٤,١٦(جدول 
Ratio BV  rhs 2a 1a 1e  1s 2x  1x  z 
  30Mz −= 30M− 0  0  M 0  4 3M− − 2 2M− − 1  
16 1 16s =  16 0 0 0  1  1  2   

20/3  1 20a = 20 0  1 -1 0 3 1  

10 2 10a = 10 1 0  0 0 1 1  
 

אF٣}٤E،AKאA
א،אאKא

،אאא1a2aK 
אF١٦}٤E،א2xאאF

E1aאKא3
אF١٧}٤KEאאאאzK 

 

  ).٤,١٧(جدول 
Ratio BV rhs  

2a 1a  1e  1s 2x 1x  
  10

20
3

M
z

−
+= 10

20
3

M−
+ 0  4

1
3

M
+ 1

3

M−
− 0  0 

2
1

3

M−
− 

28/3 
1 28 / 3s =   28/3  0 -1/3 1/3 1  0  5/3 

20 
2 20 / 3x = 20/3  0  1/3 -1/3 0  1 1/3 

5 
2 10 / 3a = 10/3  1 -1/3  1/3 0 0 2 / 3 



١٢٥  حالات خاصة في طريقة السمبلكس

אא1aאאא
אF١٨}٤KE 

 
 

  ).٤,١٨(جدول 

Ratio BV rhs 2a 1e  1s 2x 1x  z 

  10
20

3

Mz −
+= 10

20
3

M−
+ 0  1

3

M−
− 0  5 

2
1

3

M−
−1 

3L28 1 28 / 3s =  3L28  0 3L1 1  5  3L5   
20 2 20 / 3x = 3L20 0  3L1- 0 1 3L1  
5 2 10 / 3a = 3L10  1 3L1 0 0 2 / 3  

 

אאאBא،
2aאאKאא1xא

א2aאKאאא3L2،
אF١٩}٤KE 

 

  ).٤,١٩(جدول 

Ratio BV rhs 2a  1e  1s 2x 1x z 

  25z = 25 
2 3

2

M + 2L1- 0  0  0 1  

 J 1 1s =  1 2L-5 2L1- 1  0  0   
 J  2 5x = 5 2L-1  2L1- 0 1 0  
10 1 5x = 5 3L2 1/ 2 0 0 1  

 

אאא1a2aאא
אאCKאאאא1a2a

אאאאKא



١٢٦  طيةمقدمة في البرمجة الخ

1a2a،1eאא1xא
א2אL1אF٢٠}٤KE 

 

  ).٤,٢٠(جدول 

BV rhs 1e  1s  2x  1x z 

30z =  30 0 0  0  1 1  
1 6s =  6  0 1  0  0   
2 10x = 10 0 0 1 1   

1 10e = 10 1 0 0 2  
 

אאא؛א
א* 30z =אDK 

 
 
 

 

אאK
MאאK  

  

)٤,٦(مثال  
אאW 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

min 2 3
s.t.   2 16
       3 36

10
       , 0

z x x
x x

x x
x x
x x

= +
+ ≤

+ ≥
+ =

≥

 

الحل 
אאאאא1a2a

אא،אאW 

  



١٢٧  حالات خاصة في طريقة السمبلكس

1 2 1 2min 2 3z x x Ma Ma= + + + 
 

אאW 
 

1 2 1 2

1 2 1

1 2 1 1

1 2 2

min 2 3 0
s.t. 2 16

3 36
10

z x x Ma Ma
x x s

x x e a
x x a

− − − − =
+ + =

+ − + =
+ + =

 

 

אא،
אF٢١}٤KE 

 

  ).٤,٢١(جدول 

rhs 2a  1a  1e  1s  2x  1x z 

0 M− M− 0 0 -3 -2 1  
16 0 0 0  1  1  2   

36 0  1  -1 0 3 1  

10  1 0  0 0 1 1  
 

א1a2aאאRow 2
Row 3אא؛אאאK
אRow 2MRow 0

1aאRow 0א،Row 3
MRow 02aאRow 0،

אF٢٢}٤KE 
 



١٢٨  طيةمقدمة في البرمجة الخ

  ).٤,٢٢(جدول 
Ratio BV rhs 2a 1a 1e  1s 2x  1x  z 

  46Mz = 46M 0  0 M− 0  4 3M− 2 2M − 1   
16 1 16s =  16 0 0 0  1  1  2   
12  1 36a = 20 0  1 -1 0 3 1  
10 2 10a = 10 1 0  0 0 1 1  

 

אאא2xא؛אא
4 3M−אRow 0אאא
א2aאKא

1،אF٢٣}٤KE 
 

 ).٤,٢٣(جدول 
BV rhs 2a  1a 1e  1s 2x 1x  z 

6 30Mz += 6 30M + 3 4M− 0 M− 0  0  1 2M−1  
1 6s =  6 1- 0 0 1  0  1   
1 6a = 6 -3  1 -1  0 0 -2  

2 10x = 10  1 0  0 0 1 1  
 

אא؛אאאאRow 0،
אא1a،אzM

אאFinfeasible LPEK 
  

  طريقة المرحلتين) ٤,٥(
The Tow Phase Method 

אא،
אאאMאKא
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אא،א
אאאאאאKא

אאאאאא
א،אאאאאאא

אאאאK 
א،אאאאW 

١ JאאאKא
אאאא؛א

אא1−K 
٢ Jאא،אא

אא" "≥" "=K 
٣ Jא،אאאא

אW 
min iy a=∑ 

ia∑אאאK 
אאא؛א

y0KאאאFphase IEK 
٤ Jא0y >אאאא؛א

K 
٥ Jאאאאאא؛

אאאאא
אאאאKאא
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אאאאאKא
אFphase IIEK 

 

אאאאאא
אK 

  
  ) ٤,٧(مثال 

אאאאF٥}٤EאאK
אאW 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

max 2 3
s.t.   2 16
     3 20
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      , 0

z x x
x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤

− − ≤ −
+ =

≥

 

 

Mאאא،א،אא،
אאאW 

 

1 2 1

1 2 1 1

1 2 2

1 2 1 1 1 2

2 16
3 20

10
, , , , , 0

x x s
x x e a
x x a

x x s e a a

+ + =
+ − + =
+ + =

≥

 

 

 (Phase I)المرحلة الأولى 

،אאאאאא
אאW 
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1 2min y a a= + 
 

א1 2a a+Kא
؛אאאא،א

FEKאא؛ 
 

  
ملاحظة 

،אאאאאmin yאאאא
"max""min"K 

אאאW 
1 2

1 2 1

1 2 1 1

1 2 2

1 2 1 1 1 2

min
s.t. 2 16

3 20
10

, , , , , 0

y a a
x x s

x x e a
x x a
x x s e a a

= +
+ + =

+ − + =
+ + =

≥

  

 

אאF٢٤}٤KE 
 

  ).٤,٢٤(جدول       
Rhs 2a  1a  1e  1s 2x 1x y 

0  J1 J1 0 0 0 0 1  
16 0 0 0 1 1 2   

20 0 1  J1 0 3 1  
10 1 0 0 0 1 1  

 
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אאא1a2aאאRow 0
אRow 2Row 3אRow 0א،F٢٥}٤KE 

  

  ).٤,٢٥(جدول 

Ratio BV rhs 2a 1a 1e 1s 2x  1x y 

  30y = 30 0  0 -1 0  4  2 1  
16 1 16s =  16 0 0 0  1  1  1   

3L20  1 20a = 20 0  1 -1 0 3 1  
10 2 10a = 10 1 0  0 0 1 1  

 

אאאAאF٣}٤KEאא2x
א1a،3אF٢٦}٤KE 

  

  ).٤,٢٦(جدول 

Ratio BV rhs 2a 1a  1e  1s
  

2x
  

1x  y 
  3L10y =  3L100 3L4 J3L1 003L2 1

5L28 3L281s =  3L28 0 3L-1 3L1 103L5   
20 3L202x = 3L20 03L1 3L1 J1 1 3L1  
5 3L102a = 3L10 0 3L1 J3L1 0 0 2 / 3 

 

אאאBKאא1xאא2aא
א،3L2אF٢٧}٤KE 

  

  ).٤,٢٧(جدول          

BV rhs 2a  1a  1e  1s 2x 1x y 

0y =  0 -1  -1 0 0  0  0 1  
1 1s =  1 2L5- 2L1 2L1-  1  0  0   
2 5x = 5 2L1- 2L1- 2L- 1 0 1 0  

1 5x = 5 2L3 2L1- 2L1 0 0 1  
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 

אאאCKאאאRow 0
א،F٢٧}٤EאאK

אא0y =،1a2a
אKאאא

1bfsאאW1 1 2 1 1: 5, 5, 1, 0bfs x x s e= = = =K 
  

(Phase II) المرحلة الثانية 
،אאא

אאאKאא
אאאאאאא1bfsK 

אאאאRow 0אאאא
אאF٢٨}٤KE 

  

  ).٤,٢٨(جدول   

rhs 1e  1s  2x  1x z 
0 0 0  -3  -2 1  
1 2L1-  1  0  0   
5 2L1-  0 1 0  
5 2L1 0 0 1  

 

אאאא1א 2 1, , ,z s x x،
1x2xאאRow 0،אא

Row 0אRow 23אRow 0
אRow 32אRow 0،אF٢٩}٤KE 

 
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  ).٤,٢٩(جدول       

Ratio BV rhs 1e  1s 2x 1x z 
  25z = 25 2L1-  0  0  0 1  
 J  11s =  1 2L1-  1  0  0   
 J  52x = 5 2L1-  0 1 0  
10 51x = 5 1/ 2 0 0 1  

 

אאאאא1eאא1x،
2L1א،F٣٠}٤KE 

  

  ).٤,٣٠(جدول   

BV rhs 1e 1s 2x 1x z 
30z = 30 0 0  0  1 1  
61s =  6 0  1  0  1   
102x = 10 0 0 1 1  
101e = 10 1 0 0 2  

 

אאא* 30z =אא
*

1 10e = , *
1 6s = , *

2 10x = , *
1 0x =K 

 

 
אאא

אאאW 
  

  ) ٤,٨(مثال 
אאאאאאאF٦}٤E

אאK 
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1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

min 2 3
s.t.   2 16
       3 36

10
       , 0

z x x
x x

x x
x x
x x

= +
+ ≤

+ ≥
+ =

≥

 

 

Mא،א،אא
אאW 

 
  

1 2 1

1 2 1 1

1 2 2

1 2 1 1 1 2

2 16
3 36

10
, , , , , 0

x x s
x x e a
x x a

x x s e a a

+ + =
+ − + =
+ + =

≥

 

  

  المرحلة الأولى

،אא؛
אאאאאאאW 

1 2min y a a= + 
 

אאW 
 

1 2

1 2 1

1 2 1 1

1 2 2

1 2 1 1 1 2

min
s.t. 2 16

3 36
10

, , , , , 0

y a a
x x s

x x e a
x x a

x x s e a a

= +
+ + =

+ − + =
+ + =

≥

 

 

אאF٣١}٤KE 
  



١٣٦  طيةمقدمة في البرمجة الخ

  ).٤,٣١(جدول 

rhs 2a 1a 1e 1s 2x 1x y 
0 -1 -1 0 0  0  0 1  
16 0 0 0  1  1  2   
36 0  1 -1 0 3 1  
10 1 0  0 0 1 1  

 

1a2a؛אאRow 0
אRow 2Row 3אRow 0،א

F٣٢}٤EK 
 

  ).٤,٣٢(جدول 

Ratio BV rhs 2a 1a 1e 1s 2x 1x y 
  46y = 46 0  0 -1 0  4 2 1  
16 1 16s = 16 0 0 0  1  1 2   
12  1 36a = 36 0  1 -1 0 3 1  
10 2 10a = 10 1 0  0 0 1 1  

 

א،2אxא2aK
1אא،F٣٣}٤KE 

  

  ).٤,٣٣(جدول       

BV rhs 2a 1a 1e 1s 2x 1x y 

6y =  6  -4 0 -1 0  0  -2 1  
61s =  6 -1 0 1  1  0  1   
61a = 6 -3 1 -1 0 0 -2  
102x = 10 1 0  0 0 1 1  

 



١٣٧  حالات خاصة في طريقة السمبلكس

אאRow 0אאאאא
אKאא6 0y = >،1 6 0a = >

אאKאא؛א
אאאK 

א،אא
،φΩ =אאא،K 

  
  



١٣٨  طيةمقدمة في البرمجة الخ

   الرابعلفصلتمارين ا
  

F١}٤E،אאאא
W 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

max 4 2
s.t.      6

2 8
, 0.

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

 

 

F٢}٤Eאא،אאא
F،א،א،KE 

  

1 2

1 2

1 2

1 2

min 3
s.t.      2 6

2 5
, 0.

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

 

 

F٣}٤E١-،אאאאא
F،א،א،

KE 
1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

max 5 3
s. t.      4 2 12

4 10
4

, 0

z x x
x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤
+ ≤

≥

  

 

٢-אאאאF١KE 



١٣٩  حالات خاصة في طريقة السمبلكس

F٤}٤E،אאאאא
F،א،،אKE 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

max 3 5
s. t.      6 10 12

3 2 4
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

 

 
F٥}٤EאF٣٤}٤KEא

1אx،אא
؟א، 

 

  ).٤,٣٤(جدول           
Rhs 2s  1s  2x  1x  z 

0 0 0 -3 -4 1  
7 0  1 -2 2   
2 1 0 0 3  

 
F٦}٤EאאאK

،אאK 
 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

max 4
s. t.      2 3 4

1
4 2

, 0

z x x
x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤
+ ≤

≥

 

 



١٤٠  طيةمقدمة في البرمجة الخ

F٧}٤Eא،אאאא
F،א،א،KE 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

min 2 3
s. t.      4 6 12

3 2 6
, 0

z x x
x x
x x
x x

= − −
+ ≤
+ ≤

≥

 

 
F٨}٤E،אאאא

،אאאK
אאzאא،

אK 
1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

max 3 2
s. t.      4 3 12

4 8
4 8

, 0

z x x
x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤
− ≤

≥

 

 
F٩}٤Eאא،א

K 
1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

max 2 4
s. t.      4 6

2 4
2

, 0

z x x
x x
x x
x x
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F١٠}٤Eאאאא،
אF،א،א،

KE 
1 2

1 2

1 2

1 2

min 2 3
s. t.      2 4

3
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z x x
x x
x x

x x
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 

F١١}٤Eאאאא،
אF،א،א،
KE 

1

1 2

1 2

1 2

min 2
s. t.      2 6

2 3 4
, 0

z x
x x
x x
x x

=
+ ≥
+ =
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 

 

F١٢}٤EאF٣٥}٤EאK 
 

  ).٤,٣٥(جدول   
rhs 2s  1s  2x  1x  z 
2 2 0 0 0 1  
2 1  -1  0  1   
3 3 -2 1 0  

 

 ١ J؟א 
 ٢ J؟אאא 

FتلميحWאא1sאאא،
Eאא؟ 
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F١٣}٤Eאאאאא،
F،א،א،KE 
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s. t.      4
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 

 

F١٤}٤EאאאM JאאW 
1 2 3
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F١٥}٤EאאאMאאW 
1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

min 3 2
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F١٦}٤E،אאאאF
،א،א،،
EK 
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F١٧}٤EאF٣٦}٤EאK
rאאא،1 2 3, , , ,a a a b c
אW 

١ J אאK 
٢ J אא،K 
٣ J אאK 
٤ J אK 

 

  ).٤,٣٦(جدول 
rhs 3s  2s  1s  2x  1x  z 
r 0 0 0 2 c− 1  
4 0 0  1  1a  -1   
1 0 1 0 -4 2a  
b 1  0 0 3 3a  

 

F١٨}٤E؟אאאאW 
١ Jאא،אא

אאK 
٢ JאאMא،z

א3א 3M− +،אאאK 
٣ JאאאאאאK
אאאא

אK 
٤ Jא،אK 
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٥ Jאאא،K 
٦ Jאאאא

אאאא
אK 

٧ Jאאאא
אאאאאא

אאאK 
٨ Jא،א

K 
 
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The Revised Simplex Method  

 
  بعض الصيغ المهمة •

 طريقة السمبلكس المعدلة •

 
אאאא

אאKאאא
אא؛אאאא،א

אאאאא
אאאK 

אאאאW 
١ - אאאאאא

אא. 
٢ -  אא،אאאאאא

א.  
٣ - אאאאאאא . 
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 אאאאא
؛אאא

אFthe revised simplex methodEKא
אאא

אאאאאK 
 ،אאאאא
Kאאאאאא 

 
بعض الصيغ المهمة) ٥,١ ( 

Some Important Formulas 
 

אאאאאא
אאאאאKא

אאאאא،
אאא،אK 

אאאאmאn
אאFאא،א،אאKE 

 

1 1 2 2

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

max ...
s.t.    ...

...

...
0 ( 1,2,..., )

n n

n n

n n

m m mn n m

i

z c x c x c x
a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b
x i n

= + + +
+ + + =
+ + + =

+ + + =
≥ =

 
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אאאאא
אאאא:   

  
)٥,١(مثال   

אאאאאאF
zאRow 0אא،אאKE 

 
1 2 3 1 2

1 2 3 1

1 2 3 2

1 2 3 1 2

max 10 20 15 0 0
s.t.    4 4 12

3 2 5 13
, , , , 0

z x x x s s
x x x s
x x x s

x x x s s

= + + + +
+ + + =
+ + + =

≥

 

 

אא2m =אא5n =K
אאאא،א

אאא0 אK 
،אאא

א4אאאא،
אW 

 

1 2 3 1 2

1 2 3 1

1 3 1 2

1 1

4 4
5 1

2 2

max 5 0 5 5 0 60

s.t.    3

3 7

z x x x s s

x x x s

x x s s

= + − − + +

+ + + =

+ + − + =

 

 
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אאא1؛אאא
אKאאi؛

אאiאאKא،אאא
אאK 

 
 

 

אאאK( )BV iאא
אאi، 

{ }1( ) ( ),..., ( )mBV i bv i bv i= 
אא1( )bv iא،אאאא

2א ( )bv i،אאאאKKKאK( )jbv i
אאאjאiK 

אF١}٥E،אאאא0W 
{ }1 2(0) ,BV s s= 

א1אאא،W 
{ }2 2(1) ,BV x s= 

א( )NBV iאאא
אi،אאאאF١}٥Eא

0א1אא،W 
{ }1 2 3(0) , ,NBV x x x= 
{ }1 1 3(1) , ,NBV x s x= 

א,i i
N Bx xאאאאאא

אiK 
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 

jaאאjxאא
jxKj n+aאאjsאא

jsKאאW 
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 

אאאאbKאbאW 
 
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b 
 

אiBאאiאm m×
אjאא( )jbv iאאK

אF١}٥E،אא0B1sאא،
אא2sאאKא1B

אא2אx2sא،אאאW 
 
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1
1B −א1[ | ]B I
א1

1[ | ]I B −Kא1[ | ]B IאW 
 

1

4 0 1 0
[ | ]

2 1 0 1
B I
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⎣ ⎦

 
 

אאאא1B
אI1א[ | ]B I،א1

1[ | ]I B −א
W 
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 
 

1
1B −אא1 2,s sא1אאK،

א1
iB −1 2, ,..., ms s sאiKא

א،iאאא
אmIKאאאאiBFא

אאאאiEאא
אאiאmIKאא

א1א 2, ,..., ms s sאאא
mIKאאא[ ]|i mB I،אi
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אאאאmI،אאא
1

iB −،א1|m iI B −⎡ ⎤⎣ ⎦K 
אiNא( )m n m× −אא

אאא( )NBV iאאK،
1אאF١}٥E{ }1 1 3(1) , ,NBV x s x=א،W 
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N ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

jxjsאאאjcj nc +אאK
אאW 

1 2 3 4 510, 20, 15, 0, 0c c c c c= = = = = 
i

Bcאאאאא
אiאאאKאאאאאא

0{ }1 2(0) ,BV s s=،אא0אא
،א0א

BcW 
0 [0 0]B =c 

א1،{ }2 2(1) ,BV x s=،1
BcW 

1 [20 0]B =c 
i

Ncאאאא
אאiאאאKא،אא0،

אאא{ }1 2 3(0) , ,NBV x x x=א
10,20,15אW 

0 [10 20 15]N =c 
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א1،{ }1 1 3(1) , ,NBV x s x=،1
Nc

W 
1 [10 0 15]N =c 

אאאא،א
אאאi؛אא

אKאאאאiא
אאאK 

אא،אאFאא0E
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אאאאW 
max

s.t.

, 0

i i i i
B B N N
i i

i B i N

i i
B N

z

B N

= +

+ =

≥

c x c x

x x b

x x

 

 

אאאאא،א
0אW 

[ ] [ ]
1

1
2

2
3

1
1

2
2

3

1
1

2
2

3

max 0 0 10 20 15

1 0 1 4 4 12
s.t.

0 1 3 2 5 13

0
0

, 0
0

0

x
s

z x
s

x

x
s

x
s

x

x
s

x
s

x

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥+ =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥≥ ≥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

 



  طريقة السمبلكس المعدلة

  

١٥٣

אאאאאא1אא،
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 

 
אאאKא

אאא0K 
אאאאאאi

0אאאאiK
אאW 

i i
i B i NB N+ =x x b 

אאiא،j
א1אאא0אK
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אא،( )jbv i1א
jא0א؛1א 1i i

B i i N iB N B− −+ =x x b
אאiKאאאא

אi1
i iB N−،אאאi

1
iB − bK 

אא،א1،
אאא{ }1 1 3(1) , ,NBV x s x=אאא

1Kאאא1 1 3, ,x s xא11
1 1B N−א

W   

1
1 1

1/ 4 1/ 4 1/ 4

1/ 2 5 / 2 1/ 2

0 1 1 4 1
1 3 0 5 3

B N−

− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 
 

אאא11
1B − bW 

 

1
1

1/ 4

1/ 2

0 12 3
1 13 7

B −

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

b 
 

אאאiאא،
אiWאאאאאא0

אאאאאiK 
 

(1)                                i i
i B i NB N+ =x x b 

 

(2)                             0i i i i
B B N Nz − − =c x c x 

 

אאאi،
אאאאאKאi

Bxא
אאKאF1E1i

B iB −cW 
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(3)                          1 1i i i i i
B B B i i N B iB N B− −+ =c x c x c b 

 

(2)(3)W 
 

(4)                       1 1( )i i i i
B i i N N B iz B N B− −+ − =c c x c b 

 

אi
Bxאא؛אאאאiK

אאאא1אא،
(4)W 

 

1

1

3

1/ 4

1/ 2

1/ 4

1/ 2

0 1 1 4
[20 0] [10 0 15]

1 3 0 5

0 12
[20 0]

1 13

x
z s

x
−

−

⎡ ⎤
⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥+ −⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 

אאאאא،W 
1 1 35 5 5 60z x s x− + + = 

אW 
1 1 35 5 5 60z x s x= − − + 

  
  

  

طريقة السمبلكس المعدلة) ٥,٢( 
The Revised Simplex Method 

  

אאאאאאאא
אאKאאאאא
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אאאאא
א،אאK 

אאאא
אאאK 

 

( )BV i
( )NBV i

b
iB
ja
j n+a
jc
j nc +
i
Bc 

אאאאiK 
אאאאiK 

אאאאK 
אאאאiK 

jxאאK 
jsאאK 
jxאאאK 
jsאאאK 

אאאאאאiK 
    

אאאאאאאאאא
אאiK 

 

1
i jB − a

1
i j nB −

+a
1i

j B i j jc B c−= −c a
1i

j n B i j n j nc B c−
+ + += −c a
1

iB − b
1i

B ic B − b 

jxאiK 
jsאiK 
jxאאאiK 
jsאאאiK 

אאאiK 
אאאאאiK 
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 אאא( )BV iא1
iB −
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 

  "1"المرحلة رقم 
אאאא

2 2 3(1) { , , }BV x s s=אאא،1 1 3(1) { , , }NBV x s x= .
1

1B −אאא1 2 3, ,s s sא
،1אאאאא?1? 2 3, ,s s sK 

 

א?0?א?1?אאא
2אx[4 2 3]T[1 0 0]TFא2x

אאRow 1א?1WE? 
١ JאRow 1א?0?1/ 4K 
٢ JאRow 1א?0?1/ 2−Row 2K 
٣ JאRow 1א?0?3/ 4−Row 3K 
 

אאאא
1 2 3, ,s s sKאא1

1B −אאא
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١٦١

1א
0B −Fאאא1 2 3, ,s s sא?0E?
W 

1
1

1/ 4 0 0
1/ 2 1 0
3/ 4 0 1

B −

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

אאאאאאאאK 
 

  تحديد المتغير الداخل
אאאאאאRow 0K

2 2 3(1) { , , }BV x s s=،1א [20 0 0]B =c،W 
 

1 1
1

1/ 4 0 0
[20 0 0] 1/ 2 1 0 [5 0 0]

3 / 4 0 1
B B −

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − =⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

c  

 

אאאא1 1 3, ,x s xאאK 
 

 

1 1
1 1 1 1

1 1
4 1 4 4

1 1
3 1 3 3

1
[5 0 0] 3 10 5

3

1
[5 0 0] 0 0 5

0

4
[5 0 0] 5 15 5

1

B

B

B

c B c

c B c

c B c

−

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − = − = −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥= − = − =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥= − = − =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

c a

c a

c a

 
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١٦٢

1אx،אאא1אxאאא
אK 

 

  تحديد المتغير الخارج
אא1xאאא،

אאאא،אKאא
1xא?1K? 

 

1
1 1

1/ 4 0 0 1 1/ 4
1/ 2 1 0 3 5 / 2
3/ 4 0 1 3 9 / 4

B −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

a 

 

אאא?1K? 
 

1
1

1/ 4 0 0 12 3
1/ 2 1 0 30 24
3/ 4 0 1 18 9

B −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

b 

 

אאאאאאאא
א1x3/(1/ 4) 12=אא

24 /(5 / 2) 48 / 5=אא9 /(9 / 4) 4=K1אx
אאאRow 3Kאא3sK

א?1K? 
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١٦٣

  "2"المرحلة رقم 
אאאא2 2 1(2) { , , }BV x s x=،

אאא3 1 3(2) { , , }NBV s s x=.1
2B −

אא1 2 3, ,s s sאאK 
א?1?א?2?אאא

א1x[1/ 4 5 / 2 9 / 4]T[0 0 1]TF
1אxאאRow 3א?2WE? 
١ J אRow 3א?1?4 / 9K 
٢ J אRow 3א?1?1/ 9−Row 1K 
٣ J אRow 3א?1?10 / 9−Row 2K 

1
2B −אאאא،1

1B −
W 

1
2

1/ 3 0 1/ 9
1/ 3 1 10 / 9
1/ 3 0 4 / 9

B −

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

  

  تحديد المتغير الداخل
אאאאאאRow 0K

W2 2 1(2) { , , }BV x s x=؛2א [20 0 10]B =c،W 
 

2 1
2

1/ 3 0 1/ 9
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אאא2 2 1(2) { , , }BV x s x=؛אאאW 
 

*
2
*
2
*
1

2
14
4

x
s
x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

 

 

אא*zאאW 



  طريقة السمبلكس المعدلة

  

١٦٥

* 2 1
2

12
[10 / 3 0 20 / 9] 30 80

18
Bz B −

⎡ ⎤
⎢ ⎥= = =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

c b 

 

אאK 
 
 
 
 

 אאF،א،
א،Eאאא

אאKאא
minK 
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F١}٥Eאאאאא،
אF،א،א،

،KE 
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אא  
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 Sensitivity Analysis  

 
 أهمية تحليل الحساسية •
  تحليل الحساسية باستخدام الرسم •
 طريقة السمبلكس باستخدام المصفوفات •
  تتحليل الحساسية بطريقة المصفوفا •

 
א(sensitivity analysis)א،אאאא

אאאא
אאאאאאK 

אאאאא
אאא،אא

אאאKאא
אא،א،אא

אK 
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،אאאא
אW 

   

١ JאאאאאK 
٢ Jאא(infeasible)  . 
٣ JאאK 
 

 אאאאאאא
אאא،אאK 

 
  أهمية تحليل الحساسية) ٦,١( 

Importance of Sensitivity Analysis  
  

אאאאאאK
אאאאאK 

  

Model Parametersمتغيرات النموذج الرياضي  ):  ٦,١(تعريف 

אאאFאאאאE
אאאאאjc،אאאאija،

אאאibK 
   

אאאאW
אאא؟אא

אאאאאKאא
،אאאא؛
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אאאאאאK
אאאאאאא

FאKEאאK 
 

Sensitivity Analysisتحليل الحساسية  ):  ٦,٢(تعريف 

אאאאא
אאאK 

  

אאאאא
אאאאאK

אאK 
 

Range of Variationمدى التغير  ):  ٦,٣(تعريف 

אאאא
אאאאא

אאאK 
 

אאאא
،אאK 

،א
אאאא،אאא
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אKאאאא
אאאK 

אאא،
אא؛אK

א،אא،א،אא
אא،א؛אא

،אא
אאא،אאK 

אאאK
،אאאאא

אאא،Kאאא
אאאKאאאFא

אEאאאא
،אאאאא

אאאאK  
  

  ليل الحساسية باستخدام الرسمتح) ٦,٢( 
Graphical Sensitivity Analysis 

  

אאאאאאא
אKאאאאא

 
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אאKאאאא
אאאאאאאאK 

 

אאאאW 
  

  )٦,١(مثال 
 אW،K

אאא١٠٠ א
אאאKאאא١٠٠א

אאאK 
אא ١٠٠א٨א

אאאKאאא٣،
אאKאאא،٤٠א 

K 
אאא

אא،א،א
אאK 

 

   الحل
אאאW 

  

אאא1 :  x = 
אאא2 :  x = 

 
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אאאאW 
 
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 

 

אאא،אאW  
  

1 2

1 2 1

1 2 2

1 3

1 2 1 2

max 3 2
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 

אאאא120z =،
אF١}٦KE،א

(slope)،אא
אK 

 

א،אאאא
אא* 180z =א*

1 20x =*
2 60x =FאB

F١}٦KEE 
 

אאאאא1 2 3{ , , }BV x x s=،
אא1א 2{ , }NBV s s=K    
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אאא
؟אאאאאא

אא٤א٣،
אW 
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א1xאא34Kאא
אBאאאא؟B،

אאאאא؟א،
א؟אאא؟א

אK 
אאא،א

אא100 80KאW 
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אאאא10080Kאא
אBאאאא؟B،

،אאא؟אאא
؟אאא؟א 

אאא
א،אא

،؛אא
אK 

 
  



١٧٧  تحليل الحساسية

  تحليل تغير معاملات دالة الهدف على الحل الأمثل) ٦,٢,١( 
The Effect of a Change in an Objective Function Coefficient. 

  

אאאאאא
אאאאFאאEKאא

אאאW 
1 1 2 2max z c x c x= + 

  

1c2cא،z c= K
אאאK

1c2cאאFאEKא
אW 

 

  )٦,٢(مثال 
1cF1xאאEאאא

אF١}٦KE 
 

الحل 
1cא1xאא،1אcאא

3Kאאאאאא*
1 20x =،*

2 60x =
* 180z =KאאאW 
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אאאאאאF
1cEא،،אאא

3sאFא؟KEאא
F1cEאא،
،אא1xא

Fא؟KE 
אאאאאא

אאאא1 20x =2 60x =
؟אאא1cאאאא

؟א 
אא1 3c =Kא

z cons=،W 
 

1 23 2 consx x+ = 
 

אאא1LאאאW 
  

1
1 2

3 cons:
2 2
xx −

= +L 
  

אאא3/ 2−Kא،אא
W 

2 2 1: 2 100x x= − +L 
א -2א،W 

3 2 1: 80x x= − +L 



١٧٩  تحليل الحساسية

א -1K 
        אאאא1cא

אאW 
  

1

1
2 1

cons:
2 2c
cx x−

= +L 

אא1

2

c−K 
אאאאא

א
1cL،א

1cLK 
١ Jא

1cLאא،
א3Lאאאא،

אBאAKא
1cL1

2
c−،אאא

אאBאא
1cLא

3L،W 
  

1
11 2

2
c c−
≤ − ⇒ ≥ 

1אc2אאא
BKא1c2אאאאB

אAא(0,80)Kאאא
2אאאא

אאK 
٢ Jאאא

1cLא،
א2Lאאאא



١٨٠  يةمقدمة في البرمجة الخط

אBאCKאאאאאB
א

1cLא2L،W 
      

1
12 4

2
c c−
≥ − ⇒ ≤ 

1אc4אא،
אBKא1c4אאא
אBאCא(40,20)Kאאא

4אאאא40K 
 

אF١EF٢E،1c
FאאEאאא

12 4c≤ ≤Kאא2060
Kאאא180z =

1c،1c4W 
* 4(20) 2(60) 200z = + = 

  

200180K 
א،1c24אא،

אא*
1 20x =*

2 60x =אא،
1אc،אאW 

*
1 1(20) 2(60) 20 120z c c= + = + 

אאאאWא
1 1c =אא،* 1(20) 2(60) 140z = + =K
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א،אא1 1c =אאKאא
אאאBאAKא

א* 2(80) 160z = =K 
1 5c =אא،(40,20)C =،

אאא* 5(40) 2(20) 240z = + =K 
 
 

K 
 

 

אא،אא
אאאאz cons=

אאאאאא
אKאאאאאא

אאאאicK 
  

  تحليل تغير الطرف الأيمن على الحل الأمثل) ٦,٢,٢(

The Effect of a Change in a Right-Hand side of the LP's Optimal Solution  
  

אאאאאאא
אאאאאאK 

 

אאאאאאאK 
 

  )٦,٣(مثال 
אאאאא،א

אאאF١}٦KEאאאא
אאאאK 
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الحل 
1b א אKאא

1b100KאאאW 
1 2 12x x b+ ≤ 

  

אאאW 1 القيم الممكنة لـ ما هيb    بحيـث يكـون الحـل 
א1b ؟אאا أمثلي  حلاً Bالأساسي الأمثلي   

אאB؛אאאאאW
 بحيث يظل الحل الأساسي الأمثلـي نقطـة تقـاطع           1b القيم الممكنة لـ     ما هي 

؟3L و 2Lالمستقيمين  
1bאא

א2Lא،bLW 

1 1 2 1: 2b x x b+ =L 
  

אאאאBא
1bL

3LK1bאאאB
אאא

1bL3LK
אbBK 

אאאאא
1b1bK 

  

١ J1bא،
1bL3L

אDKאא1b
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1 240, 40x x= =א1 2 12x x b+ =K1b120K
אאbBאDKא1 120b ≤

אאא
1bL3LאbBKא

1 120b >א،
1bL3Lא

1 40x =Kאא40אK
אאאאKא

1bL3LK 
 

٢ J1bא،
1bL3L

אAKאא1b
1 20, 80x x= =א1 2 12x x b+ =K1b80K

אאbBאAKא1 80b ≥
אאא

1bL3LאbBKא
1 80b <א،

1bL3L2x
1 0x <Kאאאא

אKא،אאא
א

1bL3LK  

אאא
1bL

3L1b180 120b≤ ≤Kא
אא

1bL3L،אאאא
אKא180 100b≤ ≤אא

אBbBאאABK
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1100 120b≤ ≤אאBbB
אBDK 

אאאא1b180 120b≤ ≤K
אא∆1 100b = + ∆Kאאא

אא
1bL3Lא20 20− ≤ ∆ ≤Kא

א،א
1bL3LKאW 

  

1 2

1 2

2 100
80

x x
x x

+ = + ∆
+ =

 

אW 
* *
1 220 , 60x x= + ∆ = − ∆ 

אאW 
* 3(20 ) 2(60 )

180
z = + ∆ + − ∆

= + ∆
 

אא1 100b =2b
2 80b = + ∆Kא

2bLW 
2 1 2 2:b x x b+ =L  

  

אאאא
2bL3L

א20 20− ≤ ∆ ≤אאאW 
*
1
*
2

20

60 2

x

x

= − ∆

= + ∆
 

אאW 
* 180z = + ∆ 
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1א 100b = , 2 80b =3b3 40b = + ∆
אא2L3Lא20∆ ≥ −

אאאW 
* *
1 220, 60x x= = 

אאW 
* 180z = 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

طريقة السمبلكس باستخدام المصفوفات) ٦,٣(   
The Simplex Method in Matrix Form 

    

אאאאאא
אאאאא

אאאאאאאאאK
אאאאmאnאאW 

 

1 1 2 2

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

max ...
s.t.    ...

...

...
0 ( 1, 2,..., )

n n

n n

n n

m m mn n m

i

z c x c x c x
a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b
x i n

= + + +
+ + + =
+ + + =

+ + + =
≥ =

 

 

אאאא،א
אאאKאא

אW 
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 )٦,٤(مثال 

אאאאאאW 
  

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1

1 2 3 2

1 2 3 3

max 10 20 15 0 0 0
s.t.    4 4 12

3 2 5 30
3 3 18

z x x x s s s
x x x s
x x x s
x x x s

= + + + + +
+ + + =
+ + + =
+ + + =

 

 
אאא،ibvאאi

אאאKBVאאW 
{ }1,..., mBV bv bv= 

  

NBVאאאא،אא
א,B Nx xW 

   

1 1

,B N

m n mbv nbv

bv nbv

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

x x 

 

א،אאא
אאW 

 

3 1 3

2 3 1 3

3 1 2 3

1 3 1 3

5 / 9 10 / 3 20 / 9 80
11/ 9 1/ 3 1/ 9 2
47 / 9 1/ 3 10 / 9 14
8 / 9 1/ 3 4 / 9 4

z x s s
x x s s

x s s s
x x s s

+ + + =
+ + − =

+ + − =
− − + =
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אאאאא{ }2 2 1, ,BV x s x=،אא
א{ }3 1 3, ,NBV x s s=Kא,B Nx xא

אW 
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2 1

1 3

,B N

xx
s s
x s

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥= = ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

x x  

 

אאBcNcאאאא
א،אאאW 

  

[ ]
[ ]
20 0 10

15 0 0
B

N

=

=

c

c
 

  

אBאm m×אאאj
אאjbvאאKאא

אB2xאא،אא2s
אא1אx،W 

   

4 0 1
2 1 3
3 0 3

B
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

אjajxאא،j m+ajs
אאKאNא( )m n m× −

אאאאאK
{ }3 1 3, ,NBV x s s=א،W 
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4 1 0
5 0 0
1 0 1

N
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

٠ 

אb،אאאW 
  

12
30
18

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

b 

 

אאאאאאאא
אאאא،W 

   

max
s.t.

, 0

B B N N

B N

B N

z
B N
= +

+ =
≥

c x c x
x x b
x x

 

אא،אW 
 
 

[ ] [ ]
32

2 1

1 3

32

2 1

1 3

32

2 1

1 3

max 20 0 10 15 0 0

4 0 1 4 1 0 12
s.t. 2 1 3 5 0 0 30

3 0 3 1 0 1 18

0
, 0

0

xx
z s s

x s

xx
s s
x s

xx
s s
x s

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥= + ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ =⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥≥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 
 
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אאא،אא
אאKאB NB N+ =x x b1B −W 

  

           1 1 (1)B NB N B− −+ =x x b 
 

אאאK 
1B −א،א

(Gause – Jordan method)W 
  

1

1/ 3 0 1/ 9
1/ 3 1 10 / 9

1/ 3 0 4 / 9
B −

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

 

 

א(1) אאW 
 

32

2 1

1 3

1/ 3 0 1/ 9 4 1 0 1/ 3 0 1/ 9 12
1/ 3 1 10 / 9 5 0 0 1/ 3 1 10 / 9 30

1/ 3 0 4 / 9 1 0 1 1/ 3 0 4 / 9 18

xx
s s
x s

− −⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ − = −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

אאW 
  

32

2 1

1 3

11/ 9 1/ 3 1/ 9 2
47 / 9 1/ 3 10 / 9 14

8 / 9 1/ 3 4 / 9 4

xx
s s
x s

− ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ − =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
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   تحليل الحساسية باستخدام المصفوفات) ٦,٤(
Sensitivity Analysis in Matrix Form 
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אאא؛אאא
אאאא،אאאא

K  

אאא
אBVKאאא
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אאאאאאBVKאא
אW 

١ Jאאאאאאא
אאאK 

 

٢ JאאאRow 0
אאאBVאKא

אאRow 0אא
אאאBVאK 

 

אאאBVK 
 

  الحالة الأولى
  

    אאאRow 0Kא،
אאאאא

אאKאאאBVא ـ اأساس  اً جزئي
א(suboptimal basis)K 

 

  الحالة الثانية
 אאאKא

אאאאאKאאאBV
אمقبول غير اأساسא(infeasible basis)K 

 
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אF٤}٦EאKאא
W 

  
  

1 2 3

1 2 3 1

1 2 3 2

1 2 3 3

10 20 15 0
4 4 12

3 2 5 30
3 3 18

z x x x
x x x s
x x x s
x x x s

− − − =
+ + + =
+ + + =
+ + + =

 

 

אאאW 
  

3 1 3

2 3 1 3

3 1 2 3

1 3 1 3

5 / 9 10 / 3 20 / 9 80
11/ 9 1/ 3 1/ 9 2
47 / 9 1/ 3 10 / 9 14
8 / 9 1/ 3 4 / 9 4

z x s s
x x s s

x s s s
x x s s

+ + + =
+ + − =

+ + − =
− − + =

 

 

אאאא{ }2 2 1, ,BV x s x=אא،
א{ }3 1 3, ,NBV x s s=،אא* 80z =אאW 

* * * * * * *
2 2 1 3 1 3: 2, 14, 4, 0bfs x s x x s s= = = = = = 

  
  

אאאאא
אאאW 

   

١ JאאK 
٢ JאאK 
٣ JאאאK 

אאאאא
אאא1

B NB N− −c cאא
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אאאא،1B − b،א
אאKאא

א1
B B −=x bאאא،1

Bz B −= c bK 
אאW 

  

١ Jאאאאאאא
אK 

٢ JאאאK 
٣ JאאK 
 

  تغير معاملات دالة الهدف لمتغير غير أساسي) ٦,٤,١( 
Changing the Objective Function Coefficient of a Nonbasic Variable 

 

 ،אאNc
،אאאאא1אB − b،
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Changing the Right-Hand side of a Constraint 
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12 1/ 3 0 1/ 9 12 2 / 3
30 = 1/ 3 1 10 / 9 30 14 / 3
18 1/ 3 0 4 / 9 18 4 / 3

B −

+ ∆ − + ∆ + ∆⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− = + ∆⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − ∆⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

  

אאאאא،א
،W 

2 / 3 0 6
14 / 3 0 42
4 / 3 0 12

+ ∆ ≥ ⇒ ∆ ≥ −
+ ∆ ≥ ⇒ ∆ ≥ −
−∆ ≥ ⇒ ∆ ≤

 

אאא6 12− ≤ ∆ ≤K16 24b≤ ≤K
1 24b >1 6b <אא

K 
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אאאא16 24b≤ ≤
אא،אאאאאא

אאאKאאאא
אא1bא∆6 12− ≤ ∆ ≤K
אא1אB b−z  1

B B −c b 
bאאאאאz .אא

אW 
  

*
2
* 1
2
*
1

1/ 3 0 1/ 9 12 2 / 3
= 1/ 3 1 10 / 9 30 14 / 3

1/ 3 0 4 / 9 18 4 / 3

x

s B

x

−

⎡ ⎤ − + ∆ + ∆⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − = + ∆⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − ∆⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

b 

*zW 

* 1

2 / 3
[20 0 10] 14 / 3 80 (10 / 3)

4 / 3
Bz B −

+ ∆⎡ ⎤
⎢ ⎥= = + ∆ = + ∆⎢ ⎥
⎢ ⎥− ∆⎣ ⎦

c b 

،1b21) 9∆ =E،
،אאא،אאא
W 

*
2
* 1
2
*
1

2 9 / 3 5
= 14 9 / 3 17

4 9 / 3 1

x

s B

x

−

⎡ ⎤ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

b 

*zW 
* 1 80 9(10 / 3) 110Bz B −= = + =c b  
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אאאאאאא
אאאK 

 
 אאאא

Kא،אא
אאאאאRow 0،   معامـل أي 

   KאRow 0 متغير في الصف
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   السادسالفصلتمارين 
  

F١}٦EאאאW 
1 1 2

1 2

1 2

max 2
s. t.         3 4 12

5 2 10

z c x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

 

  

א1 2c =1 28 / 7 , 15 / 7 , 46 / 7x x z= = =
א1cאאא1 8 / 7x =،

2 15 / 7x =W 
  

١- [ ]5 , 3− −                      ٢- [ ]3/ 2 , 5    
٣- [ ]5 / 2 , 3 / 4− −              ٤- [ ]4 , 2− − 

  

F٢}٦EאאאW 
1 2

1 2 1

1 2

max 2 2
s. t.         3 4

5 2 10

z x x
x x b
x x

= +
+ ≤
+ ≤

 

  

א1 12b =1 28 / 7 , 15 / 7 , 46 / 7x x z= = =
א1bאאא

W 
  

           ١- [ ]6 , 20                 ٢-[4 , )∞      
           ٣- [ ]12 ,18                ٤- [ ]4 ,12  
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F٣}٦EאK
א،אKא

אא40א،5
،אאא50

6אKאF١}٦Eאא
אאאא،אK 

  

  ).٦,١(جدول 

  ٢الحقيبة   ١الحقيبة   
אאא  א  
אאא    א  

אאא 5  4  

א 25 ً  22 ً 
  

١ JאאאW 
אאאא1 :  x = 

אאאא2 :  x = 
   

אאW             
                       

1 2

1 2

1 2

1 2

max 3 2
s. t.      2 40

2 50
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

  

 
 
 
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٢ JאK 
٣ Jאאאאא

אאK 
٤ Jאאאאא

אאK 
٥ Jאא30אK

אאאאא؟K 
٦ Jאא60אK

אאאאא؟K 
 

F٤}٦E אאאאW                

1 2

1 2

1 2

1 2

max 3 2
s. t.         2 6

4
, 0

z x x
x x

x x
x x

= +
+ ≤

+ ≤
≥

 

  

אא* 10z =* * * *
1 2 1 22, 2, 0, 0x x s s= = = =K

אא∆אאא1 2{ , }BV x x=
אאאאא،אאK 

 

١- 2b  2 4b = + ∆ .א4∆                                ؟      =
٢ - 1c  1 3c = + ∆ .א4∆  ؟  =
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F٥}٦E אאאאW                                                                  
1 2

1 2

1 2

1 2

max 2
s. t.         3 15

3 2 18
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

 

  

אאא* 11z =* * * *
1 2 1 24, 3, 0, 0x x s s= = = =K

אא1 2,∆ ∆אאא
1 2{ , }BV x x=אאא،אא

אאK 
  

١- 1b  1 115b = + ∆ .       
٢-  2c  2 21c = + ∆ .       
٣- א1 8∆ = 1؟ − 3∆ 1؟ = 5∆   ؟=
٤- א2 2 / 3∆ = 2؟ − 0∆ 2؟ = 3∆   ؟=

  

F٦}٦Eאאאא:  
   

1 2

1 2

1 2

1 2

max 2
s. t.         6

4 12
, 0

z x x
x x

x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

 

 

אאא* 8z =* * * *
1 2 1 22, 4, 0, 0x x s s= = = =K

،אא∆אאא
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1 2{ , }BV x x=א،אאאא
אאK 

١- 1b  1 6b = + ∆. 
٢- 2b  2 12b = + ∆. 
٣- 1c  1 2c = + ∆. 
٤- 2c  2 1c = + ∆. 
٥- אאאא1 23z x x= +אא،

 ؟
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٢١١ 

אא
 

 � א����4%

 Duality 
  

  إيجاد المسألة المرافقة •

  لمسألة الثنائيةالاقتصاديالمعنى  •

  النظرية الأساسية للثنائية •

 
،

אאאאא،א(dual problem)K
אאאאאאאאא

אאK 
אאאאא

א،אאאKא
אאאאאאא

א،אאK 
אא،אאא

אא(primal problem)Kאאא
"max"אאא"min" ،אK 
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אא،אאאא
1 2, , ,..., nz x x xאאאא
1 2, , ,..., nw y y yK 

  
   المسألة المرافقةإيجاد) ٧,١( 

Finding the Dual Problem 
 

אאאمسألة قيمة عظمى"max" طبيعية (normal 

max problem)אאאא،
אא≤KאאאW 

   

       (1)                

1 1 2 2

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 2

max ...
s.t.    ...

...

...
, ,..., 0

n n

n n

n n

m m mn n m

n

z c x c x c x
a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b
x x x

= + + +
+ + + ≤
+ + + ≤

+ + + ≤
≥

 

  

אאאאW 
  

     (2)          

1 1 2 2

11 1 21 2 1 1

12 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 2

min ...
s.t.    ...

...

...
, ,..., 0

m m

m m

m m

n n mn m n

m

w b y b y b y
a y a y a y c
a y a y a y c

a y a y a y c
y y y

= + + +
+ + + ≥
+ + + ≥

+ + + ≥
≥

 

 

אאאאאאא
א≥ "min"(normal min problem)K



٢١٣  الثنائية

אאא(2)אאא،אא
א(1)אKאאא"max"  

"min"  אK 
  

   المسألة المرافقة لمسألة طبيعيةإيجاد) ٧,١,١(
Finding the Dual Problem of a Normal LP 

 

 אאאאאא
(1)א(2)،אאאאאאאK

אאאאא،
אאא،אאאKא

אא،אא،
אאאאא،אא

אאא،W 
  

)٧,١(مثال  
 

אאאאW 
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

max 10 20 15
s.t.    4 4 12

3 2 5 30
3 3 18

, , 0

z x x x
x x x
x x x
x x x
x x x

= + +
+ + ≤
+ + ≤
+ + ≤

≥

 

الحل 
אאאאא

F١}٧KEאאאאא،אאא
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א،אאאא
אאאאK 

 

  ).٧,١(جدول 
    max z      
  3( 0)x ≥ 2( 0)x ≥ 1( 0)x ≥  
  3x  2x  1x   
12≤ 4 4 1   
30≤ 5 2 3  
18≤ 1 3 3  

  15  20  10   
  

 

אאאאא،אאאא
א،אאאאא

א؛אאא،אאא
אא≥،≥ אאא

אאאא،אאF٢}٧KE 
 
 

 ).٧,٢(جدول 
    max z      
  3( 0)x ≥ 2( 0)x ≥ 1( 0)x ≥  

min w  

  3x  2x  1x      

12≤ 4 4 1  1y 1( 0)y ≥ 
30≤ 5 2 3 2y 2( 0)y ≥ 
18≤ 1 3 3 3y 3( 0)y ≥ 

  15≥  20≥  10≥      
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א،אאאKאא
אאאאאאKאא

אKאאאאW 
   

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

min 12 30 18
s.t.    3 3 10

4 2 3 20
4 5 15

, , 0

w y y y
y y y
y y y
y y y
y y y

= + +
+ + ≥
+ + ≥
+ + ≥

≥

 

 

אאאאאאאא1אxא
אאאא،2אxאK 

 
אאאא

?min?Kאאא،
אא،אא،

אאאאKאא
א،אאK

אאW 
 

  )٧,٢(مثال 
Wאאאא 
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

min 3 4 6
s.t.    2 3 5 10

5 2 4 12
7 3 15

, , 0

w y y y
y y y
y y y
y y y
y y y

= + +
+ + ≥
+ + ≥
+ + ≥

≥

 

  

الحل 
אאאF٣}٧E،

אאאאא،אא،
אאאאאK 

 אאאאאא
אאאאאאא

Kאא؛≥ 
 

  ).٧,٣(جدول 
    max z     
  3( 0)x ≥ 2( 0)x ≥ 1( 0)x ≥  

min w  

  3x  2x  1x      
3≤ 7 5  2  1y 1( 0)y ≥ 

4≤ 3 2 3 2y 2( 0)y ≥ 
6≤ 1 4 5 3y 3( 0)y ≥ 

  15≥  12≥  10≥      
 

،אאאא،א
אאW 



٢١٧  الثنائية

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

max 10 12 15
s.t.    2 5 7 3

3 2 3 4
3 4 6

, , 0

z x x x
x x x
x x x
x x x
x x x

= + +
+ + ≤
+ + ≤
+ + ≤

≥

 

 

אK 
  

إيجاد المسألة المرافقة لمسألة غير طبيعية) ٧,١,٢(  
Finding the Dual of a Nonnormal LP 

 

אאא(nonnormal 

LP)Kאאאאאא
אאW 

 

)٧,٣(مثال  
אאאאW 

1 2

1 2

1 2

1 2

2

max 3 5
s.t.    2 3

3
3 5 4

0

z x x
x x

x x
x x

x

= +
+ ≤

− =
+ ≥
≥

 

  

  الحل

אא=≥1x
אK،אאאא
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،אאאא
K 

 

  الطريقة الأولى
  

،אW 
١ J≥≤א1−Kאא

1 2(3 5 4)x x+ ≥≤א1−אא
1 23 5 4x x− − ≤ −K 

٢ J=א≥≤≥≤1−K
א1א 2( 3)x x− =אא1 2 3x x− ≤

1 2 3x x− ≥א1 2 3x x− ≥1−א
1 2 3x x− + ≤ −K 

٣ Jאix' ''
i i ix x x= −

' '', 0i ix x ≥K1xאאא1 1 1
' ''x x x= −

1 1
' '', 0x x ≥K 

 

אא،אאאאW 
  

1 1 2

1 1 2

1 1 2

1 1 2

1 1 2

1 1 2

' ''max 3 3 5
' ''s.t.    2 2 3
' '' 3
' '' 3
' ''3 3 5 4
' '', , 0

z x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

= − +

− + ≤

− − ≤

− + + ≤ −

− + − ≤ −

≥
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 

א،אאאאא
אאאKא

"min"אאאא≥K 
 

  يقة الثانيةالطر
  

אאאאאא
אאאKאאא

"max"אאאאא
W 

  

١- אאiא≤،אאאא
iy0iy ≥KאF٤}٧Eא،א

≤،1אyK 
 

٢- אאiא≥אאא،א
iy0iy ≤KאF٤}٧Eאא،

≥،3אyK 
 

٣-אאiא=אא،אא
iyאKאF٤}٧Eא،

א=،2אyאK 
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٤-אאאא،=K
אF٤}٧E،1x،אאא1אx

=K 
 

  ).٧,٤(جدول 
   max z      
   2( 0)x ≥ 1( urs)x  

min w  

   2x  1x      

3≤  1  2  1y 1( 0)y ≥ 
3=  -1 1  2y 2( urs)y 

4≥  5 3 3y 3( 0)y ≤ 
   5≥  3=      

 

אאאאאW 
   

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

min 3 3 4
s.t.    2 3 3

5 5
0, urs, 0

w y y y
y y y

y y y
y y y

= + +
+ + =

− + ≥
≥ ≤

 

  

אאאK 
 
 
 
 
 
 

 

אאא"min" אאW 
١ J≥،אאאix
0ix ≥K 
٢ J≤،אאאix
0ix ≤K 
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٣ J=א،אאix
אFursixKE 

٤ Jא،אאא
א=K 
 

   لمسألة الثنائيةالاقتصاديالمعنى ) ٧,٢(
Economic Interpretation of the Dual Problem 

 

אאאאאאא؛
،אאאאא،

אאKאאא
אאK   

  

  )٧,٤(مثال 
א،אKא

٦٥،אאאאא٣
٤אאאKא١٠٠

٨٠،אאאא
،א٤٠،٣٠K 

؛אאא
אא1 2,x xW 

אא1 :  x = 
אאא2 :  x = 
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אאאאאאW 
 

1 2

1 2

1 2

1 2

max 40 30
s.t.    6 3 100

5 4 80
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

 

 

אאא،אאאאא
אאאאKאאאא

אאאאאא،W 
 

1 2

1 2

1 2

1 2

min 100 80
s.t.    6 5 40

3 4 30
, 0

w y y
y y
y y
y y

= +
+ ≥
+ ≥

≥

 

אאאאאאאאא
אאK1yא2yאאK

،אא
אא،אאא

אאאK
1 2,y yW 

    

אא1 :  y = 
אאאאא2א :  y = 

  



٢٢٣  الثنائية

אא1א 2100 80y y+א،
،אאא1 2min 100 80w y y= +אא

אאKאאאאא
KאאK

،40אא
65אאאKא

א40Kא
1 26 5y y+א،א1אy

2y אאא1 26 5 40y y+ ≥K 
א،א30

אא34
אאאK1אy2y אאא 

1 23 4 30y y+ ≥KאאאFאאKE 
אא1אy2y א،
אאאK 

 
 

  النظرية الأساسية للثنائية) ٧,٣( 
Fundamental Theorem of Duality 

 

אאאאאאא
،אאنظرية الثنائية(Dual Theorem)،

אאאאKא
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אאאאאא
אK 

אאאאאאא
א،אmאn

אאK 
 

1 1 2 2

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 2

max ...
s.t.    ...

...

...
, ,..., 0

n n

n n

n n

m m mn n m

n

z c x c x c x
a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b
x x x

= + + +
+ + + ≤
+ + + ≤

+ + + ≤
≥

 

 

אאאא،
mאאn אW 

  

1 1 2 2

11 1 21 2 1 1

12 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 2

min ...
s.t.    ...

...

...
, ,..., 0

m m

m m

m m

n n mn m n

m

w b y b y b y
a y a y a y c
a y a y a y c

a y a y a y c
y y y

= + + +
+ + + ≥
+ + + ≥

+ + + ≥
≥

 

  

  الصيغة الثنائية الضعيفة) ٧,٣,١(
Weak Duality  

 

،אאאאא
אאwאאא

אאz אאK 
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אא،אאא
אK 

 

 Weak Duality نائية الضعيفة  الث): ٧,١(تمهيدية
[ ]1 2 ... T

nx x x=x،א،
[ ]1 2 ... my y y=yאא،K

אzx w  yKW 
( ) ( )z w≤x y  

  

  البرهان
אi אאW 

1

n

ij j i
j

a x b
=

≤∑ 
  

0iy ≥،אאאiy
אW 

1
( 1,..., )

n

i ij j i j
j

y a x y b i m
=

≤ =∑ 
  

1,...,i m=، W 

         ( )
1 1 1

3
m n n

i ij j i i
i j i

y a x y b
= = =

≤∑∑ ∑  
  

אjאאא0jx ≥،W 

1

m

j ij i j j
i

x a y c x
=

≥∑ 

1,2,...,j n=W 
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        ( )
1 1 1

4
n m n

j ij i j j
j i j

x a y c x
= = =

≥∑∑ ∑  
 

( )3 ( )4،W 

1 1 1 1

n n m n

j j j ij i i i
j j i i

c x x a y y b
= = = =

≤ ≤∑ ∑∑ ∑ 

W 
( ) ( )z w≤x y 

אK 
  
  
  

ملاحظة 
אאאאאא

אאF١}٧E(bound)אאא
אKאאא

אאאאאא
אאK 
 

  )٧,٥(مثال 
אF٤}٧E،1 22, 4x x= =

אאא،(2)40א 30(4) 200z = + =K
F١}٧E،1 2( , )y yאא

1 2100 80 200y y+ ≥Kאאא"min"،א*w
FאאאwאEW 

* 200w ≥ 
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אאאW 
  

[ ] [ ]

1 1

2 2

1 2 1 2... ...

m n

n m

b x
b x

b x

c c c y y y

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= =

b x

c y

 

  

אאא،אאאאאא
אW  

( )z =x cx 
( )w =y yb 

،אאאאאא
אאאK 

 

)٧,٢(تمهيدية  
1 2 ...

T

nx x x⎡ ⎤= ⎣ ⎦x،א
1 2 ... my y y⎡ ⎤= ⎣ ⎦yאאK

אW 
( ) ( )z w=x y 

x אyאאK  
  

نالبرها 
א،אאx 

≤ *cx y bK*xא=* *cx y b،א*x
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1 أن إثبات: الخطوة الثانية
B B −c حل أمثلي للمسألة المرافقة  
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B B −c bKא
אאאא1

B B −cK  
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  نظرية متممة المكملة) ٧,٣,٣( 

The Complementary Slackness Theorem 
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אאאאאאKאא

W 
 

  Complementary Slackness متممة المكملة  ): ٧,٢(نظرية
[ ]1 2 ... T

nx x x=x ،א
[ ]1 2 ... my y y=yאאK

xאyאאאאW    
0 ( 1, 2,..., )
0 ( 1, 2,..., )

i i

j j

s y i m
e x j n

= =
= =

  
 

אF٢}٧EאאאK 
  

  

  



٢٣٦  مقدمة في البرمجة الخطية

)٧,١٠(مثال  
אאאאאא،אא

F٤}٧E،אאאאW 
1 2

1 2

1 2

1 2

max 40 30
s.t.    6 3 100

5 4 80
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

 

  

الحل 
אאא* * * * *

1 2 1 2640, 16, 0, 36, 0z x x s s= = = = =K
אאאאW 

   

1 2

1 2

1 2

1 2

min 100 80
s.t.    6 5 40

3 4 30
, 0

w y y
y y
y y
y y

= +
+ ≥
+ ≥

≥

 

אאW 
  

1 2

1 2 1

1 2 2

1 2

min 100 80
s.t.    4 5 40

3 4 30
, 0

w y y
y y e
y y e
y y

= +
+ − =
+ − =

≥

 

  

،אאאאאאא
* * * * *

1 2 1 2, , , ,w y y e eKא* * 640w z= =אאא،
W 

* * * * * * * *
1 1 2 2 1 1 2 2 0s y s y x e x e= = = = 



٢٣٧  الثنائية

*
1 0x ≠،*

1 0s ≠א*
1 0y =،*

1 0e =K
אא* *

1 1,y eאאא
אW 

   

*
2
* *
2 2

5 40

4 30

y

y e

=

− =
 

   

*א *
2 28, 2y e= =K 

 
 

  



٢٣٨  مقدمة في البرمجة الخطية

   السابعالفصلتمارين 
  

F١}٧EאאאאW 
  

١ J            

1 2

1 2

1 2

1 2

max 2 3
s. t.      1

2 3 2
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
− + ≤
− + ≤

≥

 

  

٢ J
1 2

1 2

1 2

1 2

max 2
s. t.     2 5

4 4
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
− + ≥

+ ≥
≥

 

  

٣ J          

1 2 3

1 2

1 2 3

1 2 3

1

max 3
s. t.      5 1

2 3 4 2
6 7 4

0

z x x x
x x
x x x
x x x

x

= + −
+ ≤
+ + ≥
+ − =

≥

 

  

٤ J
1 2

1 2

1 2

1 2

min 4
s. t.      2 4 1

5 2
, 0

w y y
y y
y y
y y

= − +
− ≥
+ ≥

≥

 

  

٥ J      

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2

min 5 2 6
s. t.      3 4 1

2 3 2
, 0

w y y y
y y y
y y y
y y

= + −
+ + ≤
− + =

≥

 



٢٣٩  الثنائية

F٢}٧EאאאW 
1 2

1 2

1 2

1 2

max 3
s. t.      2 2

4
, 0

z x x
x x
x x

x x

= +
− ≤

− + ≤
≥

 

  

אאא1 2{ , }BV x x=Kא،אא
K 

  

F٣}٧EאאאW 
1 2

1 2

1 2

1 2

max
s. t.      2 4

2
, 0

z x x
x x
x x
x x

= − +
+ ≤
+ ≤

≥

 

  

אאא2 1{ , }BV x s=K،אאא
K 

 

F٤}٧EאאאW 
                                                          

1 2

1 2

1 2

1 2

max 4
s. t.         3 2 6

6 3 10
, 0

z x x
x x
x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

  

  

אאאאאא
אRow 0אא2 22 20 / 3z x s+ + =،

אאאאK



٢٤٠  مقدمة في البرمجة الخطية

F٥}٧EאאאW 
1 1 2 2

1 2

1 2

1 2

max
s. t.      3 4 6

2 3 4
, 0

z c x c x
x x
x x

x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

 

אאאW 
  

1 2

1 1 2

2 1 2

2 14
3 4 2
2 3 0

z s s
x s s

x s s

+ + =
+ − =
− + =

 

  

1 2,c cK 
  
F٦}٧E١-אאW 

               

1 2

1 2

1 2

1 2

max 2 6
s. t.       2

1
, 0

z x x
x x
x x

x x

= − +
+ ≥

− + ≤
≥

  

  

א  
  

٢- אאF١E،אא
אאW 

      

1 2

1 2

1 2

1 2

min 2
s.t.    2

6
, 0

w y y
y y
y y
y y

= − +
+ ≤

− + ≥
≥

 

 



٢٤١  الثنائية

F٧}٧EאאאW 
                                                               

1 2

1 2

1 2

1 2

max 5
s. t.         2 0.5

3 0.5
, 0

z x x
x x
x x
x x

= − +
+ ≤

− + ≤
≥

  

  

אRow 0אא1 20.4 1.4z s s a+ + =،
aאK 

 

F٨}٧EאאאW 
   

1 2 3

2 3

1 3

1 2

1 2 3

max 3 2
s. t.                  2 3

3 1
2 3 2

, , 0

z x x x
x x

x x
x x
x x x

= − + +
+ ≤

− + ≤ −
− − ≤ −

≥

  

  

١- אאאאאK 
٢-אאאאאאK 

 
F٩}٧EאאאW 

                                                               

1 2

1 2

1 2

1 2

max 3
s. t.       2 8

4 10
, 0

z x x
x x

x x
x x

= +
+ ≤
+ ≤

≥

  

  

אא* * *
1 21, 6, 9x x z= = =א،

،אאאאאאאאאK 
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F١٠}٧E אאW 
  

1 2 3

1 3
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3

1 2 3

min 5 6
s. t.         2 4 50

2 30
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w y y y
y y
y y
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y y y urs

= − +
+ ≥

+ ≥
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 

١- אאאאK                                             

٢- אאאK 

٣- F٢EאFK،
،،א،KE                 

٤- א1 2 3, ,y y y אאK 

٥- אאאFK،
،א،،KE  
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אא 


 v�o}א��}�y�א���y4%	�� 

 Transportation and Assignment Problems  
  

  مسائل النقل •

 مسائل التوظيف •

 
אאאא

אאKאא
،אאא،א
אאK 

אאא
אאKאא

אK 
  

  مسائل النقل) ٨,١(
Transportation Problem 

   

א،אאא(supply 

points)  mא،(demand points)  nK
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אiאאאisאאאK
אjjdאאאK

אאאiא
jijc،ijc K 

אאKאאא
אאאאאא

אKאאאאijxW 
 

אאאאiאj  :ijx = 
 

،אאאאאא
"min"KאאאאKא

אiאjij ijc xK،
אאW 

1 1

m n

ij ij
i j

c x
= =
∑∑ 

אאאאאKא
אiאא،אאisאא

،אW 
     

                             
1

 ( 1, 2,..., )
n

ij i
j

x s i m
=

≤ =∑     

אאj، אj
jdאא،אW  



٢٤٥  مسائل النقل والتوظيف

                             
1

( 1, 2,..., )
m

ij j
i

x d j n
=

≥ =∑   

  

אאאאW  
  

  

                         

1 1

1

1

min

s.t.     ( 1, 2,..., )

( 1, 2,..., )

0 ( 1,..., ;

1,..., )

m n

ij ij
i j

n

ij i
j

m

ij j
i

ij

c x

x s i m

x d j n

x i m

j n

= =

=

=

≤ =

≥ =

≥ =

=

∑∑

∑

∑ 

  

אW  

1 1

m n

i j
i j

s d
= =
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אאא،    مـسألة نقـل
אאאאK(balanced transportation problem)متوازنة 

אאאא
אK 

 א،אאאK
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אאאאW 
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אאא
،אאא

؛
א

K 
אאK 

   

  ) ٨,١(مثال 
،א

אKא٢٠א א
אFKKEאא٣٠ KKאא
٤٠א KK .אאאW

א١٥אKKאא،١٨
KKא،א٢٥KK،אאאא
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٣٢ KKKKKאאא
١٠א אא،٨ אא٧ 

אאא٩ Kאאאא
אאW 

 

  ).٨,١(جدول     

    
  

  
 العرض        

 مليون  ٤المدينة ٣المدينة ٢المدينة ١المدينة    
 س.و.ك

 20 9 7 8 10 ١المحطة   

 30 14 12 11 5 ٢المحطة   

 40 8 6 15 13 ٣المحطة   

 الطلب       
 مليون 

   32  25  18  15 س.و.ك

  
 

אK 
 

  الحل
אאאFE

FE؛אאאאW 
  

KKאאiאj  :ijx = 
  

אאאW 
  

     Fאא١E11 12 13 1410 8 7 9z x x x x= + + + 
     Fאא٢E21 22 23 245 11 12 14x x x x+ + + + 
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     Fאא٣E31 32 33 3413 15 6 8x x x x+ + + + 
 

א،אאKא،א
قيود العرضא(supply constraints) ،אאא

אאK،א
20KKאאKW 

11 12 13 14 20x x x x+ + + ≤ 
אא30א،

40KאאאאW 
  

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

20
30
40

x x x x
x x x x
x x x x

+ + + ≤
+ + + ≤
+ + + ≤

 

אאقيود الطلبא(demand constraints)،
אאKאא

15KK،אW 
11 21 31 15x x x+ + ≥ 
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אאא20 30 40 90+ + =א،
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אאKא
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W،אאא
א،אאאmnא(cell)

א( , )i j  אאאא
אiאjאא،

אאא( , )i jijcKא
אאאKאאא
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אF٢}٨Eא؛
אאK 

   

  إيجاد حل أساسي مقبول لمسألة النقل) ٨,١,١(
Finding a Basic Feasible Solution for TP 

  

mאאn אאK
אm n+אK

אאM -א
אא،אאאKאא

א،Kאא
אK 
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אאאאijxא

אאאאאאא،א
אאK 

 

אאא
אאאאKא،א

אא1א 2 3 90s s s+ + =KKK
אאא1א 2 3 60d d d+ + =

KKKאאא90א 60 30− =KKK
אאK،
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א،א1m n+ −אK
אאאK1m n+ −

אאm nאא،א
אאא،F١}٨KE

א،אאא(loop)K 
 

   Loop الدائرة المغلقة): ٨,١(تعريف 

א(loop)الدائرة المغلقة 
אאW 

١ J  (consecutive cells)
אאK 

٢ JאאK 
٣ Jאאאאא
Kאאא 
  

אאאאאא
אאF٢}١}٨EאKאא،אא

אאאאK 
 

  )٨,٢ (مثال
אF٢}٨Eא،FEא؛א

(1,2) (2,3) א
אK 
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אFEא؛
אK 

אאFEFEאK 
  

(ب)(أ)

(د)(ج ـ) 
  )٨,٢(شكل 

 

،אאאאאK 
  

 )٨,١(نظرية  

אאא Jאmאאn
אא J1m n+ −אאא

אאK 
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אאאאF١}٨E
אKא،

אאאאאאאאK 
 

  طريقة الركن الشمالي الغربي) ٨,١,٢(
Northwest Corner Method 

  

אאאא
אKאאאאFאאאE

א11xFא1s1d 
KEא11 1x s=אאא،

אאK1d
1 1d s−Kא11 1x d=א،אא

1s1 1s d−Kא11 1 1x s d= =،א
אאאFKEאאא

1 0d =אאא،1 0s =K 
 אאאאאא

אאאאאאא،K
אא

אאאאא؛
אאא،

KאאאK 
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אאאא
K 

 

  )٨,٣(مثال 
  

אF٣}٨EאאKאא
אאK 

אF٣}٨E،אijc؛א
אאאאאאאK 

 

  
  ).٨,٣(جدول     

 

1 4s =

3 5s =

2 3s =

4 3d =3 2d =2 4d =1 3d =

العرض
 

الطلب 
  

  

  الحل
،אאאא

אאF٣}٨Eא،(1,1)،W 
 

11 1 1min{ , } min{4,3} 3x s d= = = 
  



٢٥٦  مقدمة في البرمجة الخطية

אא1s1 1 4 3 1s d− = − =،
אF٤}٨KE 

 

  ).٨,٤(جدول        

1

5

3

324×

3

 
 

א(1,2)אאאאא،א
א12 1 2min{ , } min{1,4} 1x s d= = =Kא

אא1،אאאא4
א4א 1 3− =،אF٥}٨KE 

 

  ).٨,٥(جدول 
  

5

3

323×

3 1 ×

 
א(2,2)א،אאא

א22 2 2min{ , } min{3,3} 3x s d= = =،א



٢٥٧  مسائل النقل والتوظيف

אא3K2 2s d=،אאא
אאאאא،

אK،אאא
F٦}٨KE 
 

  ).٨,٦(جدول 
  

5

0

32×

3 1 ×

×

3

 
 

א(2,3)א،אאא
א23 2 3min{ , } min{0,2} 0x s d= = =Kא

אא0אא2אא
2 0 2− =א،F٧}٨KE 

 

  ).٨,٧(جدول 
  

5

32×

3 1 ×

×

3 ×0

 



٢٥٨  مقدمة في البرمجة الخطية

33א min{2,5} 2x = =،55 2 3− =،
אF٨}٨EK 

  

  ).٨,٨(جدول 

3×

3 1 ×

×

3 ×0

×

32

  

34א 3 4 3x s d= = =א،F٩}٨KE 
  

  ).٨,٩(جدول 

×

3 1 ×

×

3 ×0

×

3 ×

×

2

  
אא،

11א 12 22 23 33 343, 1, 3, 0, 2, 3x x x x x x= = = = = =K
אאאאK 

 

 אאאאאא
אא،Kא

  



٢٥٩  مسائل النقل والتوظيف

אאK،אא
א1m n+ −אאאא،

،אF١}٨Eאא
K 

  
  طريقة السمبلكس لحل مسألة النقل) ٨,١,٣(

The Transportation Simplex Method 
  

  אאאאא
אא،אאאאW 

 

١ Jאאא
אאאאאF٢}١}٨EאK 

٢ Jאא،אאא
אאאאאאאK 

٣ J. 

٤ JאאF٢EF٣E
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 

  

ijxFא1i =EW 
1 0B ij ij i j ijB a c u v c− − = + − =c 

  

i j iju v c+ =K1א 0u =א،W 
i j iju v c+ = 

   

אKא1
B B −c 

אאW 
  

1 1 1

1 2 2 2

2 3 3 3

3 4

0, 10
8, 11
12, 6
8

u u v
u v u v
u v u v
u v

= + =
+ = + =
+ = + =
+ =
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אאW 
1 2 2 3 3 410, 8, 3, 9, 3, 11v v u v u v= = = = = − = 

  

 אאאאאא
אאRow 0KאאW 

 

1
ij B ij ij i j ijc B a c u v c−= − = + −c 

  

אאאאW 
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21

24
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32
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3 8 15 10

c
c

c
c
c
c

= + − =
= + − =

= + − =
= + − =
= − + − = −
= − + − = −

*

 

  

21אc21אx
אאאK 

אאאאאאא،
א×אאאK

אאivאאiu. 
,i ju v،1 0u =،

אאאi ju v+ijc אא
×K 

 
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          
  

1א 0u =،א(1,1)،א
1v1 1 10u v+ =،1א 10v =K 

   

2vFא(1,2)
E1 2 8u v+ =،2א 8v =K 

  

2u2 2 11u v+ =،2א 3u =K
א3 9v =،2 3 12u v+ =،3 3u = −،

3 3 6u v+ =،4א 11v =،3 4 8u v+ =K 
  

אא,i ju v אא
F١٤}٨KE 

 
 
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Wאijcא 
ij i j ijc u v c= + − 

  

ijcאא×Kא
(1,3)אW 

13 1 3 13 0 9 7 2c u v c= + − = + − = 
   

א(1,4)אW 
14 1 4 14 0 11 9 2c u v c= + − = + − = 

  

21 24 31 328, 0, 6, 10c c c c= = = − = −K 
  

א،אאאF١٥}٨KE 
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6− 10−

08 *
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 
  

אijc( )*ijc
ijxאאאKאF١٥}٨Eא8

(2,1)אאאא21xK 
 

   للانتقال إلى حل أساسي مقبول آخر(pivot)عمل تحوير : الخطوة الثالثة
    

١ Jאא(loop)א
אאאFא
אאKE 

 

א21xאאאKא
(2,1)אאאא،

Fאא(2,1)EאK 
אאא(2,1) (2,2) (1,2) (1,1)− − −K

אאאא
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אאאKא(2,1) א0א،(2,2)
א1KKKאK 

 

אخلايا زوجيةא(even 

cells)אא خلايا فرديـة(odd 

cells)Kאאא(2,1)(1,2)
،א(2,2)(1,1)K

אW 
 

E O E O
(2,1) (2,2) (1,2) (1,1)− − −

 
    

  

٢ JEHFאאF
אאθE،F JEאא

FאאθKEא
אF١٦}٨Eאאאא( )*

אאאKאאK 
 

٣ Jאθאא
אאאאאFאאאא
אKEאאmin{13,15} 13θ = =K 

  

13אθ =אאאF
אאאאE،13θ =אא

אFאאאאKEא
F١٧}٨KE 



٢٧١  مسائل النقل والتوظيف
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٢٧٢  مقدمة في البرمجة الخطية

אF١٧}٨E،0א(2,2)
22אxאKالخلية الفردية  א

א. ذات أصغر عدد هي الخلية التي تحتوي على المتغير الخارج     
22xאאא

אW  
  

2 11 12 21 23 33 34: 2, 18, 13, 17, 8, 32bfs x x x x x x= = = = = =  
 

  تكرار الخطوتين الثانية والثالثة حتى نصل للحل الأمثل: الخطوة الرابعة
  

 

אאא2bfsאא،
אאKא
אאאW 

ij i j ijc u v c= + − 
  

א,i ju vK 
אF١٨}٨Eא×

K,i ju vאW 

i j iju v c+ =  
  

ijxKאא1 0u =،
2 38, 17v v= =KאאאF١٨}٨EK 

 
 



٢٧٣  مسائل النقل والتوظيف
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אij i j ijc u v c= + −א
אאK 
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٢٧٤  مقدمة في البرمجة الخطية

13 14 10c c= =،،א13x
14x אאK13xאאאKא

אאא(1,3)،
אKאא

(1,3) (1,1) (2,1) (2,3)− − −،EHFאא
(1,3), (2,1)،F JEאא (1,1), (2,3)،

אF٢٠}٨KE  
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 
אθאW 

min{2,17} 2θ = = 
2אθ =אאאא 2θ =

אאאKאF٢١}٨KE 
 



٢٧٥  مسائل النقل والتوظيف
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10 8 7 9

20

30

40

15 322518

218

15 15

8 32

 
11xאאאאW 

3 12 13 21 23 33 34: 18, 2, 15, 15, 8, 32bfs x x x x x x= = = = = =K 
  

  ).٨,٢٢(جدول      

   

13 15 6 8

1412115

10 8 7 9

×

××

×

×

×

1 0v = 2 8v = 3 7v = 4 9v =

1 0u =

2 5u =

3 1u = −

            
  



٢٧٦  مقدمة في البرمجة الخطية

,i ju v،×
אF٢٢}٨E،אאi j iju v c+ =

אK 
  

אאאאאאW 
ij i j ijc u v c= + − 

  
ijcא( , )i jאא

×אF٢٣}٨KE 
 

  ).٨,٢٣(جدول 

13 15 6 8

1412115

10 8 7 9

×

××

×

×

×

1 0v = 2 8v = 3 7v = 4 9v =

1 0u =

2 5u =

3 1u = −

10− 0

2 * 0

14− 8−

 
  

22cא22x
אאK 



٢٧٧  مسائل النقل والتوظيف

אאא،אא(2,2)א
א،אאאKאא

אW 
(2,2) (2,3) (1,3) (1,2)− − − 

  

  

EHFאא(2,2), (1,3)،F JEא
(1,2)א, (2,3)א،F٢٤}٨KE 

 

  ).٨,٢٤(جدول 

13 15 6 8

1412115

10 8 7 9

20

30

40

15 322518

218

15 15

8 32

*
+

+-

-

 
א،אאθאW 

min{15,18} 15θ = = 
  

א15θ =،אאאא15θ =
אאאKאF٢٥}٨KE 

 



٢٧٨  مقدمة في البرمجة الخطية

  ).٨,٢٥(جدول 

13 15 6 8

1412115

10 8 7 9

20

30

40

15 322518

173

15 15

8 32

 
 

23xאאאאW  

4 12 13 21 22 33 34: 3, 17, 15, 15, 8, 32bfs x x x x x x= = = = = =  
  

  ).٨,٢٦(جدول      

13 15 6 8

1412115

10 8 7 9

×

××

×

×

×

1 2v = 2 8v = 3 7v = 4 9v =

1 0u =

2 3u =

3 1u = −

              
 

,i ju v،×
אF٢٦}٨E،אאi j iju v c+ ؛=

אK 



٢٧٩  مسائل النقل والتوظيف

  

אאאאאאW 
ij i j ijc u v c= + − 

ijcא( , )i jא
F٢٧}٨KE 

  

  

  ).٨,٢٧(جدول 

13 15 6 8

1412115

10 8 7 9

×

××

×

×

×

1 2v = 2 8v = 3 7v = 4 9v =

1 0u =

2 3u =

3 1u = −

8− 0

2− 2−

12− 8−

 
 

0ijc ≤،אאאאאא4אbfs
zW 

8(3) 7(17) 5(15) 11(15) 6(8) 8(32) 687z = + + + + + = 
אא14 0c =،אK

،א14xאאK
אא(1,4)א

א،W 
(1,4) (3,4) (3,3) (1,3)− − − 



٢٨٠  مقدمة في البرمجة الخطية

  ).٨,٢٨(جدول 
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+-

+ -

*

 
  

،אאאאθ،
אW 

min{17,32} 17θ = = 
17אθ =אאאא،17θ =

אאאKאF٢٩}٨E 
 

13 15 6 8

1412115

10 8 7 9

20

30

40

15 322518

3

15 15

25 15

17

 

 ).٨,٢٩(جدول
 



٢٨١  مسائل النقل والتوظيف
  

אF٢٩}٨Eאאא،W 
5 12 14 21 22 33 34: 3, 17, 15, 15, 25, 15bfs x x x x x x= = = = = = 

  

אאא5אbfsאאא،
אאאא4bfs687K 

8(3) 9(17) 5(15) 11(15) 6(25) 8(15) 687z = + + + + + = 
  
  

אא4bfsאF٣}٨KE 
  

  حظةملا
 אאאאא4،

אא6אK 
 

١المحطة 

٢المحطة 

٣المحطة 

٤المدينة 

٣المدينة 

٢المدينة 

١المدينة 

1 20s =

1 40s =

2 30s =

1 15d =

2 18d =

4 32d =

3 25d =

12 3x =

13 17x =

21 15x =

22 15x =

33 8x =

34 32x =

11 0x =

14 0x =

23 0x =

24 0x =

31 0x =

32 0x =

 
  ).٨,٣(شكل 

  



٢٨٢  مقدمة في البرمجة الخطية

  التوظيفمسائل ) ٨,٢( 
   Assignment Problems 
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٢٨٤  مقدمة في البرمجة الخطية
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٢٨٥  مسائل النقل والتوظيف

  
  الخطوة الأولى
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٢٨٦  مقدمة في البرمجة الخطية

  الخطوة الثانية
אאאא

א،אF٣٤}٨KE 
 

  ).٨,٣٤(جدول       

0 8 3 6

3 2 8 0

12 0 4 1

5 0 6 2

0 0 3 0 
אאאאKא

א3א،אאF٣٥}٨E 
 

  ).٨,٣٥(جدول       

0 8 0 6

3 2 5 0

12 0 1 1

5 0 3 2
 

  

   الخطوة الثالثة
 أقل عددאאאא

אאאF٣٥}٨KEאא4Fm
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אאE،אא4
אא

אKא4،אא
אאאK 

  

אאא،
אאאF٣٧}٨EK

אF٣٦}٨EK 
  

  ).٨,٣٦(جدول       

0 8 0 6

3 2 5 0

12 0 1 1

5 0 3 2
 

  

الخطوة الرابعة 
אאאאא

،אאאאאא
אאאאאK 

  

אF٣٦}٨Eא1،1
א68א،1 אאאא،

אF٣٧}٨KE 
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  ).٨,٣٧(جدول  

0 9 0 7

2 2 4 0

11 0 0 1

4 0 2 2
 

  

אאKא
F٣٧}٨Eאאא4

אF٣٨}٨KE 
 

  ).٨,٣٨(جدول 

0 9 0 7

2 2 4 0

11 0 0 1

4 0 2 2
 

  

אא4 
Kאאא 

  

א(1,1) (2,4) (3,3) (4,2)− − −،א
11א 24 33 42 1x x x x= = = =،אz

3 4 6 2 15+ + + =K 



٢٨٩  مسائل النقل والتوظيف

  

אאאא
אKאאKא

אK   
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   الثامنالفصلتمارين 
  

F١}٨E،30
אKאאא،40

אאא50א
F٣٩}٨EאאאאK 

 

 ).٨,٣٩(جدول 
        

 ٣الزبون  ٢الزبون  ١الزبون   
 4  8 7  ١ المخزن

  4 6 5  ٢ المخزن
  

א،א
אK 

 

F٢}٨Eאא4א،
4KאF٤٠}٨Eאא

אאK 
  

אאא
א،K 

 
 
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 
  ).٨,٤٠(جدول 

  ٤المهمة   ٣المهمة   ٢المهمة  ١المهمة   
 12 8  5 12  ١الموظف 

 4 14 8 7  ٢الموظف 

 6 9 6 10  ٣الموظف 

 4 13 5 3  ٤الموظف 

  
F٣}٨EאאW 

 

11 12 13

21 22 23
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41 42 43
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min 3 6 4
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2 10 6
11 4

s. t.         10
12
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14

20
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0, ( 1: 4;ij
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x x x
x x x
x x x

x x x
x x x
x x x
x x x

x x x x
x x x x
x x x x

x i

j

= + +
+ +
+ +
+ +

+ + ≤

+ + ≤
+ + ≤
+ + ≤

+ + + ≥
+ + + ≥
+ + + ≥

≥ =

1: 3)=
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F٤}٨EאW 
   

11 12 13

21 22 23

11 12 13

21 22 23

11 21

12 22

13 23

min 3 6 4
5 7 9

s. t.         10
12

6
8
8

0, ( 1: 2, 1: 3)ij

z x x x
x x x

x x x
x x x
x x
x x
x x

x i j

= + +

+ +
+ + ≤
+ + ≤

+ ≥
+ ≥
+ ≥

≥ = =

  

 
F٥}٨E١ JאאW

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

11 21 31

12 22 32

13 23 33

14 24 34

min 2 4 6 5
3 11 12
6 5 3 7

s. t.         8
10
20

5
7
9
17

0, ( 1: 3, 1:ij

z x x x x
x x x x
x x x x

x x x x
x x x x
x x x x

x x x
x x x
x x x
x x x

x i j

= + + +

+ + +
+ + +

+ + + ≤
+ + + ≤

+ + + ≤

+ + ≥
+ + ≥

+ + ≥
+ + ≥

≥ = = 4)

  

٢ J؟א 



٢٩٣  مسائل النقل والتوظيف

 
F٦}٨E،אאאW 

                                            
  

11 12 13 14 15

21 22 23 24 25

31 32 33 34 35

41 42 43 44 45

51 52 53 54 55

11 12 13 14 15

21 22 23 24 25

31 32 33 34 35

min 4 6 7 2 3
2 5 4 4
5 9 2 5 7
4 6 2 9

3 6 7 2

s. t.         1
1
1

z x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

x x x x x

x x x x x
x x x x x
x x x x x
x

= + + + +

+ + + +
+ + + +

+ + + +

+ + + +

+ + + + =
+ + + + =

+ + + + =

41 42 43 44 45

51 52 53 54 55

11 21 31 41 51

12 22 32 42 52

13 23 33 43 53

14 24 34 44 54

15 25 35 45 55

1
1

1
1
1
1
1

0, ( , 1:5)ij

x x x x
x x x x x

x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

x i j

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =
+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

≥ =
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F٧}٨Eאאא،W 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

min 3 5 8 6
6 4 9
4 6 11 2

4 5 6

z x x x x
x x x x
x x x x

x x x x

= + + +
+ + +
+ + +
+ + +

 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

s. t.         1
1
1
1

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

+ + + =
+ + + =
+ + + =
+ + + =

 

11 21 31 41

12 22 32 42

13 23 33 43

14 24 34 44

1
1
1
1

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

+ + + =
+ + + =
+ + + =
+ + + =

 

0, ( , 1: 4)ijx i j≥ = 
 
 



٢٩٥ 

אא  

 
 ��������a%��
 �	�y4%א�

 Networks Problems 
    

  تعاريف أساسية •

 مسألة المسار الأقصر •

 مسألة التدفق الأعظم •

 
אאאאKא

אאא،א
אאK 

אאאאא
،אאאא

אK 
  

  تعاريف أساسية) ٩,١(
Essential Definitions 

 

  א،
אאאאא

אאאאאאK 



٢٩٦  مقدمة في البرمجة الخطية

  

 א(vertices)
Fא(nodes)E(arcs)Kאא

V،A،W  
    

  Arcالضلع  ):  ٩,١(تعريف

אאאאא،
אאK 

 

אאא( , )i jאאא،i
אjKאiאא(initial vertex) אj

א(terminal vertex)K 
 

  )٩,١(مثال
אאאF١}٩Eאא،:  

{1,2,3,4,5}V = 
אW 

{(1,3), (2,1), (2,4), (3,5), (4,5), (5,3)}A =  
  

 

4

1

2

3

5  
  .)٩,١(شكل 

  



٢٩٧  مسائل الشبكات

אאF١}٩Eא،
אKאא1א3،

א3 א1Kאא
3 א 5K 
 

 א(chain)א،(path)K 
 

  Chain  السلسلة):  ٩,٢(تعريف

אאالسلسلة
אאK 

  

  Path  المسار):  ٩,٣(تعريف

אאאالمسار
אK 

 

אF١}٩Eאא،(2,1) (2,4) (4,5)− −،
אאKא(2,1) (1,3) (3,5)− −

אKאאאא2א5K 
 

  مسألة المسار الأقصر) ٩,٢(
Shortest Path Problem 

 

 אאא،א
א1אא،א
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אאא(shortest path problem)K،אאא
אא(Dijkstra's Algorithm)K 

  

طريقة دايجكسترا) ٩,٢,١( 
Dijkstra's Algorithm 

 

 אאא1
אKאאא

אאא،1א
אKאאא1 א0K
i1 אאאא

אiא1Kאא1
∞Kאאאj א

אאKאאjאk
jאאW 

١ JאאאkK 
٢ Jאאj +א( , )j kK 

  

אאא،אאK 
 

  )٩,٢(مثال
אאא1א

6Kא1א6،
אאKאF٢}٩Eאאאא
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אKאאאא6א
K 

 
4

1

2

3 5

6

2

2

5

3

1
4

4

1

3

 
  .)٩,٢(شكل

  الحل
אאא1 א0،

א1אF23Eאאא
א1א23Kא22

3א4Kא∞K 
  

אאאi
אאאiKאאאW 

  

[ ]0 2 4 ∞ ∞ ∞ 
  

*אאא
(permanent label)Kא1א،א

אW 
*0 2 4⎡ ⎤∞ ∞ ∞⎣ ⎦  
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אאאFאא
אEאW 

* *0 2 4⎡ ⎤∞ ∞ ∞⎣ ⎦  
א2אKאא

אאא3,4,5،א
אאW 

   

١ JאאK 
٢ Jא2אאאאאא2 א

אK 
אא3,4,5Kאא34א،

א2א2א(2,3)1Kאאא
3אW 

min{4,2 1} 3+ = 
4אא∞אאא،2

2א(2,4)3Kאאא4א
W 

min{ ,2 3} 5∞ + =  
אאא،5W 

min{ ,2 5} 7∞ + =  
אאW 

* *0 2 3 5 7⎡ ⎤∞⎣ ⎦  
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א3 . 
* * *0 2 3 5 7⎡ ⎤∞⎣ ⎦  

א3،
אאא5אKא

5א7אאא،3 3 
(3,5)א 2Kאא5אW 

min{7,3 2} 5+ = 
אאW 

* * * *0 2 3 5 5⎡ ⎤∞⎣ ⎦ 
אא45א،4K

א4אא{5,6}Kא
5א4Kא6W 

min{ ,5 3} 8∞ + = 
אאW 

* * * * *0 2 3 5 5 8⎡ ⎤⎣ ⎦ 
אא5אא

6אא،6K 
min{8,5 1} 6+ = 

אאאW 
* * * * * *0 2 3 5 5 6⎡ ⎤⎣ ⎦ 

א1א6 6K 
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 א1א6
Kאא6

אאא،אאא
אא1K6א

א651א(5,6)Kא5אא
6K5אא،532

א(3,5)Kא3אא5K
א3א21א(2,3)Kא2א

א3Kא،1אא2،
א1א6א1 2 3 5 6− − − −.  

  
  
  

  

  مسألة التدفق الأعظم) ٩,٣( 
Maximum Flow Problem 

 

אאא(capacity) 
אאאאK،א

(source) (sink).א
אאאא(maximum flow problem) .א

،אא
(Ford-Fulkerson Method) אאאK    

  

   )٩,٣(مثال 
א

אsoאsi1,2,3,4אKאF٣}٩E،
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K 
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אא0a אsiאsoא

F٤}٩KEאאאאא
אאא ضــلع اصــطناعي

(artificial arc)Kאאא،W 
אאא( , )i jאאא:ijx = 
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אאאאsiאאא
0xאא،0aאא

אאאKאא
א0xאא

ijcאאאא،iאא
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אאאא
K 

 
  طريقة فورد فولكرسون) ٩,٣,١( 

Ford-Fulkerson Method 
 

 אsoאsi
אFא

Eאא،K
،אאא

،KKKאK
אK 

 

   )٩,٤(مثال 
אאF٣}٩EאK 

  

   الحل
אF٣}٩Eא0aאאK

( , )i j אאאא( )ijx ijc
אא( , )i jKאא

0אKאאאאF٥}٩E
K 

 
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אאאאא( , )i k
אאKאאאiא

א،אא0אaא
אאא0אaKא0a 

אאא؛א
אא0aK 

אאא
אCWאميـة الأضـلاع الأما א(forward arcs)،

אאالأضلاع العكسية(backward arcs)KאאCא
אאאאאsoאא،K

אאאאאאאsi،
אKאאא

( , 2) (2,4) (3,4) (3, )so si− − −אאא،
(3, 4)K 



٣٠٧  مسائل الشبكات

אאאא
אאW 

١- אאאK 
٢- אאאאK 

  

אא
KאאאK 

 אאא
אאKאאאאא

ij ijc x−אאאא،ijxKא
אθאאאאC

אאij ijc x−אא،ijxאאK 
( ,1) (1,3) (3, )so si− −א،

אא
min{1,4,3} 1=Kאאא

1ijx =אאKא( ,1)so
،אאאאא،אא

אא
Kא،

אאאאK
0aאKאF٦}٩EאK 

  
  



٣٠٨  مقدمة في البرمجة الخطية
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אאאא،א
אאאא

אאKאא( ,3) (3, )so si−،
אא

אmin{5,3 1} 2− =Kא
2אא( ,3)so،1+2(3, )siK

3)א, )siאאא
אK0aאF٧}٩KE 
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٣٠٩  مسائل الشبكات

אאאאKא
א( ,3) (3,4) (4, )so si− −אא،

א
min{5 2,2,1} 1− =KאאאK

4)א, )siאאא،
אאK0aאKאF٨}٩E

אK 
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אאאא١٢،
אאאאא0 4a =،

אאijxאאא( , )i jK  
  

  

אאא،א
אאאא

K 
  

  



٣١٠  مقدمة في البرمجة الخطية

  ) ٩,٥(مثال 
אF٩}٩E،אאאאא؛

אK 
 
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2
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  .)٩,٩(شكل 

  

אאא0אא
א0aא،אאF١٠}٩E

K 
 
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٣١١  مسائل الشبكات

אא( ,3) (3, )so si−אא،
א

min{3,5} 3=KאאKא
( ,3)soאאא،א

אK0aאאF١١}٩KE 
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 

אאא
א( ,1) (1,2) (2,3) (3, )so si− − −א،

؛אא
min{2,7,2,5 3} 2− =Kאא

אאK0a
אF١٢}٩KE 
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אאאאK
אא

( , 2) (1,2) (1, )so si− −Kא( , 2)so (1, )si 
،82אאK(1,2)א

אאאאא،
2Kא
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   إنجليزي-عربي: أولاً

  
  

 optimality test  ٧٧  اختبار الأمثلية

       ratio test  ٨٤  اختبار النسبة

 suboptimal basis  ١٩٤  أساس جزئي

 infeasible  basis  ١٩٤  أساس غير مقبول

 Principles  ٢٤  أساسيات

 Optimization  ٤  أمثلية
      

  

  
  

 operations research  ١  بحوث عمليات

 linear programming  ١  برمجة خطية

 mathematical programming  ٣  برمجة رياضية

 nonlinear programming  ٣         ةبرمجة غير خطي

 Dimension  ٢٧  بعد



٣٢٠  مقدمة في البرمجة الخطية

                                                                        
  

  
  

  sensitivity analysis  ١٦٩  تحليل الحساسية
 pricing out  ١٥٨  ترخيص

 permanent label  ٢٩٩  ترقيم دائم

 convex combination  ١٠٧  تركيب محدب
  

  
  

   duality  ٢١١  ثنائية

 weak duality  ٢٢٤  ثنائية ضعيفة
                      

  
 Gauss Jordan elimination  ٨٦  جاوس جوردن للحذف

 tableau  ٨٠  جدول

 optimal tableau  ٩١  جدول أمثلي

                                

  
  

 basic solution  ٧٠  حل أساسي

 basic feasible solution  ٧٢  حل أساسي مقبول

 optimal solution  ٣٣  حل أمثل

 initial solution  ٧٦  حل مبدئي

 adjacent solution  ٧٥  حل مجاور



٣٢١  كشاف الموضوعات

                                

  
  

 consecutive cells  ٢٥٢  خلايا متعاقبة

 cell  ٢٦٠  خلية

 even cell  ٢٧٠  خلية زوجية

 odd cell  ٢٧٠  خلية فردية
  

  
  

 loop  ٢٥٢  دائرة مغلقة

 objective function  ٤  دالة الهدف

 linear function  ٤  دالة خطية

 cycling  ٩٦  دوران
   

 

  
  

 Vertex  ٢٩٦  رأس

 initial vertex  ٢٩٦  رأس ابتداء

 terminal vertex  ٢٩٦  رأس انتهاء

    total profit  ١١  ربح إجمالي

 first quadrant  ٣٦  الربع الأول
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 Chain  ٢٩٧  سلسلة

 capacity  ٣٠٢  سعة

  

  
  

 network  ٢٩٥  شبكة

 sign restriction  ٥  شرط الإشارة

  canonical form  ٧٨  شكل قياسي
 

  
  

 pivot row  ٨٥  صف محوري

 Formulation  ٨  صياغة

 formal statement  ١٢  صيغة ائية

 standard form  ٦٤  صيغة قياسية
 

  
  

 necessary  ٥٩  ضروري

 Arc  ٢٩٦  ضلع

 artificial arc  ٣٠٣  ضلع اصطناعي

 forward arc  ٣٠٦  ضلع أمامي

 backard arc  ٣٠٦  ضلع خلفي
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 right hand side  ٨٠  الطرف الأيمن

 Method  ٢٣  طريقة

 iterative  method  ٩٥  طريقة تكرارية

 algebraic method  ٦٣  طريقة جبرية

 Dijkstra's method  ٢٩٨  طريقة دايجكسترا

 orthwest corner method  ٢٥٤  الركن الشمالي الغربيطريقة 

 simplex method  ٦٣  طريقة السمبلكس

   revised simplex method  ١٤٦  طريقة السمبلكس المعدلة

 Ford-Fulkerson method  ٣٠٢  طريقة فورد فولكرسون

 two phase  method  ١١٩  طريقة المرحلتين

  big M method    ١١٩   الكبيرةMطريقة 

 Hungarian method  ٢٨٤  الطريقة الهنغارية

  
  

  infeasible LP  ٤٩  عدم إمكانية الحل

 Node  ٢٩٦  عقدة

 row operations  ٨٥  عمليات صفية

  pivot column  ٨٥  العمود المحوري

 pivot term  ٨٥  عنصر محوري
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  unrestricted in sign  ٥  غير محدد الإشارة

 infeasible  ١٧٠  غير مقبول

 degenerate  ٩٦  غير منتظم
  

  
  

 inspection  ١٩٨  فحص

 space  ٢٧  فضاء

 subspace  ٢٧  فضاء جزئي
  

  
 constraint  ٤  قيد

 demand constraint  ٢٤٨  قيد طلب

 supply constraint  ٢٤٨  قيد عرض

 binding constraint  ٤٥  قيد ملزم

 nonbinding constraint  ٤٥  قيد غير ملزم
  

  
  

 sufficient    ٥٩  كافٍ
   

  
  

 linear inequality  ٥  متراجحة خطية

 linear variety  ٢٦  متعدد خطي
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      polytope  ٣٠  متعدد سطوح

 Variable  ٤  متغير

 basic variable  ٧٠  متغير أساسي

     artificial variable  ١١٩  متغير اصطناعي

 model parameter  ١٧٠  متغير النموذج الرياضي

 leaving variable  ٨٢  متغير خارج

 entering variable  ٨٢  متغير داخل

    excess variable  ٦٦  متغير زائد

 nonbasic variable  ٧٠  أساسيمتغير غير 

 decision variable  ٩  متغير قرار

 slack variable  ٦٥  متغير مكمل

 complementary slackness  ٢٣٥  متممة المكملة

 Bounded  ٣٠  محدود

 Polyhedron  ٣٠  مجسم مضلع

 convex set  ٢٤  مجموعة محدبة

 range of variation  ١٧١  مدى التغير

 supply point  ٢٤٣  مركز تموين

 demand point  ٢٤٣  مركز طلب

 path  ٢٩٧  مسار

 Problem  ٦  مسألة

 production  ٧  الإنتاج
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 Primal  ٢١١  أولية

 maximum flow  ٣٠٢      التدفق الأعظم

 diet  ١٧  التغذية

 cost-minimization  ٧  تقليل التكلفة

 assignment  ٨  التوظيف

 normal  ٢١٢  طبيعية

 nonnormal  ٢١٧  غير طبيعية

 unbounded LP  ٥٠  غير محدودة الحل

 shortest path  ٢٩٧      المسار الأقصر

 advertising budget  ٧  ميزانية الإعلانات

 transportation  ٨  النقل

 balanced transportation  ٢٤٥  نقل متوازنة

 line  ٢٦  مستقيم

 isocost line  ٣٨  مستقيم التكلفة

 isoprofit line  ٣٨  مستقيم الربح

 plane  ٢٦  مستوى

 hyperplane  ٢٦  مستوى فوقي

 sink  ٣٠٢  مصب

 linear equality  ٥  معادلة خطية

 economic interpretation  ٢٢١  معنى اقتصادي

  Source  ٣٠٢  منبع



٣٢٧  كشاف الموضوعات

 Nondegenerate  ١١٢  منتظم

 feasible region  ٣٢  منطقة الحل

     slope  ١٧٤  ميل
              

  
  

 half space  ٢٩  نصف فضاء

 system  ٧٠  نظام

  dual theorem  ٢٢٨  نظرية الثنائية

 minimzer  ٤٢  نقطة تصغير

  maximizer    ٤٢  نقطة تكبير

 corner point  ٣٠  نقطة حدية
                                      

  

  
  

 alternative optimal solutions  ٤٦  وجود أكثر من حل

  
                        



٣٢٨  مقدمة في البرمجة الخطية

          


