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  الفصل الأول 

  الحقول المنتهية

  , مقدمة في البناء الجبري للحقول المنتهية

   عدقطر, للحقول المنتهيةالبناء الضربي 

   :مقدمة في البناء الجبري للحقول المنتهية)١-١(

 التي تحوي نعطي مقدمة عن البناء الجبري للحقولا البند سوف في هذ
عدداً منتهياً من العناصر وتدعى مثل هذه الحقول بالحقول المنتهية إن 

حقل الأعداد الصحيحة  pZالحقول المنتهية موجودة ومثال على ذلك 
المنتهية في هذا البند سوف نعين جميع الحقول  . pالعدد الأوليقياس 

  .بالإضافة إلى العديد من الخواص التي تتمتع بها

  نبدأ بالتمهيدية التالية 

  ):١-١-١(تمهيدية

   حيث  إن من العناصر وافرض q يحوي حقلا منتهياFًليكن 

   من العناصر حيث  يحوي عندئد  .  حقلا منتهياً

  :البرهان 

 ن يكون  فيجب أولكونه منتهياً    فضاء متجهات على باعتبار  

ن بما أ.  وليكن      منتهي البعد آفضاء متجهات على 

 .   وليكنساس على  له أفضاء منتهي البعد إذن

   :له تمثيل وحيد على الشكلن أي عنصر في ذإ

   في  حيث  
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 هو عدد العناصر التي على الصيغة لذا عدد عناصر 

 حيث مجال تغيير 

 من ن يأخذ وبما أن آل معامل يمكن أ هو

  . من العناصر يحوي ن القيم فنستنتج من ذلك أ

  

  ):١ (نتيجة

ولي  حيث أن العدد الأ هو ن عدد عناصر  فإ حقلا منتهياًذا آان إ

   . هو مميز 

  :البرهان 

  ولي وليكن منتهياً فإن مميزه هو عدد أ آان عدد عناصر لما

 ن  أي أ يماثل   يحوي حقلا ن وعليه فإ

ن عدد تمهيدية السابقة نجد أ فإنه من ال هو ن عدد عناصر وبما أ

    . حيث  هو صر عنا

  



 
٤ 

  ):٢(نتيجة

aنه لأي  فإ يساوي ذا آان عدد عناصر الحقل المنتهيإ F∈ يكون 

  
  :البرهان 

  " ة ضربي الصفرية لأي حقل تكون زمرةن مجموعة العناصر غيرنعلم أ"

 و يكون  ضربية زمرة لذلك يكون مجموعة العناصر غير الصفرية في 

  ومن نظرية الزمر يكون هو عدد عناصرها 

a لكل       فإن   ≠0

  . صحيحة نتيجة تزعمه  الفان ما   a=0ما في حالة آون أ

  

  ):٢-١-١(تمهيدية

ن آثيرة الحدود  فإا آان عدد عناصر الحقل المنتهي هو إذ
  : على النحونها تتحلل في  فإفي 

  



 
٥ 

  :البرهان

من  ولكن يد عن يز لا في ن عدد جذور آثيرة الحدود نعلم أ

 هي جذور لكثيرة الحدود    ن جميع عناصرنجد أ) ٢(نتيجة

نعلم من .   هي جميع جذور ولتكن   

    :ن وعليه فإi≤ ≤1  لكل  ن مبرهنة سابقه أ

 
     

  

  :)١ (نتيجة

نشطار لكثيرة الحدود هو حقل الإن فإ  هوآان عدد عناصرا  إذ

 .  

  : البرهان

ن  فإ هو عدد جميع جذور ،و  تتحلل في  أنبما 

ن مثل هذا الحقل يجب  لأ ن تتحلل في حقل اصغر من لا يمكن أ

 هو حقل ن  وعليه فإ والتي عددها  يحوي جميع جذورأن
  .انشطار آثيرة الحدود 
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  ):٣-١-١(تمهيدية

  .الحقلان المنتهيان الحاويان على العدد نفسه من العناصر متماثلان

  :البرهان 

حقلان يحويان على العدد نفسه من العناصر وليكن عدد  ليكن 

 حقلا  من  آلاًأن نجد نه من النتيجة السابقة فإعناصرهما هو 
لكن من وحدانية حقول  ، انشطار لكثيرة الحدود 

F أنالانشطار نجد  K≅.   

  

  

  ):٤-١-١(تمهيدية

 يحوي  وحيد يوجد حقلmوآل عدد صحيح موجب  p وليل عدد ألك
  . من العناصر

  :البرهان 

 حقل  وليكن  آثيرة حدود فيلتكن 

  .نشطار لكثيرة الحدود هذه الا

 a  لكثيرة الحدود فإن جذراaًحيث   ا آانذنه إأ"نعلم 
   . "g لـ اً مكررجذراً

يوجد تكرار في  نه لا وعليه فإلذلك 

   .رها هو لذلك فان عدد جذو،   أن جميع جذورها مختلفةأي جذور 
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 هي ليكن 

    .جميع جذور 

   . حقل جزئي من  أنثبات والآن نريد إ

ليكن 
  

  آذلك

  

   .نه حقل أي أ حقل جزئي من ن   وعليه فإ

   . من العناصر  يحوي  حقل نه يوجد ثبتنا أوعليه نكون قد أ

 .  من العناصر يحوي آخر حقل  أنثبات الوحدانية نفرض الآن لإ
نهينا  متماثلان وبالتالي نكون قد أ ونجد) ٣-١-١(من التمهيدية 

  .البرهان

  

  :مثال 

  .نه وحيد تحت سقف التماثل  وأ1331تهثبت وجود حقل رتبأ

  :الحل

31331ن نلاحظ أ حقل   هو 1331ن الحقل الذي رتبته وبالتالي فإ=11

   .¢11 على الانشطار لكثيرة الحدود 
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F' فانن رتبة آل منهما  حقليون ليكنالآ F≅ وذلك من 
 من العناصر هو ن الحقل الذي يحوي وبالتالي فإ )٣-١-١(التمهيدية 

  .حقل وحيد تحت سقف التماثل 

  

  البناء الضربي للحقول المنتهية) ٢-١(

ننشدها من نظرية  التي إن النتيجة. نعود لبعض الوقت لنظرية الزمر  
في  من زمرة العناصر غير الصفرية يئيةالزمر تحدد  بناء أي زمرة جز

على وجه الخصوص تحدد البناء أي حقل بالنسبة لعملية الضرب ، و
  .الضربي لأي حقل منتهي

  

  )١-٢-١(تمهيدية

ناصر  لعدد من العبدالية منتهية فيها تتحقق العلاقةزمرة إلتكن 

  . زمرة دورية عندئذ .  n وذلك لكل عدد صحيح موجب nيزيد عن  لا

  :البرهان 

  :سنتطرق في البرهان لحالتين 

   قوى لعدد أولي ذا آانت رتبة إ: الحالة الأولى 

 تكون أنن هذه الرتبة يجب   فإيمكن  عنصرا رتبته اآبر ماليكن 

 تعطينا  العناصر نإ .  لعدد صحيح موجب 

 وحسب فرضيتنا تكون هذه  من الحلول المختلفة للمعادلة 
  .العناصر هي جميع حلول تلك المعادلة 
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ن  فإ بحيث  هي  في ا آانت رتبة ذ إالآن

 فان هذا أعلاه ومما ذآرناه 

  . دورية  مما يجعل لعدد ما  يجعل 

ليها على بدالية عامة فيمكن النظر إ زمرة إ آانت إذا: الحالة الثانية 

 لو الجزئية في  هي زمر سي بحيث النحو 

  .  لرتبة  هي القواسم الأوليةو

نه ل ضرب داخلي لزمر سيلو الجزئية فإعبارة عن حاص  هي أنوبما 

  : بصورة وحيده على الصورة  في يمكن آتابة آل عنصر 

  

 ، لذا  هو حل لذات المعادلة في  في  آل حل للمعادلة نإ

ولى من البرهان وحسب الحالة الأ،  تنطبق على ن فرضيتنا على فإ

   . زمرة دورية مولدة بعنصر نرمز له بـ  أننجد 

جل التحقق من ذلك ، ومن أ   يولد ندعي أن الآن

Gن أعلينا سوى بيان  ما c بـ  ولنرمز لرتبة .   

   وعليه يكون ن ، فإ  هي لما آان رتبة 

 آحاصل  ومن وحدانية تمثيل عناصر  

   وعليه  ن  نستنتج أضرب لعناصر في 

  : وعليه فانi  لكل

  



 
١٠ 

m  ولكن Gلذا فان  m= .  

  . زمرة دورية وعليه فان 

  :هم وهو التمهيدية التاليةن لهذه التمهيدية استنتاج مإ

  ) :٢-٢-١(تمهيدية 

 من زمرة العناصر غير الصفرية  زمرة جزئية منتهية حقلا وليكن 

  . زمرة دورية  عندئذ فان  . بالنسبة لعملية الضربفي 

  :البرهان 

  ن عدد الجذور لكثيرة الحدود حقلا فإلما آان 

 مما  لكل عدد صحيح موجب  لا يزيد عن  

دية السابقة وبهذا تكون فرضية التمهي . يجعل ذات الشيء ينطبق على 

  . زمرة دورية ن قد تحققت وبالتالي فإ

لا  خاصة من التمهيدية السابقة إبالرغم من آون حالة الحقل المنتهي حالة
  .ننا نفردها بسبب أهميتها إ

  ) :١-٢-١(مبرهنة

زمرة العناصر غير الصفرية في حقل منته بالنسبة لعملية الضرب هي 
  .زمرة دورية 

  :البرهان 

 فإنه بمجرد تطبيق التمهيدية السابقة على ،  حقل منته ليكن 

  . نحصل على المبرهنة  زمرة العناصر غير الصفرية في و

  



 
١١ 

  

   عد طرق) ٣-١(

نختتم هذا البند بتقديم طرق عد نبرهن منها على وجود حلول لمعادلات 
وسوف نحتاج هذا في البرهان الثاني لمبرهنة . معينة في الحقل المنتهي 

  .فدربرن 

  ):١-٣-١(تمهيدية 

نه يوجد  فإرين في عنص  ، حقلا منتهياًليكن 

  : بحيث  في عنصران 

  

  :البرهان 

وفي البرهان سندرس في  .pن مميزه عدد أولي  فإ حقلا منتهياًبما أن 
2p حالة آون    عدد أولي فردي p وفي حالة آون =

2p "الحالة الأولى  =" :  

أي ،  يساوي فإن عدد عناصر ،  2 يساويإذا آان مميز 

ربع هو م لذا فإن آل عنصر في ،   يحقق  في عنصر
   وعلى وجه الخصوص .لعنصر آخر

  وستخدام هذا العنصر  با لعنصر   
  :نحصل على 

  

    .2 يساوي وذلك لأن مميز 

  



 
١٢ 

  

  : الحالة الثانية 

  .وي  يسا عدد أولي فردي فإن عدد عناصر ذا آان إ

   الآن دع 

:نأخذ التطبيق  لحساب عدد عناصر  * *f F F→ حيث 
2( )f x x= 

 وعليه فإن .ومن السهل التحقق بأن هذا التطبيق تشاآل غامر
* Imker

F ff ≅
 .  

2ker { | ( ) 1}
{ | 1} { 1,1}

f x f x x
x x

= = =
= = ± = −  

لذا 
* Im{ 1,1}

F f≅−ليه فإن  وع
1*

{ 1,1} 2

npF −
ImSبأخذ .  −= f= 

:والتطبيق  * *g S F→ حيث ( ) 1g x xα=  أنه أحادي  من السهل التحقق+
  : هو  عناصربالتالي فإن عدد  ،أي أنه يحافظ على عدد العناصر

  

   وبطريقة مشابهة نستنتج أن عدد عناصر

    هو  

 يزيد على نصف عدد وولما آان عدد العناصر في آل من 

  . فلابد أن يكون تقاطعهما غير خال العناصر في 

  فإن لما آان  ، ليكن 

  . في لعنصر ما 
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   . لعنصر ما  فإن ن وآذلك لكو

 وبنقل الطرف الأيسر للطرف الأيمن وعليه فإن 
 .نحصل على المطلوب 
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  الفصل الثاني

  حول حلقات القسمة المنتهية

  آثيرات الحدود الدورية ، مبرهنة فدربرن 

  :دمةمق

قدم دراسة عن حلقات القسمة المنتهية حيث سنعرض في هذا البند سن
نتهية مبرهنة فدربرن التي تعتبر الآن تقليدية وهي أن أية حلقة قسمة م

لقد حازت هذه النتيجة على اهتمام أغلب علماء . يجب أن تكون حقلاً 
لا  حيث إنها تربط بين شيئين يبدو أنه  ،الرياضيات لأنها غير متوقعة

وهما عدد العناصر في نظام جبري معين وعملية الضرب , علاقة بينهما 
  .في ذلك النظام 

نتيجة المهمة ، آما فعل ولأهميتها لدينا سنعرض برهانين مختلفين لهذه ال
جاوس في نتيجة التربيع التعاآسي فقد برهنها سبع مرات بطرق مختلفة 

  .مما يدل على أهمية النتيجة 

  حدود الدوريةآثيرات ال) ١-٢(

  :١تعريف 

   إذا آانnنه جذر بدائي للواحد من الرتبة أθيقال عن عدد مرآب 
  . لكل عدد صحيح موجب  ولكن 

  :٢تعريف

 بكثيرة حدود دورية إذا تدعى آثيرة الحدود 
جميع الحدود التي فيها جذر بدائي للواحد من آان يشمل حاصل الضرب 

   .nالرتبة 



 
١٥ 

   :٣تعريف

nليكن  Z+∈فإننا نعرف دالة موبياس آالتالي:   

2

1 2

1 1
( ) 0 |

( 1) ...k
k

n
n p n

n p p p
μ

=⎧
⎪= ⎨
⎪ − =⎩  

  :١مثال

١(                  
2(15) (3 5) ( 1) 1μ μ= × = − = 

٢( (16) 0μ  وذلك لأن =
22 |16  

 

   :٢مثال

  

  . هي دالة موبياس μبحيث 
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   :٣مثال

  

 

  

نلاحظ في المثالين السابقين أن آثيرتي الحدود الدورية هما آثيرتي حدود 
لى أن نعمم الفكرة على لاتها أعداد صحيحة ، وهذا سيقودنا إواحديه معام

  .n لكل عدد صحيح 

  )١-١-٢(تمهيديه 

  . آثيرة حدود واحديه جميع معاملاتها أعداد صحيحة إن 

  :البرهان 

 بحيث،  � آثيرة حدود على حقل الأعداد المرآبة لتكن 
 حيث حاصل الضرب يشمل جميع الجذور 

   .nالبدائية للواحد من الرتبة 

  : لنحصل على الآن نعيد تجميع عوامل 

 

  "المبدأ الثاني  "nاستعمال الاستقراء الرياضي على ب

    : فإن n=1عندما : الخطوة الأولى 
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  ،نفرض صحة العبارة لكل  : فرضية الاستقراء 

   .n لـ إثباتهاونريد 

  

 d≠n,d|n صحيحة لكل أعداد آثيرة حدود واحدية معاملاتها 
  :عليه فانهو

  

 

  
عداد حدود واحديه معاملاتها أ آثيرات وبما أن 

  . آذلك ن حاصل القسمة ، فإصحيحة 

  

  )٢-١-٢(تمهيدية 

  آبر من الواحد يقسميوجد عدد صحيح موجب أ

   . ولا يقسم m|n بحيث 
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  : البرهان 

 بحيث n للعددmنه لأي قاسم رة حدود دورية ولندعي أآثيلتكن 

n m≠  أن :   

  :ن ولكي نثبت صحة ادعائنا نلاحظ أ

  

 فبإعادة تجميع العوامل في الجهة n هو قاسم لـ mوبما أن آل قاسم لـ 
 اليمنى من 

   

  . في تلك الجهة فإننا نحصل على 

mولكون  n<  إذا يشمل على   لافان :  

  

  .   بحيث

    صحيحة إذنَادأعد مما يجعل معاملات 

  

  

داد  خارج القسمة هو آثيرة حدود معاملاتها أعأنالأمر الذي يعني 
  . على صحة ادعائنا صحيحة وهذا يبرهن
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  بحيث  ، عدد صحيح يكون q لكل عدد صحيح هوعليه فإن

  و         

1nحيث    أنثبات إ بقي الآن  >.  

 هو جميع الجذور ن مجال  حيث إبما أن 
  .nالبدائية من الرتبة

  : فإن  لكل وآذلك 

  

   .وعليه فإن 

  

  )٣-١-٢(تمهيدية 

)فإن  .  وليكن  ، حلقة قسمة منتهيةDلتكن  )N a حلقة قسمة 
   .Dجزئية في 

  : البرهان 

  

1\  

  

  



 
٢٠ 

 

2\  

  

 

  

  

3\  

  

  

  D حلقة جزئية من  نجد أن  1,2,3من 

لقة قسمة جزئية منتهية من  ح حلقة قسمة منتهية فإن  Dوبما أن 
D.   

  البرهان الأول لمبرهنة فدربرن )٢-٢(

  ) :فدربرن(مبرهنة 

  .ل حلقة قسمة منتهية هي حقل إن آ

  : الأول البرهان

  وليكن مرآزها هو ،  حلقة قسمة منتهية لتكن 

  
Z حقل منتهي وآذلك  Zنعلم أن  K⊂.  
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حيث   هو  فإن عدد عناصر  ،qهو Zعناصر فإذا آان عدد 
  )".١-١-١(وفقا لتمهيدية  "

Zن إن الغاية هو برهان أ" K=  1أو أنn = ".   

  بحيث ليكن 

  

آذلك  ،  حلقة قسمة جزئية في م أن  السابقة نعلمن التمهيدية

( )Z N a⊂ .  من العناصر حيث  تحوي لذلك فإن  
  .عدد صحيح موجب 

 تكون زمرة  وذلك لأن العناصر غير الصفرية في إن 
  ، بالنسبة لعملية الضربصر غير الصفرية في جزئية من زمرة العنا

مبرهنة لاجرانج والتي  وبالتالي فإنه من والتي عدد عناصرها 
H زمرة منتهية وآانت Gذا آانت إ" تنص على  G≤  فإن"   

   . ومنه فإن يكون لدينا  

 في زمرة  a نعلم أن عدد العناصر المرافقة لـ ،رية الزمرمن نظ
 في زمرة العناصر غير aالعناصر غير الصفرية يساوي دليل منظم 

  أي أن .   الصفرية في

  

)يكون "ومن مبرهنة سابقة في نظرية الزمر  )n a n a Z= ⇔ ∈".   

  :لذلك من معادلة الفصول يكون 



 
٢٢ 

  

  فإن ،  ذا آان الآن إ

1q تقسم المجموع وتقسم    لى تناقض مع ولكن هذا يؤدي إ−
  بالتالي  ، ن يكون وبالتالي فانه لابد أ) ٢-١-٢(التمهيدية 

K أي أن .  Z⊂  ولكنZ K⊂عليه فإن  و:  

Z K= حقل  أي أن .  

  
  

  البرهان الثاني لمبرهنة فدربرن) ٣-٢(

لى بعض ان الثاني لمبرهنة فدربرن نحتاج إن نطرح البرهالآن قبل أ
  .التمهيديات التي ستساعدنا في البرهان 

  ) ١-٣-٢(تمهيدية 

لى نفسها والمعرف  إR التطبيق من  وليكن  حلقة وRلتكن 

  : فإن بـ 

  

  

  



 
٢٣ 

  :البرهان 

  : هذه التمهيدية باستخدام الاستقراء الرياضي سنبرهن

  : فان عندما : الخطوة الأولى 

  

  .  المبرهنة صحيحة عند إذن

نه إذا ، أي أ نفرض صحة التمهيدية عند : خطوة الاستقراء 

  :ن   فإآانت 

  

  .ثباتها عند ونريد إ

  

  

  



 
٢٤ 

  )١(نتيجة 

   عدد أولي فان p حيث R في x لكل قة فيها  حلRذا آانت إ

  
  :البرهان 

2pسندرس البرهان في حالة آون     عدد أولي فردي pوفي حالة آون =

2pذا آان إ : أولا = :  

  :لى الصيغة في التمهيدية السابقة  إنه استناداًفإ

  

  

  : ومنه نستنتج وذلك لأن 

 

  

  

  أيضاً  

  

  

  .   وهكذا بالنسبة لـ 

ة التمهيدية السابقة مرة باستخدام صيغ ،  عدد أولي فرديpذا آان إ: ثانياً 
  :أخرى نحصل على 



 
٢٥ 

   

  :ولما آان 

  

iوذلك لكل  p< .فنستنتج ،أي أن جميع الحدود الوسيطية تساوي صفر 
  :أن 

  

  الآن 

  

   . pوهكذا بالنسبة للقوى العليا لـ 

  

   )٢-٣-٢(تمهيدية

0p حلقة قسمة مميزها Dلتكن    وليكن Zمرآزها ، <

{0,1,...,( 1)}P p=   .  الذي يماثل Zالحقل الجزئي من المرآز−

نه  ، فإ لعدد ما   بحيث و لنفرض أن 

  : بحيث يوجد 

 iلعدد صحيح   .١

 هو الحقل الذي نحصل عليه  حيث  .٢
  .pلى  إبضم



 
٢٦ 

  

  :البرهان

  .  لكل  حيث لنعرف التطبيق 

لنفرض أن عدد  و حقل منتهي فان ،P جبري على بما أن 

   .عناصره هو 

 يكون  فانه لأي )٢-١-١(للتمهيدية) ٢(وفقا لنتيجة

.   

  :د أن ومن نتيجة التمهيدية السابقة نج

  

  

  : فإن الآن إذا آان 

  

   . تتبادل مع λنوذلك لأ

  والمعرف بـ نفسها إلى D من Iλن التطبيق لذا فإ

  . لكل يتبادل مع   

 آما  تتحلل على الحدود  فإن آثيرة )٢-١-١(يدية من تمه
  :يلي 

  



 
٢٧ 

  : فإن ولكون  لكل يتبادل مع ولما آان 

  

بحيث لأي عنصر غير صفري  أنه لكل الآن نفرض جدلاً

    لا يعدم التطبيق Dفي 

   . " فان ذا آان أي أنه إ"

  بحيث لما آان 

  : أي أن ن ومنه نستنتج أ , عناصر غير صفرية في 

 مما يناقض  وهذا يجعل  لكل 
  .الفرض

  :بحيث ووعليه فانه يوجد 

 

  

 

 

  

  .ن  فإوبما 

 جميع جذور فإنه في الحقل ،  s تساوي الآن لتكن رتبة 

  هي 



 
٢٨ 

   .s تساوي ن رتبة  وهي مختلفة عن بعضها لأ 

  : فإن ولكون ولما آان 

  : لذلك فإن  لـ  هو جذر في  

  

  :ملاحظة 

ستقراء الرياضي يمكن ه بالان فإZ مرآزها  ، حلقة قسمة منتهيةDلتكن 
 هي D قسمة عدد عناصرها أقل من عدد عناصر أية حلقةالفرض أن

  .حقل

  

  ) :٣-٣-٢(تمهيدية 

 بحيث       وليكن Z مرآزها  ، حلقة قسمة منتهيةDلتكن

   .ن    فإ ولكن 

  

  :البرهان

 حلقة قسمة فإن لنعتبر

 فإنه حسب الملاحظة السابقة ذا آانت إ . Dجزئية في 

وعليه فإنه .  وهما لا يتبادلان   ولكن آلاً من فإن

   .ن  فإن تكون لابد أ

  

  :تعريف 



 
٢٩ 

 فإننا نعرف  وليكن Z مرآزها  ، حلقة قسمة منتهيةD لتكن 

  يحقق بأنه أصغر عدد صحيح موجب Z بالنسبة لـ رتبة 

.  

  .الآن أصبح لدينا آل ما نحتاجه لتقديم البرهان الثاني لمبرهنة فدربرن 

  :البرهان الثاني لمبرهنة فدربرن 

 أصغر مايمكن Z بالنسبة لـ  بحيث تكون رتبة  و ليكن 

   . فإن rولنرمز لها بـ 

   . عدد أوليrن ندعي أن الآ

 ولكن ن  فإ حيث  لأنه لو آان 

 أصغر من Z بالنسبة لـ ن رتبة   وهذا يعني أ

يمكن بالنسبة   أصغر ماوهذا يناقض آون رتبة  ، Z بالنسبة لـ رتبة 
  .وهذا يبرهن على صحة ادعائنا  Zلـ

  : لذا بحيث  يوجد )٢-٣-٢(تمهيدية لوفقا ل

  

  :وبصورة مشابهة نحصل على 

  

 : عدد أولي فانه من مبرهنة فرما الصغرى نجد أن rأن وبما 

 

  

  :وعليه فإن 



 
٣٠ 

  

0ruaλبحيث    . فإن =

  لذا فإن 

  

  

 ولما آان  فإن r فمن طبيعة اختيارنا لـ ولكون 

 أي أن هيدية السابقة نه من التم فإ

 .  

  : ونتيجة لذلك  فيصبح لدينا الآن دع 

  

 

  

  

 فإنه يجب أن يكون  وطالما آان  إننا ندعي أنه إذا آان 

  .iلعدد ما  

)نه في الحقل وذلك لأ )Z yآثر يوجد على الأr من الجذور لكثيرة الحدود   

ن رتبة  مختلفة عن بعضها لأإن العناصر .  

  ع جذور وتعطينا هذه العناصر جميr هي العدد الأولي 

)في )Z y والتي عددها r وهذا يجعل.   
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  : فإن لما آان 

 

 

  

  .  فإنه من التمهيدية السابقة وبما أن 

 بالنسبة Zالصفرية في  أن زمرة العناصر غير )١-٢-١(نعلم من مبرهنة
  . مولداً لهذه الزمرة Zفي γوليكن.لعملية الضرب زمرة دورية 

  : بحيث j , k فإنه يوجد لما آان 

  

  :عليه   ف    فإن    ذا آان الآن إ

 
  

 لابد أن يكون  إذن . وهو مناقض لكون وهذا يجعل 

.  

   .وبصورة مشابهة نثبت أن 

 إن حساباً مباشراً ابتداءً بـ الآن دع 

   . بحيث  يبين أن 

   فإن ،k أو j لايقسم λعدد أولي والذي هو رتبة rولما آان 

   . إذن 



 
٣٢ 

   . آذلك 

 : بحيث الآن أوجدنا عنصرين 

١-.  

   . بحيث -٢

٣- .   

   الآن لنحسب  

  

  

  

  

  

  :إذن بالاستمرار نحصل على

  

  

  :هناك حالتان 

   :عدد أولي فردي فإنrإذا آان : الحالة الأولى 

  

    وعليه            



 
٣٣ 

  

     وهذا يناقض آون ولكن حينئذ 

  .عدد أولي فردي فإننا نكون قد برهنا على المبرهنة rلذلك إذا آان 

2rإذا آان : الحالة الثانية    : بحيثفي هذه الحالة يكون لدينا  =

١-.  

   . بحيث -٢

٣-  .  

   . "لأن     " فإن 

  . وعليه فإن 

  .2يساوي   لاDنستنتج من ذلك أن مميز 

  : بحيث واستناداً لتمهيدية سابقة يوجد 

  

  الآن لنعتبر 

  

  

   ولكوننا في حلقة قسمة نجد أن 
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  .ا التناقض ينهي برهان مبرهنة فدربرن إن هذ

  مبرهنة جيكوبسن)٤-٢(

 منها أننا يمكن  لمبرهنة فدربرن     هناك بعض المميزات للبرهان الثاني
أن نستخدم بعض أجزائه لبرهان نتيجة رائعة لعالم الرياضيات جيكوبسن 

  وهي 

  :مبرهنة جيكوبسن 

 فيها يوجد عدد صحيح موجب  بحيث لكل عنصر  ، حلقة قسمةDلتكن 

   . حقلDعندئد فإن .   بحيث  معتمداً على 

  :البرهان 

عددين  ل و  فإن D في إذا آان 
  . s=(n-1)(m-1)+1>1دع  . n ,m>1صحيحين 

 وآذلك إن 

   وذلك لأن 

  

  : وعليه ولكن 

  

   .<0p هو Dلذا فإن مميز 

 فلأن ،Z من العناصر محتوى داخلp هو الحقل الذي يحويPإذا آان 

لعدد صحيح hp حقلاً منتهياً عدد عناصره P(a) يكون P جبري على 
يصبح P(a) في  لذا فلكون .hموجب 

hpa a= .  إذن إذا آانa Z∉ 



 
٣٥ 

bمتحققة وعليه يوجد ) ٢-٣-٢(فإن جميع شروط التمهيدية  D∈ بحيث 
1bab a aμ− = ≠         )           ١(  

باستخدام الطريقة نفسها 
kpb b= 1 لعدد صحيحk دع  . <

1 1

{ | }
h kp p

i j
ij ij

i j

W x D x p a b p P
= =

= ∈ = ∧ ∈∑∑   

 Wنرى أن ) ١(ومن ،  مجموعة منتهية مغلقة بالنسبة لعملية الجمع Wإن 
 ولكونها حلقة ، حلقة منتهية Wلذا فإن . مغلقة بالنسبة لعملية الضرب 

إذن . فيجب أن تكون هي نفسها حلقة قسمة ،  Dجزئية من حلقة القسمة 
W ولكن . نها إبدالية  حلقة قسمة منتهية وبالتالي من مبرهنة فدربرن فإ

,a b W∈  مما يجعلab ba= وهذا يناقض آون a b baμ مما يثبت  =
  . المبرهنة 

  تحقق Rإن مبرهنة جيكوبسن في الحقيقة صحيحة لكل حلقة 

إن الانتقال من حالة .  وليست مقتصرة على حلقات القسمة R في لكل 
لكنه يتطلب استعمال مسلمة مة إلى الحالة العامة ليس صعباً وحلقة القس

  . الاختيار والتي شرحها يخرجنا عن الإطار العام لموضوع بحثنا 

  الفصل الثالث

  حلقات القسمة الجبرية على حقل الأعداد الحقيقة       

   على حقلف حلقات القسمة الجبريةتصني

  فروبينيسإحدى مبرهنات , الأعداد المرآبة

   الجبرية على حقل الأعداد المرآبةتصنيف حلقات القسمة)١-٣(

م صنف العالم الرياضي فروبينيس جميع حلقات القسمة ١٨٧٧في عام 
التي تحوي حقل الأعداد الحقيقية في مرآزها وتحقق شرطاً آخر نذآره 

  .أدناه 

  :قبل أن نبدأ نذآر  بحقيقتين مهمتين عن حقل الأعداد المرآبة وهما 



 
٣٦ 

   )١-١-٣(تمهيدية

 على حقل الأعداد المرآبة تقع في nجميع جذور آثيرة الحدود من الدرجة 
   .nحقل الأعداد المرآبة وعددها يساوي 

  :البرهان 

]لتكن  ]f(x) x∈ قل الأعداد المرآبة ،  على حn آثيرة حدود من الدرجة £
 فإن أي آثيرة حدود عليه تكون مختزلة  ، حقل مغلق جبرياً£لما آان 

  .عليه وجميع جذورها تقع فيه 

  )٢-١-٣(تمهيدية

لأعداد الحقيقية هي إما من إن آثيرات الحدود غير المختزلة على حقل ا
  . الأولى أو الثانية الدرجة

  

  

  

  :البرهان

]لتكن  ]f(x) x∈¡  ولنفرض جدلاً أن  ¡ آثيرة حدود غير مختزلة على
) جذراً لها فإن aوليكن  . درجتها أآبر من اثنين ) ( ) ( )f x x a g x= − ، 

 ولكن  أآبر من الواحد ،g فإن درجة ثنين أآبر من اfلما آان درجة 
 أقل أو  f غير مختزلة وبالتالي لابد أن تكون درجة fهذا يناقض آون 

   .يساوي اثنين

  :تعريف 

  : إذا Fعلى الحقل  إنه جبري Dيقال عن جبر قسمة 

  .D محتوى في مرآز Fآان  .١



 
٣٧ 

aآان آل  .٢ D∈يحقق آثيرة حدود غير تافهة معاملاتها في F.  

   :)٣-١-٣(تمهيدية

 جبرية على Dعداد المرآبة ولنفرض أن حلقة القسمة  حقل الأ£ليكن 
Dعندئد .  £ = £.  

  :البرهان 

aلنفرض أن  D∈ .  

  :فإن £  جبرية علىDلما آانت 

  

   بحيث 

 الآن آثيرة الحدود 

] في    ]x£  

] يمكن تحليلها في )١-١-٣(للتمهيدية استناداً  ]x£ إلى حاصل ضرب

حيث  عوامل خطية أي 
   

  : لذا a يتبادل مع £ فإن آل عنصر في D في مرآز £آان لما 

  

  إذن,  بالفرض ولكن 
 إذا آان ة يساوي الصفر إذا وفقطولما آان حاصل الضرب في حلقة قسم

 k≤n≥1 لعدد ما  نستنتج أن  , حد العوامل يساوي صفرأ

  :وعليه فإن  £∋aإذن   .وعليه يكون 

D ⊂ D إذن £⊃Dولكن£ = £.   



 
٣٨ 

  

   :)٤-١-٣(تمهيدية

 وليكن ¡  حلقة قسمة جبرية على حقل الأعداد الحقيقيةDكن لت

,a D a∈ ∉ α, فإنه يوجد ¡ γ ∈  بحيث ¡
2( )[ ] 1a α

γ
− = −.   

  :البرهان 

 يحقق آثيرة حدود غير a فإن ¡ قسمة جبرية على  حلقةDبما أن 
ما آثيرة حدود  يحقق إa فإن )٢-١-٣(للتمهيديةووفقا . ¡مختزلة على 

  .و آثيرة حدود من الدرجة الثانية من الدرجة الأولى أ

0a  يحقق آثيرة حدود من الدرجة الأولى فإنaإذا آان  α− α بحيث= ∈ ¡ 
∋aوعليه فإن    . وهذا مناقض للفرض ¡

2 يمكن الفرض أن  فإنه . يحقق آثيرة حدود تربيعيةa إذن 2 0a aα β− + = 
α,بحيث  β ∈ 2لذا  ¡ 2( )a α α β− = −.   

2لندعي أن  0α β−  δ لأنه لو لم يكن آذلك لكان له جذر تربيعي حقيقي >
aونحصل على  α δ− = a فيكون ± δ α= ± a إذن − δ α= ±  وهذا مناقض −

  . إدعاءنا للفرض مما يبرهن على صحة

2ولكون  0α β− γ بحيث −2γ فإنه يمكن آتابته على الصيغة > ∈  وعليه ¡
   :فإن  

               2 2( )a α γ− = −   ⇐            
2( )[ ] 1a α

γ
− = −  

  إحدى مبرهنات فروبينيس)٢-٣(

  :)١-٢-٣(مبرهنة فروبينيس 

 تماثل Dعندئذ . ¡ حلقة قسمة جبرية على حقل الأعداد الحقيقية Dلتكن 
  :واحداً مما يلي 
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  .قل الأعداد المرآبة  ح-٢.            حقل الأعداد الحقيقية -١

  . حلقة الرباعيات الحقيقية -٣                 

  

  :البرهان 

  .إن البرهان يشتمل على ثلاثة أجزاء 

  . إبدالية Dفي الجزء الأول نثبت المبرهنة في حالة آون 

 وننشيء نموذجا مماثلا  غير إبدالية Dفي الجزء الثاني نفرض أن 
  .للرباعيات الحقيقية 

   .Dنبرهن على أن هذا النموذج يحوي في الجزء الثالث 

a, إبدالية فاختر Dإذا آانت  D a∈ ∉  فإنه من التمهيدية السابقة يوجد ¡

,α γ ∈  بحيث ¡
2( )[ ] 1a α

γ
− = −.   

اجعل 
( )ai α

γ
2 ليكون =− 1i = −.   

,بما أن  ,a Dα γ i فإن ∋ D∈  . ولكونD⊂¡ فإن ( )i D⊂¡ بحيث ( )i¡ 
  .حقل يماثل حقل الأعداد المرآبة 

)فإنها حتما جبرية على ،  ¡ جبرية على  إبدالية وDولما آانت  )i¡ 
)ومن التمهيدية السابقة فإن  )i D=¡ .  إذن إذا آانتD إبدالية فهي إما ¡ 

)أو  )i¡.  

  . غير إبدالية  Dن نفرض أن الآ

ن آذلك فإنه يوجد لأنه لو لم يك. ¡ يجب أن يساوي Dلندعي أن مرآز 
a في مرآز D ومن التمهيدية السابقة يوجد . ¡ وليس في,α γ ∈  بحيث ¡

2( )[ ] 1a α
γ

− =  مماثلا لحقل الأعداد  مما يجعل المرآز يحوي حقلا−



 
٤٠ 

أو حقل ( إذا آان حقل الأعداد المرآبة لكن من تمهيدية سابقةالمرآبة ، 
D فإن Dموجودا داخل مرآز ) مماثل له =  إبدالية وهذا D مما يجعل £

  .يناقض الفرض مما يبرهن على صحة ادعاءنا 

a,الآن ليكن  D a∈ ∉  و ¡
( )ai α

γ
α,حيث  ، =− γ ∈ 2   و¡ 1i = −.   

iلما آان  ∉ bلذا فإنه يوجد  ليس في المرآز i فإن ¡ D∈ بحيث 
0c bi ib= − ≠.   

ic لنحسب الآن ci+   
( ) ( )

0
0

ic ci i bi ib bi ib i
ibi b b ibi
ic ci ic ci ci

+ = − + −
= + − − =
⇒ + = ⇒ = − ≠  

  : ومن هذا نحصل على D ليست في مرآز cلذا فإن 
2 2( ) ( ) ( ) ( )ic ic c ci c c ic c ci c i= = − = − = − − =  

   . i تتبادل مع 2cلذا فإن 

2 على النحو ¡ يحقق معادلة تربيعية على  cإن  0c cλ μ+ + حيث ،  =
,λ μ∈    أي أن i يتبادل مع cλ فإن iيتبادلان مع μ و2cولما آان  . ¡

2 0
ci i c ic ci

ci
λ λ λ λ

λ
= = = −

⇒ =  

2ولما آان  0ci 0λ فإن ≠ 2c وعليه فإن  = μ= − .  

cولما آان  ∉ 2 و ¡ 0c vحيث ،  −2v فإنه يمكن آتابته على الصيغة > ∈ ¡ 
−2vμإذن  =   : فعليه −

2 2 2( ) 1cc v
v

= − ⇒ = −
  

خذ 
cj
v

=
  : يحققj فإن 
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١-   
2 2( ) 1cj

v
= = −

 .  

٢-    0c c ci ciji ij i i
v v v

−
+ = + = =

.   

kضع  ij=،  إن العناصر , ,i j k  التي أنشأناها تحقق خواص مثيلاتها في
  .الرباعيات 

0:     لذا 1 2 3{ | }iT i j kα α α α α= + + + ∈    D تكون حلقة قسمة جزئية في¡
  .مماثلة للرباعيات الحقيقية 

   .T=D إثبات أن بقيالآن 

rإذا آان : ملاحظة D∈ 2 يحقق 1r = ) فدع − ) { | }N r x D xr rx= ∈ =.   

 وبالأحرى جميع العناصر r لذلك فإن  ،D حلقة قسمة جزئية في N(r)إن 
0 1rα α+ 0 حيث 1,α α ∈ لى تمهيدية سابقة فإن واستناداً إN(r) تقع في مرآز ¡

0 1 0 1( ) { | , }N r rα α α α= + ∈ xr لذا إذا آان  .¡ rx= 0 فإن 1x rα α= +.   

u,لى البرهان ولنفرض أن الآن نعود إ D u∈ ∉  فإنه من التمهيدية ¡

α,السابقة يوجد  β ∈ بحيث  ¡
2 2( )[ ] 1uw α

β
−= = −.   

wiإننا ندعي أن  iw+ يتبادل مع آلا من i ,w وذلك لأن :  
2 2 2( ) ( ) 1i wi iw iwi i w iwi wi iw wi i  ѧѧѧѧѧѧѧѧــi +لأن = + = + = + = −  

)وبصورة مشابهة  ) ( )w wi iw iw wi w+ =   : إذن من الملاحظة أعلاه نجد أن +
' '

0 1 0 1wi iw i wα α α α+ = + = +  

l,'حيث  lα α ∈ ¡.   

wإذا آان  T∉ 1 فإن 0α  بدلالة wن يمكننا آتابة الأنه لو لم يكن آذلك لك (=
i ( 0لذاwi iw α+ = ∈   وبصورة مشابهة  ،  ¡



 
٤٢ 

0wk kw γ+ = ∈ 0wj و ¡ jw β+ = ∈ ¡  

الآن دع 
0 0 0

2 2 2
z w i j kα β γ
= + + +

  : عندئذ 

2 20 0 0

0 0

( ) ( ) ( )
2 2 2

0

zi iz wi iw i i ji ij ki ikα β γ

α α

+ = + + + + + + +

= − =  

0وبصورة مشابهة  0zj jz zk kz+ = ∧ + =.  

0zkولندعي أن العلاقة  kz+ 0z تجعل =   : لأن =

0 ( ) ( ) ( )zk kz zij ijz zi iz j i jz zj i jz zj= + = + = + + − = −  

0iولكن  0jz فإن ≠ zj− zj  وعليه = jz=،  0غير أنzj jz+ 2 إذن = 0jz = 
2ولما آان  0j 0z فإن ≠   : نحصل على zلى تعبير إبالرجوع  ، =

  
0 0 0 0 0 00

2 2 2 2 2 2
w i j k w i j kα β γ α β γ
+ + + = ⇒ = − − −

  

wمما يجعل  T∈ وهذا مناقض لـ w T∉ نستنتج أن wًفي  حقا T .  وحيث

إن 
( )uw α

β
u فإن =− wβ α= u مما يجعل + T∈.   

Dلقد برهنا الآن على أن  T⊂  ، وبما أنT D⊂ فإن T D=.  

 تماثل Dتماثل حلقة الرباعيات الحقيقية فنحصل على أن  Tولما آانت 
  .ات الحقيقية مما ينهي برهان المبرهنة حلقة الرباعي
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  الفصل الرابع

  الرباعيات التامة ومبرهنة المربعات الأربعة

  ,حلقة هرفتز, حلقة الرباعيات الحقيقية

  مبرهنة المربعات الأربعة

   :مقدمة

درسنا في نظرية الحلقات نوعاً خاصاً من الحلقات التامة يسمى الحلقات 
  .الإقليدية 

 الآن فسنعتبر حلقة خاصة من حلقة الرباعيات والتي تشابه في جميع  أما
لهذا السبب سيكون من . أوجهها الحلقة الإقليدية سوى آونها غير إبدالية 

نا بسرعة إلى برهان دمما يقو  ،الممكن تمييز جميع مثالياتها اليسرى
المبرهنة التقليدية للاجرانج والتي تنص على أن آل عدد صحيح موجب 

هذه المبرهنة تعتبر نقطة البداية إن . هو حاصل جمع أربعة مربعات 
هذه المسألة لأعداد والذي يسمى مسألة وورينج ، لمجال واسع في نظرية ا

تسأل عما إذا آان عدد صحيح موجب يساوي مجموع عدد معين من 
فعلى سبيل المثال يمكن برهان أن آل عدد  . kالأعداد مرفوعة للقوة 

صل جمع تسعة مكعبات لكننا لن نتطرق إلى هذه المسائل صحيح هو حا



 
٤٤ 

 لذلك سنكتفي بمبرهنة لاجرانج  ،لأنها ستحيد بنا عن موضوع البحث
  .التقليدية 

    حلقة الرباعيات الحقيقية ) ١-٤(

  :تعريف 

0   لتكن  1 2 3{ | }iQ i j kα α α α α= + + + ∈ إذا آان . حلقة الرباعيات الحقيقية   ¡
0 1 2 3x i j kα α α α= + +  على x* ونرمز له بالرمز x فنعرف قرين Q في +

*أنه 
0 1 2 3x i j kα α α α= − − −.   

  

  

   :)١-١-٤(تمهيدية

  : يحقق ما يلي Qإن القرين في 

١-    **x x=.  

٢-   
* * *( )x y x yδ α δ α+ = +.  

٣-    
* * *( )xy y x=.  

x,لكل  y Q∈ وآل الأعداد الحقيقية δوα.  

  :البرهان 

0إذا آان  1 2 3x i j kα α α α= + + * فإن +
0 1 2 3x i j kα α α α= − −   :وحينئذ −
** * * *

0 1 2 3

0 1 2 3

( ) ( )x x i j k
i j k x
α α α α

α α α α
= = − − −
= + + + =  

   .١وهذا يبرهن 
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0دع  1 2 3x i j kα α α α= + + 0  و + 1 2 3y i j kβ β β β= + + δ, وليكن Q في + γ 
  :عددين صحيحين اختيارين عندئذ 

0 0 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( )x y i j kδ γ δα γβ δα γβ δα γβ δα γβ+ = + + + + + + +  

  :يكون * ومن تعريف   
*

0 0 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y i j kδ γ δα γβ δα γβ δα γβ δα γβ+ = + − + − + − +  
0 1 2 3 0 1 2 3

* *

( ) ( )i j k i j k

x y

δ α α α α γ β β β β

δ γ

= − − − + − − −

= +  

  .٢وهذا يبرهن

أن نثبت لأساس ) ٣(فإنه يكفي لبرهان الجزء ) ٢(في ضوء ما أثبتناه في 
   .i,j,k,1 على الأعداد الحقيقية وسنفعل هذا للأساس Qلـ 

i       الآن  jk= لذا   
* * * *( ) ( )( )i jk jk kj k j k j= = − = = − − =  

*بصورة مشابهة    * *( )ki i k= و * * *( )ij j i=.   

2      أيضاً  * * * 2( ) ( 1) 1 ( )i i= − = − لما آان الجزء  . k,j وآذلك بالنسبة لـ =
فإن صحيح ) ٢( ولكون الجزء  ،صحيح بالنسبة لعناصر الأساس) ٣(

ترآيبات الخطية من عناصر الأساس يكون صحيح لجميع ال) ٣(الجزء 
صحيح لأي عنصرين ) ٣(وعليه يصبح  . بمعاملات من الأعداد الحقيقية 

   .Q في  y وxاختيارين    

  

  : تعريف 

xإذا آان  Q∈فنعرف معيار   x ونرمز له بـ N(x)  التالي  على النحو
*( )N x xx=.   

  :ملاحظات 
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١- ( )N x 0 هو عدد حقيقي موجب لكلx   : وذلك لأنه إذا آان Q في ≠

0 1 2 3x i j kα α α α= + +   : فإن +
*

0 1 2 3 0 1 2 3( ) ( )( )N x xx i j k i j kα α α α α α α α= = + + + − − −  
2 2 2 2

0 1 2 3α α α α= + + +  

(0)فعليه  0N  يكون αحقيقي وعلى وجه الخصوص لكل عدد  .=
2( )N α α=.   

0x إذا آان 2-  فإن ≠
1 *1

( )
x x

N x
− =

.   

   :)٢-١-٤(تمهيدية

x,لكل  y Q∈ فإن ( ) ( ) ( )N xy N x N y=.   

  :البرهان 

من تعريف المعيارــــــــــــــ    
*( ) ( )( )N xy xy xy=  

* *( )( )xy y x=  
* *( )x yy x=  

*( )x N y x=  

)ولما آان  )N y آز فإنه في مر،  عدد حقيقيQ وعلى وجه الخصوص 
  :  فنستنتج أن x* فإن هذا العدد يتبادل مع

*( ) ( ) ( ) ( )N xy xx N y N x N y= =  

  .آاستنتاج مباشر من التمهيدية السابقة نحصل على ما يلي 

  متطابقة لاجرانج )  ٣-١-٤(تمهيدية

0إذا آانت  1 2 3, , ,α α α α 0 و 1 2 3, , ,β β β β أعداد حقيقية فإن :  
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2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 1 3 0 1 3 0 0 1 1 2 2 3 3 0 1 1 0 2 3 3 2

2 2
0 2 1 3 2 0 3 1 0 3 1 2 2 1 3 0

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

α α α α β β β β α β αβ α β α β α β αβ α β α β

α β αβ α β α β α β αβ α β α β

+ + + + + + = − − − + + + −

+ − + + + + − +

  :البرهان 

بالطبع يوجد برهان واضح لهذه النتيجة وهو أن نفتح الأقواس ونقارن 
لكن ثمة طريقة أبسط من ناحية أنها تنشيء المتطابقة وفي الوقت . الحدود 

  .نفسه نبرهنها 

0ليكن  1 2 3x i j kα α α α= + + 0 و + 1 2 3y i j kβ β β β= + +    .Q في +

)نلاحظ أن الجهة اليسرى من المتطابقة هي  ) ( )N x N y بينما الجهة اليمنى 
)هي  )N xy .  ومن التمهيدية السابقة نعلم أن( ) ( ) ( )N xy N x N y=  مما

  .يبرهن متطابقة لاجرانج 

  

  حلقة هرفتز للرباعيات التامة)٢-٤(

إن متطابقة لاجرانج تنص على أن حاصل ضرب مجموع أربعة مربعات 
  . مع مجموع أربعة مربعات هو مجموع أربعة مربعات 

تنص على أنه إذا آان حاصل ضرب " أدلف هرفتز" هناك نتيجة غريبة لـ
 n من المربعات هو أيضاً مجموع n  من المربعات بمجموعnمجموع 

 بحيث أن حدود المجموع الأخيرة حُسبت بطريقة خطية  ،من المربعات
في الحقيقة توجد متطابقة لحاصل . ثنائية من حدود المجموعين الآخرين 

  . نكتبها هنا لأنها مطوّلة وشائكةضرب مجموعي ثمانية مربعات ولكننا لن

  :تعريف 

ات التامة على أنها المجموعة نعرف حلقة هرفتز للرباعي

0 1 2 3 0 1 2 3
1{ | , , , (1 )}
2

H m m i m j m k m m m m i j kζ ζ= + + + ∈ ∧ = + + +Z
  

  )١-٢-٤(تمهيدية 

xإذا آان  H∈ فإن *x H∈ و N(x)  0عدد صحيح موجب لكلx ≠.   



 
٤٨ 

  :البرهان 

0ليكن  1 2 3x m mi m j mkζ= + + إن  ف+
* *

0 1 2 3x m mi m j mkζ= − − حيث  −
* 1 (1 )

2
i j kζ = − − −

الآن  . 
* *

0 1 2 3 0 1 2 3

2 2 2 2 * * *
0 1 2 3 0 1 0 2 0 3

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

N x xx m m i m j m k m m i m j m k

m m m m m m i i m m j j m m k k

ζ ζ

ζ ζ ζ ζ ζ ζ

= = + + + − − −

= + + + + − + − + −

لأن 
* 1ζζ  و =

2 2 2 1i j k= = =−  

, وآذلك  ,j ji ki ik jk kj=− =− =−.   

لنحسب 
*( )i iζ ζ−  

* 1( ) (1 1 ) 1
2

i i i j k i j kζ ζ− = + + − + − − + =
  

وبصورة مشابهة 
*( ) 1j jζ ζ−  و =

*( ) 1k kζ ζ−    : إذن =
2 2 2 2
0 1 2 3 0 1 2 3( ) ( ) 0N x m m m m m m m m= + + + + + + >  

؟ لماذا ζلأول وهلة أنها مبتدعة فلماذا نستخدم الرباعي Hقد تبدو الحلقة
 حيث 0Q ألفة نعتبر الحلقة الأآثر لا

0 0 1 2 3 0 1 2 3{ | , , , }Q m m i m j m k m m m m= + + + ∈Z؟  

 H  ليست آبيرة بالحد الكافي على النقيض من0Qإن الجواب على ذلك أن 
ولكننا نحتاج إلى أن . وذلك لفرض أن تكون التمهيدية التالية صحيحة 

يدية التالية صحيحة في الحلقة التي نتعامل معها لأنها تجعلنا تكون التمه
أو بالأحرى (وهذا قد يوضح السبب الذي جعلنا . نميز مثالياتها اليسرى 

  .0Q بدلاً من Hنختار العمل في الحلقة ) هرفتز

  :)خوارزم القسم الأيسر() ٢-٢-٤(تمهيدية

a,ليكن  b H∈ 0 حيثb c, فإنه يوجد عنصران ≠ d H∈ بحيث a cb d= + 
)و ) ( )N d N b<.   
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  : البرهان 

لغرض برهان التمهيدية فإننا سنثبت أولاً حالة خاصة جداً وهي التي فيها 
a عنصر اختياري في Hولكن b لنفرض أن . عدد صحيح موجب

0 1 2 3a t t i t j t kζ= + + 0 حيث + 1 2 3, , ,t t t tأعداد صحيحة و b n=  ، حيثn عدد 
0دع . صحيح موجب  1 2 3c x x i x j x kζ= + + 0حيث ،  + 1 2 3, , ,x x x x أعداد 

إننا نريد تعيين هذه الأعداد بحيث يكون . صحيحة تُعين أدناه 
2( ) ( )N a cn N n n− <  ولكن =

0 1 2 3 0 1 2 3
1 1( ( ) ) ( )

2 2
i j k i j ka cn t t i t j t k nx nx i nx j nx k+ + + + + +

− = + + + − − − −

0 0 0 1 0 1 0 2 0 2 0 3 0 3
1 1 1 1( ) ( 2 ( 2 )) ( 2 ( 2 )) ( 2 ( 2 ))
2 2 2 2

t nx t t n x x i t t n x x j t t n x x k= − + + − + + + − + + + − +

0إذا أمكننا اختيار الأعداد الصحيحة  1 2 3, , ,x x x x بحيث يكون  

0 0 0 1 0 1
1 , 2 ( 2 )
2

t nx n t t n x x n− ≤ + − + ≤  
0 2 0 2 0 3 0 32 ( 2 ) , 2 ( 2 )t t n x x n t t n x x n+ − + ≤ + − + ≤  

  :فينتج عن ذلك أن 
2 2 2 2

0 0 0 1 0 1 0 2 0 2 0 3 0 3( ) ( 2 ( 2 )) ( 2 ( 2 )) ( 2 ( 2 ))( )
4 4 4 4

t nx t t n x x t t n x x t t n x xN a cn − + − + + − + + − +
− = + + +  

2 2 2 2 21 1 1 1 ( )
16 4 4 4

n n n n n N n≤ + + + < =
  

0الآن يمكننا تعيين الأعداد الصحيحة  1 2 3, , ,x x x x:   

0 بحيث 0xيوجد عدد صحيح  )١ 0t nx r=  حيث +
1 1
2 2

n r n− ≤  لهذا ≥

0 يكون 0xالعدد  0
1
2

t nx r n− = ≤
. 

0 بحيث kيوجد عدد صحيح  )٢ 12t t kn r+ = 0 و+ r n≤ ≤.  

0kإذا آان  x− 1 عدداً زوجياً فاجعل 02x k x=  حينئذ −
0 1 1 02 (2 )t t x x n r+ = + 0 وعليه + 1 0 12 ( 2 )t t n x x r n+ − + = ≤.   
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0kمن ناحية أخرى إذا آان  x− 1 عدداً فردياً فاجعل 02 1x k x= −    : لذا+

0 1 1 0 1 02 (2 1) (2 )t t x x n r x x n r n+ = + − + = + + −  

0 1 1 02 (2 )t t x x n r n⇒ + − + = −  

  وعليه 

0 1 1 02 (2 )t t x x n r n n+ − + = − ≤  

0وذلك لأن  r n≤     : بحيث يحقق1x إذن يمكننا إيجاد عدد صحيح .>

0 1 1 02 (2 )t t x x n n+ − + ≤  
1 يمكننا إيجاد عددين صحيحين )٢(آذلك بنفس الطريقة في  )٣ 2,x x 

 :يحققان 
0 2 2 0 0 3 3 02 (2 ) , 2 (2 )t t x x n n t t x x n n+ − + ≤ + − + ≤  

 عدد b و H عنصر اختياري في aالآن في الحالة الخاصة والتي فيها 
  .صحيح موجب قد بيننا أن التمهيدية صحيحة 

a,أي عندما يكون آلاً من ، هيدية في الحالة العامة الآن نريد إثبات التم b 
0b و Hعنصرين اختيارين من  ≠.   

)نعلم أن ) ١-٢-٤(من تمهيدية  ) *N b bb n=  عدد صحيح nحيث أن ،  =
ab*بما أن . موجب  H∈و  n فإنه باستخدام ما ،  عدد صحيح موجب

c,1أثبتناه في الحالة الخاصة يوجد عنصران  d H∈ 1 بحيث*ab cn d=  حيث +
1( ) ( )N d N n< .  لذلك فإن( * ) ( )N ab cn N n− bb*لكن   ، > n= حينئذ نحصل 

  :على 
( * *) ( )N ab cbb N n− <  

(( ) *) ( )N a cb b N n⇒ − <  
( ) ( *) ( )N a cb N b N n⇒ − <  

)ولما آان  ) ( *) ( ) ( *)N n N bb N b N b= ولكون )" ٢-١-٤(من تمهيدية  "=
( *) 0N b   : فإن <



 
٥١ 

( ) ( ) ( ) ( )N a cb N b N d N b− < ⇒ <  
dوذلك بجعل  a cb= a فيكون لدينا  − cb d= +.    

  

  

   )٣-٢-٤ (تمهيدية

 في x بحيث لكل L في uعندئذ يوجد عنصر . H مثالياً أيسر في Lليكن 
L يكون x cu= حيث c في H.   

  :البرهان 

0uله هو فرض يجب أن نفع  فإنه آل ما ،L=(0)إذا آان  =.   

L(0)لذا نفرض أن   هو Lبما أن معيار أي عنصر غير صفري في  . ≠
0لذا يوجد ، عدد صحيح موجب  u L≠ ) بحيث يكون ∋ ) ( )N u N l<  ، لكل

0 l L≠ xإذا آان  . ∋ L∈ فإنه من التمهيدية السابقة يوجد عنصران 
,c d H∈ بحيث x cu d= ) و + ) ( )N d N u<  . إذنd x cu=  ولما −

uآان  L∈  ،إنه من خاصية المغناطيس فcu L∈ وعليه d L∈  فإن
( ) 0N d 0d مما يجعل = x وعليه = cu=.   

  

   )٤-٢-٤(تمهيدية

aإذا آان  H∈ 1 فإنa H− )  إذا وفقط إذا آان ∋ ) 1N a =.   

  :البرهان 

a ليكن ⇐) H∈1 وa H−  فإنه استناداً لتمهيدية سابقة يكون آل من ∋
( )N a1 و( )N a− 1ولكن .  أعداد صحيحة موجبة 1aa −   لذا فإن =

1 1( ) ( ) ( ) (1) 1N a N a N aa N− −= = =  
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)وهذا يجعل  ) 1N a =.  

a ليكن ⇒) H∈ و ( ) 1N a  فإن =
* ( ) 1aa N a=    وعليه فإن =

* 1a a−= . لكن من تمهيدية سابقة يكون*a H∈ وذلك لأن a H∈ 
1aوعليه يصبح  H− ∈.    

  مبرهنة المربعات الأربعة للاجرانج)٣-٤(
إحدى الحيل القديمة لـ قبل أن نقدم مبرهنة المربعات الأربعة سنعرض 

  أويلر 
  ) ١-٣-٤(تمهيدية 

2إذا آان  2 2 2
0 1 2 32a x x x x= + + 0حيث ،  + 1 2 3, , ,x x x x أعداد صحيحة فإن 

2 2 2 2
0 1 2 3a y y y y= + + 0حيث ،  + 1 2 3, , ,y y y y أعداد صحيحة  .  

  :البرهان 

0 أي أن الأعداد  ، عدداً زوجيا2aًنلاحظ أن  1 2 3, , ,x x x x إما جميعها 
  . أو جميعها فردية أو اثنان منهما زوجيين واثنان زوجيين ،زوجية

وتجميعها في أزواج في جميع الحالات يمكننا إعادة ترقيم هذه الأعداد 
  بحيث يكون آل زوج يحوي عددين زوجيين أو عددين فرديين 

  الآن دع 
0 1 0 1

0 1

2 3 2 3
2 3

,
2 2

,
2 2

x x x xy y

x x x xy y

+ −
= =

+ −
= =

  
0أي أن  1 2 3, , ,y y y y أعداد صحيحة .  
  ولكن 
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2 2 2 2 2 2 2 20 1 0 1 2 3 2 3
0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2 3

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2( )1 ( )
2 2
1 ( )
2
1 (2 )
2

x x x x x x x xy y y y

x x x x

x x x x

a a

+ − + −
+ + + = + + +

+ + +
=

= + + +

= =
  

  . وبذلك نكون برهنا على صحة حيلة أويلر 

  )١-٣-٤( المربعات الأربعة مبرهنة

  . يمكن آتابة أي عدد صحيح موجب آمجموع أربعة مربعات

  :البرهان 

فإنه يمكن آتابته آحاصل ضرب أعداد ،  عدد صحيح موجب nليكن 
1ة أولي 2, ,..., mp p p 1 أي أن 2... mn p p p= .  لما آان آل عدد أولي هو حاصل

2 أي أن ربعة مربعاتلأجمع  2 2 2
0 1 2 3ip y y y y= + + 1 لكل + i m≤ فإنه من .  ≥

يصبح آل عدد صحيح موجب هو ) " ٣-١-٤(تمهيدية " متطابقة لاجرانج 
2فيصبح  مجموع أربعة مربعات  2 2 2

0 1 2 3n x x x x= + + +.   

  .بهذا نكون قد اختصرنا البرهان إلى الأعداد الأولية فقط 

2 يمكن آتابته على النحو 2نلاحظ أن العدد الأولي  2 2 22 1 1 0 0= + + إذن   .+
 عدد أولي فردي nدون المساس بعمومية البرهان يمكننا الفرض أن 

   .p  والذي عادة يرمز له بالرمز

   .pمجموعة الأعداد الصحيحة قياس  pZ على pWلنعتبر الرباعيات 

0 1 2 3 0 1 2 3{ | , , , }p pW i j k Zα α α α α α α α= + + + ∈  

ij حلقة منتهية وبالإضافة إلى ذلك أنها غير إبدالية لأن pWإن  ji ji= − ≠ 
2pحيث   .  أن تكون حلقة قسمةpW لذا من مبرهنة فدربرن لا يمكن لـ ≠

 حلقة بعنصر وحدة ليس Rإذا آانت " عبارة بأخذ المكافيء العكسي لل
 R فإن R,(0)بالضروري إبدالية وآان المثاليين الأيمنين الوحيدين فيها هما



 
٥٤ 

 من  يجب أن تحوي مثالياً أيسر لا يساوي آلاpWً فإن  ."حلقة قسمة 
   .pWو(0)

  والمعرف بـ Hفي Vلندعي أن المثالي ثنائي الجانب

0 1 2 3{ | 0 3}lV x x i x j x k x p lζ= + + + ∀ ≤ ≤  

p لأن H أعظمياً في  أيسراًاًأنه لا يمكن أن يكون مثالي
H WV ولأنه لو    ≅

 لكان H مثالياً أيسراً أعظمياً في Vآان 
H

V ومن ثم pW لا يمكن أن 

 و (0)ا تحوي مثاليات يسرى عد
H

V وهذا يناقض لما بيناه أعلاه مما 
  .يبرهن على صحة ادعائنا 

  بحيث H في L ليس أعظمياً فإنه يوجد مثالي أيسر Vولما آان 
,L V H L≠ V  و ≠ L⊂ .  يوجد عنصر ) ٣-٢-٤(وفقاً لتمهيديةu في L 
   .u هو مضاعف أيسر لـ Lعنصر في آل بحيث 

pلما آان  v∈  فإنp L∈ وعليه p cu= لعنصر c في H .  ولما آان
u V∉يوجد معكوس لـ   فإنه لاc في H1نه حينئذ سيكون لأu c p V−= ∈  . 

)يكون ) ٤-٢-٤(لذلك فإنه من تمهيدية  ) 1N c Hولما آان . < L≠فإنه لا  
)مما يجعل H في uيوجد معكوس لـ  ) 1N u > .   

pولكون  cu= 2 فإن ( ) ( ) ( ) ( )p N p N cu N c N u= = ) ولكن = ) 1 , ( ) 1N u N c> > 
)بحيث آلا من  ) , ( )N u N c عددان صحيحان  لأن ,c u H∈٤( وفقاً لتمهيدية-

)وبما أن آلا من  ) ١-٢ ) , ( )N u N c 2 يقسمp فإنه لابد أن يكون 
( ) ( )N c N u p= =.   

uلما آان  H∈ 0 فإن 1 2 3u m m i m j m kζ= + + 0حيث ،  + 1 2 3, , ,m m m m أعداد 
  :صحيحة لذا 

0 1 2 3

0 1 2 3 1 2 3

0 0 1 0 2 0 3

2 2 2 2 2
( ) 2 2 2

( 2 ) ( 2 ) ( 2 )

u m m i m j m k
m m i m j m k m i m j m k

m m m i m m j m m k

ζ= + + +

= + + + + + +
= + + + + + +  
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إذن 
2 2 2 2

0 0 1 0 2 0 3(2 ) ( 2 ) ( 2 ) ( 2 )N u m m m m m m m= + + + + + 2)لكن  . + ) 4N u p= 

وعليه 
2 2 2 2

0 0 1 0 2 0 34 ( 2 ) ( 2 ) ( 2 )p m m m m m m m= + + + + + +.   

فإنه وفقاً للتمهيدية السابقة ،  يساوي مجموع أربعة مربعات 4pولما آان 
 p يساوي مجموع أربعة مربعات فإن 2pولكون .  أيضاً آذلك 2pيكون 

2لذا . يكون آذلك أيضاً  2 2 2
0 1 2 3p a a a a= + + 0 حيث + 1 2 3, , ,a a a a أعداد صحيحة .  

  . مبرهنة لاجرانج نكون قد انتهينا من برهانوبهذا 

وخير خاتمة لهذا البحث المتواضع بالصلاة على خاتم الأنبياء والمرسلين 
  .سيدنا محمد وعلى آله وصحبه أجمعين 
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  المراجع

جمѧة الѧدآتور فѧوزي      هيرسѧتين، تر  . إن  .مواضيع في الجبر ، أي       •
بѧѧѧن أحمѧѧѧد الѧѧѧذآير والѧѧѧدآتور علѧѧѧي السѧѧѧحيباني ، الطبعѧѧѧة الثانيѧѧѧة ، 

 -هѧـ   ١٤٢٠الرياض ، جامعة الملك سعود النشر العلمي والمطѧابع        
  . م ١٩٩٤

نظريѧѧѧة الحلقѧѧѧات وامتѧѧѧداد الحقѧѧѧول ، يوسѧѧѧف عبѧѧѧد الله الخمѧѧѧيس ،      •
الطبعѧѧة الثانيѧѧة ، النشѧѧر العلمѧѧي والمطѧѧابع ، جامعѧѧة الملѧѧك سѧѧعود     

  .م ٢٠٠٥ -ـ ه١٤٢٦


